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KINEMATIKA

Anyagi pont kinematikaja Anyagi pont, Mozgastorvény, Példak specialis
mozgasokra (egyenes vonalu egyenletes, egyenes
vonalu nem egyenletes, korpalyan valé mozgas,
csavarvonall mozgas), Sebesség (kozepes, pillanatnyi),
Gyorsulds (normal és tangencialis), Hodograf, Befutasi
torvény, Egyenletesen gyorsuld mozgas

Merev test kinematikaja Merev test szabadsagi fokainak szama, Sz6gsebesség,
Szoggyorsulds, Mozgdsok kategorizalasa, Pillanatnyi
mozgasok: Pillanatnyi nyugalom, Elemi haladémozgas,
Elemi forgdmozgas, Elemi csavarmozgas, Véges
mozgasok: Tartés nyugalom, Véges haladomozgas,
Véges forgdmozgas, Gombi mozgas, Sikmozgas,
Sebességpodlus, Gyorsulaspdlus, Pélusgorbék,
Pélusvandorlas sebessége, Gordilés
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Anyagi pont kinematikaja Kinematika: a mozgas leirasa

Anyagi pont Anyagi pont a térben, mely fizikai jellemz&kkel bir
(h6mérséklet, sebesség, gyorsulds...). Ugy definialjuk,
hogy megadjuk a helyzetét térben (vektor) és id6ben.

Mozgastorvény x(t)
rt) = [y@) | =xi+yj+zk
z(t)
Szabadsagi fok (DoF) Flggetlen skalarfiiggvények szama, amelyekkel
egyértelmlen meghatarozhaté az anyagi pont

mozgasa

Egyenes vonalu, egyenletes | Egyenes vonalu: 1D
Egyenletes: nincs gyorsulas, sebesség: allandod
r =1y +v(t —to)

Egyenes vonalui, nem Valtozo sebesség
egyenletes Példa:
r(t) = b + csin(wt)




Egyenes vonalu,
egyenletesen valtozo
(a — allando)

K6rmozgas: egyenletes,
nem egyenletes

Palya: R sugaru kor
p(t) —sz08

Csavarvonali mozgas

K6rmozgas és egyenes vonalu mozgas osszetétele




Kozepes sebesség

_r(t)-r(t1)

UV = vektor!, irdnya: hurmenti
- t2—t1
Pillanatnyi sebessé dr .
y 8 y(t) = d_; = [(t) vektor!, irdnya: érint6 a
palyahoz
Gyorsulas dv ‘e
Y a(t) = P 7(t)

Befutasi torvény,
egységvektorok, gorbilet

s(t) - ivhossz, skalar!

e; - tangencialis egységvektor

e, - normalis egységvektor

ey - binormalis egységvektor

(es, e,) — simuldsik

(et, en, ep) — kisérd trieder (természetes
koordindtarendszer)

p — gorbuleti sugar

1 ..

P gorbilet

dr de; . 1

= e
ds =t ds p—1




Palyasebesség v(t) = S - skalar! Palyasebesség (sebességmérd autdkban)

Sebesség v(t) = Se; - vektor

Tangencialis és

52
LN ] S
. . a(t) = Se; + —ey
normalgyorsulas — — p =

ar =Se; ap =35 irany: érintémenti

2 v2 §% .,
a,==—e, =—e, ap = — irdny:

gorbuleti kozéppont felé

a(t) =a; + ay,

Forondémiai gérbék | s(t), v(t), a,(t)
Példa: egyenes + félkor + egyenes

Példak Hullamvasut
Monzai Formal palya




Az emberek a simuldsikban tlnek, fejik a normalis gyorsulas iranyaba mutat.
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Merev test kinematikaja
Osszefoglalo




Merev test kinematikaja

Merev test szabadsag DoF=6

fokainak szama A szabadsagi fokok szama megadja a
fuggetlen skalarfiiggvények szamat,
amelyekkel a mozgas egyértelmien
leirhato.

Szogsebesség (w) A szogsebesség megadja azt, hogy a merev
test pontjai mekkora sebességgel
(ugyanakkora) forognak egymas kordl.
I A merev test minden pontjanak azonos a

szogsebessége !

Kinematikai vektorkettos [Q, ZA]A - leirja a merev test mozgasat (3+3
komponens, DoF=6)

Redukalt képlet Vg =Vg+wWXTyp

(@, v4], > | 5], (v —va) L (@ X145)




Szoggyorsulas () — térben

dw

£ =—=

=7 de

ap=as+ex np+o x (@X1ng)
Szégsebesség — sikmozgas w L 145, and w? = w?

ag = a4 +&X rup — 0°1yp

Szogvektor @(t)

Térben NINCS olyan szogvektor, amibdl az
w szarmaztathaté lenne!!!

Szogvektor @ (t) — sikmozgas,

rogzitett tengely koriili
forgasnal vektorialisan is igaz

do
a) _—
— dt

dw
and e = —
= dt




Mozgdasok kategorizalasa A. Pillanatnyi (elemi) mozgdasok
[Q,QA]A szerint (DoF=6) 1 wvys=0
1.1 pillanatnyi nyugalom
1.2 elemi haladdmozgas
1.3 elemi forgdmozgas 1
1.4 elemi forgdmozgas 2
2. wvy # 0 Elemi csavarmozgas
B. Véges mozgasok
1. Tartds nyugalom

2. Véges haladomozgas
3. Véges forgdmozgas (allé tengely)
4. GOmbi mozgas
5. Sikmozgas
1.1 Pillanatnyi nyugalom w=20
vy =0
Pl. varrogéptl két széls6 helyzete
1.2 Elemi haladémozgas w=0
vy #0

Vp=VatwXnp,dew =0
Vg = V4, @a merev test minden pontjara igaz, igy a merev
test minden pontjanak azonos a sebessége

<




1.3 Elemi w#0

forgomozgas 1 vy =0

Van egy olyan pontja a merev testnek, amelynek a sebessége 0, de
a szogsebessége nem 0. Ez rajta van a centralis egyenesen, ami
koril forog a test.

Vp=Vat®XTyp,04 =0

Vg = W X ryp, B pont A koril forog w-val

1.4 Elemi w* 0
forgomozgas 2 vy #0
w Loy

|, 4] , - val ekvivalens [w, vp| ,
P- sebességpodlus, vp =0

STATIKA:
X
np==3,dew Ly

|QxyA|=wvAsin§=wvA

Tap = AP = vZA
Olyan, mintha P koril forogna AP sugaru kéron, w-val.
Tehat:

W Loy Ly




1.4 Elemi forgémozgds 2 | Hasonléan taldlhaté: |w, ZG]G

G- gyorsulaspdlus, a; =0

I exagtw?ay

—AG e2+w*

T4 - ek két komponense lesz:
51 £Xaa

a, - ra meréleges:

—A B 2wt

a4 - val parhuzamos:

—A P e2+w*

Ha:

& 1 ay, Pitagorasz tételébdl megkapjuk az AG

aa

nagysagat: AG = Tae = =~

Ay = TAg\/SZ —+ (,()4

- . .. &
Tac €S Ay kozti aszogre:tg a = —




2. Elemi csavarmozgas

w vy # 0 és w nem merdleges v,
Altalanos térbeli eset

Van egy olyan B pont, amire igaz:

wXvg ,
Tap == és wl|vg
A test halad is és forog is ugyanabba az iranyba.




1. Tartds nyugalom (STATIKA)  w(t) =0
va(t) =0,vp() =0,vc(t) =0

2. Véges haladdmozgas w()=0

v, (t) tetsz6legesen valtozhat

DoF=3, nem feltétlenll egyenes vonalu
Pl. ériaskerék kabinja

3. All6 tengely koriili forgds | w(t)|| k
Van egy P pont, aminek tartdsan 0 a sebessége: vp(t) = 0

2A=2P+QX£PAIQ(t)=OiBP(t)=O
Vg =W XTpy

All6 tengely > a P pont gyorsuldsais 0 lesz, ap(t) =0
P=G
Az A pont a P pont korul forog > w L 144

Ay =€eX 150 — 015y
a(t) =a; + ay

ay = TacVe? + w? Minden kérpalyan mozog




Il ha minden kérpalyan mozog (allé ' Van szégvektor

tengely koruli forgas) s(t) = rype(t) = Ro(t)
$(t) = Ro(t)
v(t) = Rw(t)
w(t) = ¢(t)
w = ¢ ! Csak allé tengely koruli forgasnal!
Szogvektor ¢(t) — rogzitett tengely _dy _dw
. W=-——es&E=—
koriili forgas — dt = dt
Ha € allando: w = wy+ &(t —ty)
£(t—tp)?
@ = Po+ wo (t = to) +=—
4. Gombi mozgas w(t) —tetszbleges

P=G=0, up(t) = 0, ap(t) = 0
DoF=0, 3 tengely koruli forgas
Pl. kardancsuklo




Véges haladomozgas



5. Sikmozgas | Akkor beszéliink sikmozgasrdl, ha:

w(t)|| k tartdsan parhuzamos, ésvy L k

Tehat: vy 1L w

Klb. az allé tengely koruli forgastol: nem egy pontjanak a sebessége 0,
hanem legyen egy pontja, melynek a sebessége tartdsan merdbleges k
vektorra.

Vp=Vg+wXryp,devy Lkés(wXrp)lk
Tehat:
vp Lk
Vagyis: minden pontja a k-ra merdéleges sikban mozog.
Az elemi mozgasoknal latottak szerint, itt is van egy P sebességpdlus és
egy G gyorsulaspadlus.
Ugyanazok a képletek érvényesek, csak itt id6ben tartods.
WXVy
ap == 5 ,dew 1Ly,

|Q><2A|=wvAsing=wvA

Tap = AP = UZA
Olyan, mintha P koril forogna AP sugaru kéron, w-val.
Tehat:

W Loy Lryp
Barmely masik B pontra is igaz.




5. Sikmozgas | Gyorsulasokra is igazak az elemi forgdmozgasnal felirt képletek.

_ gXaatwias
Tac = g2+ w*
De:
& 1 ay, Pitagorasz tételébdl megkapjuk az AG nagysagat:
= as
AG =1y = ——
4G ~ VeZygt

ap = TAGVSZ +(1)4
&

T4c €S Ay kozti o szogre: tg a = —

I'Itt a G és P pontok nem esnek egybe!!!

A sebességek szempontjabdl olyan, mintha minden a P korl forogna, a
gyorsulasok szempontjabdl olyan, mintha minden a G koril forogna.

Egy B pontra:
ag=as+eX p+o X (wXryp), dew L ryp, tehat:
ag = a4 +eX Ipa — wryp
Vagy
ag =ag +eX 155 — W?rgp
&
2

ag = £ X ZGB—werBésaB=rGB\/82+w4,éstga=w—




DE!!!

Itt a gyorsulds két komponense nem az a, és a,, mertaza,-ta
sebességhez képest kell mérni. Az A pont a,,-t ra kell vetitenia v, —
ra merGleges iranyra. Tehat az a,nem a G, hanem a P felé mutat.

Gorbiuleti kozéppont:
A simulokor kozéppontja se nem a P, se nem a G iranyaba mutat,
hanem: 1 v, —ra és az a,, — irdnyaba mutat.

2

@ =~ nagysaga

n

All6 tengely korili forgasnal P, G, O, egybeestek, de itt NEM esnek
egybe.

Mozgé polusgorbe | r4p(t) meghatarozasaval a testhez képest meghatarozhatjuk a P
pontok mértani helyét. Ez lesz a mozgd polusgdrbe. Id6ben
kirajzolva: olyan, mintha a P pont vandorolna ezen a gérbén. Ez a
gorbe hozza van csatolva a testhez.




All6 pélusgérbe All6 koordinatarendszerben van egy 14(t) vektor. Az, + 14p
megadja a P pont helyét ehhez a koordinatarendszerhez képest. Ez
lesz az allé pdlusgorbe.

rp(t) =14+ Typ
Mivel a vp = 0 minden pontban, ezért a P-ben az allé és mozgo

polusgorbéknek talalkozniuk kell. Vagyis minden sikmozgast vissza
lehet vezetni gordulésre.

Ciklois video vp = 03ll6 pdlusgorbe: sikfellilet, a sebesség pillanatnyilag 0, de a
P pontnak van gyorsuldsa. A talajjal érintkez6 pontban rendelkezik
gyorsulassal.

Pélusvandorlas A pdéluspont, mint anyagi pont 0 sebességl minden pillanatban, de
sebessége mint mértani pont fog vandorolni.

Up = ngp , sikban vannak, ezért:

u lap

ulow

u = % skaldrisan

Az up a két pélusgorbe érintdjében lesz.
Pl. fogaskerekes mechanizmusok




Pélusvandorlas A péluspont, mint anyagi pont 0 sebességi, de mint mértani pont a
sebessége helye valtozik, vagyis vandorol.

. . . d [(WwXV
Up = 7p = Ty + Tap = g + - ()

wz
wXap ap .
Up == , skalarisan: up = —es Ap = UpW
Pl. sar lever6dés az auto kerekeérdl
egymason gorduld kerekek
Bolygomiivek. Talajjal érintkez6 pontnak mindig O lesz a sebessége:

Gordiilés Ppont,vp =0
Talaj: allo polusgorbe,
S —sulypont, vg - allando
S pont palyadja egyenes, gorbileti sugara végtelen. Nincs normalis
gyorsulas. Csak tangencialis gyorsulas van, ami 0.
= 0, tehat: S=G
P pont mindig S alatt van, egyszerre mozognak, a P pont
polusvandorlas sebessége ugyanakkora, mint az S pont sebessége.
Vs = Up és Vs = Rw, R — a korong sugara
ap = Upw , iranya pedigaz (up X w)iranya.ap L up 1L w




Gordilés

vV, allandg, tehat az w is allandé, tehat € = 0 nincs széggyorsulas.
A gyorsulas szempontjabdl ugy néz ki, mintha az S koriil forogna, a
sebességek szempontjabdl pedig mintha a P koriil forogna.




