A Newton torvényébdl levezethet6 tételek, vontatasi feladatok

A mozgasmennyiség valtozasanak tétele
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A mozgasmennyiség valtozasanak tétele szavakban elmondva azt fejezi ki, hogy a tomegre haté eré adott idétartam
szerinti integralja egyenlé a mozgasmennyiség adott idétartam alatti megvaltozasaval.

A baloldalon 1év6 kifejezés az eré impulzusa, ezért a tételt impulzustételnek is szokas nevezni. Az impulzus
meértékegysége: [Ns]. A fenti kifejezés vektorokra vonatkozik, igy a derékszogli koordinatarendszerben megadott
mozgas esetén harom skalar egyenletként irhat6 fel.

A tétel elonydsen alkalmazhatd olyan esetben, amikor egy anyagi pontnak adott idépontbeli sebességét vagy két pont
kozti sebességvaltozas idétartamat akarjuk meghatarozni, és ismerjiik az er6t, mint az id6 fiiggvényét.

Ha a vizsgalt mechanikai rendszer tobb anyagi pontot tartalmaz, akkor a tétel minden pontra kiilon felirando. A
kapcsolt rendszert vizsgalhatjuk egyiitt is, de ekkor csak a kiilsé er6k impulzusat kell belevonni a szamitasokba. Ha a
rendszerre kiilsd er6 nem hat, az egyes pontok mozgasmennyisége valtozadsanak Osszege zérus kell, hogy legyen.
Vagyis ha egy anyagi pontrendszerre kiils6 er6 nem hat, a rendszer mozgiasmennyisége nem valtozik. Ezt a
megallapitast nevezziik a mozgasmennyiség megmaradasa tételének.

Elméleti 6sszefoglald a tankonyvben az 50. oldalon. Példak: 2.8, 2.9, 2.10, 2.11.

Az anyagi pont perdiilete, a perdiilet valtozasanak tétele

Valamely m tomegii anyagi pont mozgasmennyiségének a fix (alld) pontra vonatkozoé nyomatékat, vagy masképpen,
az adott 0 jeli ponttdl az anyagi pontig tartdo helyzetvektornak és az anyagi pont mozgasmennyiségének vektorialis
szorzatat perdiiletnek (kinetikai nyomatéknak) nevezziik
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A Newton torvénye értelmében ma =R és ezek utan: Eo =r" R=M,

Ahol az M  az anyagi pontra hat6 er8k eredéjének az O jelii pontra vonatkoz6 nyomatékat jelenti.

A fentiek értelmében tehat egy fix pontra vonatkozé perdiilet id6 szerinti differencidlhdnyadosa egyenlé az anyagi
pontra hat6 erdk ugyanarra a pontra szamitott nyomatékosszegével. Ezt az Osszefiiggést nevezzik
perdiilettételnek.



A valtozdk szétvalasztisa, majd f; és ¢, idOpont kozti integralds utdn, az anyagi pont mozgasira érvényes
perdiiletvaltozas tételét kapjuk:
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A tétel azt fejezi ki, hogy egy m tomegii anyagi pontra haté erdk egy fix pontra vonatkozé nyomatékosszegének
két idépont kozti idé szerinti integralja egyenlé az anyagi pont ugyanarra a pontra vonatkozé perdiiletének a
két idépont kozti megvaltozasaval.

Ezutan vizsgaljuk azt az igen fontos specialis esetet, amikor az anyagi pontra hatd erdk ereddjének hatasvonala a
mozgas kdzben mindig az O jelli fix ponton megy at. Ebben az esetben ugyanis:

Mo =r R=0.
Azt az er6t, amely ezt a feltételt minden iddpontban kielégiti, centralis erének nevezziik, és ilyenkor azt mondjuk,
hogy a pont centralis erotérben mozog. Centralis erétérben mozog példaul az az anyagi pont, amelyre mozgasa

kozben csak a sulya hat, mivel ebben az esetben a pontra hatéerd - gravitacios eré - minden idépontban a Fold
kozéppontja felé mutat. Ebben az esetben P, =r" my = allanda

Két mozgo vektor vektoridlis szorzata csak akkor lehet alland6, ha mindketten ugyanabban a sikban mozognak, igy
mindjart megallapithat6, hogy amennyiben az anyagi pont centralis erétérben mozog, mozgasa allando6 perdiiletii
sikmozgas lesz.

Elméleti 6sszefoglalo a tankonyvben az 54-55. oldalon. Példak: 2.12, 2.13
Az er6 munkaja, a mozgasi energia valtozasanak tétele, a teljesitmény

Az 4bran 1év6 F &) er6 drelemi eltolodas alatt végzett

elemi munkaja (dL) egyenlé az erd elmozdulas iranya
komponensének ¢€s az elemi elmozdulasnak a szorzataval,
vagyis az er6vektor és elmozdulasvektor skalaris
szorzataval: dL=Fxdr .

Véges eltolodas esetén (A] és Ay pontok kozott), ha a
végpontok helyzetvektorai r,ésr,, az eré munkdja az

elemi munka hatarozott integraljaként kaphato:
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2.15. abra Ha az erét komponenseivel adjuk meg, a munka az alébbi

Osszefiiggésbol szamithato ki:
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A miiszaki szamitasok soran gyakori eset, hogy egyenes vonall palyan, egy azzal a szdget bezar6 -alland6 nagysagu -
er6 Ez esetben a munka:

A, X2
Ly, = QL= (f xcosadx = F xcosa Xx,. ;.
Ay X

Ugyancsak sok feladatban szerepel az anyagi pont tomegéhez tartozo stlyerd. Ha az anyagi pont mozgasat térbeli
derékszogii koordinatarendszerben irjuk le és a nehézségi erd iranyaban vessziik fel a z tengelyt a munka:



L., :d- F)dz:-F(zz- z)=F(z, - z,).

Vagyis az er6 munkaja nem fiigg a befutott palya alakjatol, csak a két pont magassaganak kiilonbségétol.

Ha egy anyagi pontot rugoval rogzitjiik egy fix ponthoz. a pont mozgasakor a pontra egy, a rugd megnyulasaval
aranyos, visszatéritd er6 hat. Ha a kezdOponthoz a nyulasmentes allapot tartozott és a végponti kitérést x-szel adjuk

1 .
meg, akkor: L.,=- Ekx2 . A munka mértékegysége: joule [J]. 1J=1 Nm.
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A mozgasi energia valtozasanak tétele:

az anyagi pont mozgasi energiaja A

mozgasi energia tehat pozitiv skalaris mennyiség és mértékegysége: [Nm]. Ezekutan:
-1 =L, .

Eszerint az m témegii anyagi pont mozgasi energidjanak valamely ttszakaszon térténé megvaltozasa egyenlé a
pontra haté erék altal ugyanazon utszakaszon végzett munkaval.

Az er6 munkajanak meghatarozasabol kiindulva - allandé erd esetén - a teljesitményt a kdvetkezOképpen
szamithatjuk:

Szavakkal kifejezve azt mondhatjuk, hogy a teljesitmény egy adott idopontban egyenlé az anyagi pont
sebességvektoranak és a pontra haté eré vektoranak skalar szorzataval. A teljesitmény mértékegysége: watt [W].
1 W=1J/s=1Nm/s.

Potencialis er6k esetétn a munka L, =U,-U,, vagyis a potenciilis erdtérben végzett munkit a
potencialfiiggvénynek a mozgas kezdépontjahoz és végpontjahoz tartozo értékéinek kiilonbsége adja meg.
Ekkor U, +T, =U, +T, =konstans, ami azt fejezi ki, hogy a potencidlis térben 1évé anyagi pont kinetikai és
helyzeti energidjanak osszege a pont helyzetétél fiiggetlen alland6. Ezen Osszefiiggés a mechanikai energia
megmaradasanak térvénye.

Elméleti 6sszefoglalo a tankdnyvben az 54-63. oldalakon. Példak: 2.14, 2.15, 2.16, 2.19, 2.20

Jarmii Kis hajlasszogi lejtén valé mozgasa.

A mozgas sooran fellépd menetellenallais £ =nN, ahol N a kis lejtén megegyezik a jarmui sulyaval, mig
I a menetellenallasi tényezd. A kis lejtd hatasa , a cosa »1 kozelités abban is jelentkezik, hogy a mozg6 pont altal

megtett utat s = » x modon, azaz a vizszintes tdvolsaggal szamithatjuk. Ugyancsak a kis hajlasszog miatt
cosa

elfogadhato a sina » tga kozelités. A meredekséget nem az a-val jellemzik, hanem a tga -val és annak 1000-rel

szorzott értékét adjak meg. Az e[Y;,] ezrelék segitségével szamithato a sulyer6 lejté irany komponense:
(Gsina N1 » (Gtga N] = G[kNJe [%,].

Lathato, hogy ha a stulyer6t kN-ban adjuk meg, a lejtd iranyt komponens N-ban adddik

Elméleti 6sszefoglalo a tankonyvben az 67-68. oldalakon. Példak: 2.21, 2.22



