Merev testek kinetikaja

A témakor targyalasahoz definialni kell a test néhany tomegjellemzdjét.

A merev test tdmegét az elemi dm tomegek egész
testre szamitott integraljaként hataroztuk meg:
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m=c\)dm.

m

Egy adott testnek a  koordinatarendszer
kezdépontjara vonatkozo statikai nyomatéka:

§0=c\)5dm .

A vektor, amely kijel6li a test tomegkozéppontjat,
vagy mas néven a test stulypontjat:

A sulypont helyét a derékszogii koordinata-rendszerben az xg, yg, zg koordinatdkkal is megadhatjuk:

éxdm 6 ydm ézdm

Ys = > Vs = I
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A merev test tehetetlenségi nyomatéka az xy, xz és yz

koordinatasikokra:
L, = c‘yzdm,lXZ = c\yzdm,lyZ = c\):zdm.
m m m

Az x, y ¢és 1z koordinatatengelyre vonatkozo
tehetetlenségi nyomatékok:

I, :c‘)(zdm,ly =d1zdm,lZ =c\;2dm.

m m m

Végiil a koordinata-rendszer kezdGpontjara vonatkozo

tehetetlenségi nyomaték:

Iy = c\)"zdm .

m

Mivel r? =x? +y2 +z2,¢s példaul x> +y2 =z?,

és ezek utan

lo =y dm+ ¢y dm+(Frdm=1 +1, +1,, 1, = dm+y’dm=1, +1,,
m m m m m
Ip =1, +1,,.

A Steiner-tétel alapjan a merev test sulypontjara, vagy azon atmend tengelyre, illetéleg sikra vonatkozo tehetetlenségi
nyomaték ismeretében egy masik pontra, vagy a tengellyel illetdleg a sikkal parhuzamos masik tengelyre és sikra
vonatkozo tehetetlenségi nyomaték is szamithatok. A tehetelenségi nyomaték

: R* .
- a henger t tengelyére és a tengellyel parhuzamos t| alkotdjara: 1, = mT iL I, = % mR? .

- a gerenda kdzepén és végen a keresztmetszeti silyponti tengelyre: I, = % 12 ill. I, = %12.

N . , 2R?
- a gomb sulyponti tengelyére: I, =m —



Merev testek kinetikajanak alaptételei

Sulyponttétel

R=mag .
A kapott kifejezés a merev test mozgasara vonatkozd sulyponttétel, amely azt mondja ki, hogy a merev test
sulypontja iigy mozog, mint a test ttmegével megegyez6 tomegii olyan anyagi pont, amelyre a testre haté kiilso
erok vektorosszegének megfelelé eré miikodik.

Sikmozgast végzo merev test perdiilete a forgastengelyre, a perdiilettétel

7 Az abran lévé y fix tengely, vagy a pillanatnyi
forgastengely koriil w  szogsebességgel ¢és Kk

dm szoggyorsulassal forgomozgast végz0 merev test egy
.\ tetszéleges, anyagi pontnak tekintheté dm tomegi
részének sebessége v. Az r vektor a sikmetszet és a

I~
<

forgastengely 0 jeli doféspontjatél a dm tomeghez

mutatd helyzetvektor. A dm anyagi pontnak a

perdiilete a tengelyen 1évé mozdulatlan O pontra:
dP,=r" dmx.

dP 0 )

0] Ez a vektor a sikmozgas kovetkeztében az y tengelybe

esik, igy a perdiilet a tengelyre vett perdiiletként is

értelmezhet6. Az egész test perdiilete az azonos allast

elemi perdiiletvektorok dsszege:

I=
>

Y B():c\)j'ydm

Mivel v=w" r, ezért P, :(\)f’ (V_V E)dm~
m

L
Az W’ r vektorialis szorzat: w’r=|0 w 0= (W rz)j +0j+ (- W r, )k
r, 0 r )
Ar’ (v_v 5) vektorialis szorzat pedig:
ik
rowr=lr 0 r, :(\er2 +WrX2)j:Wr2.
wr, 0 -wr )
Ezek utan: P,= c‘)ﬂ_/rzdm.

A kapott kifejezésben W nem fligg az elemi pont helyzetétdl, igy az integraljel alol kiemelheto.

A2
P,=wQy dm.

Az C\TZ dm kifejezés a testnek az y tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka, amelyet a sikmozgasra vonatkozo
m

Osszefiiggésekben /) -al jeldliink. igy a sikmozgast végzé test mozdulatlan tengelyre vonatkozé perdiilete:
Py =1Iow.

A perdiiletvektor id6 szerinti derivaltja: P,=1,w=1,k



Az anyagi pont mozdulatlan pontra vonatkozé perdiiletének derivaltja egyenld az anyagi pontra hatd erének a pontra
szamitott nyomatékaval. Sikmozgas esetén a perdiiletvektor és igy annak derivaltja is a sikra merdleges tengelybe esik,
igy az anyagi pontra hatd er6k nyomatékvektorainak dsszege is tengelyiranyu lesz.

A sikmozgast végz6 merev test mozdulatlan tengelyre vonatkozo perdiiletét, amint az korabban lathato volt, az egyes
elemi tomegpontok perdiiletének Osszegeként értelmeztiik. Ennek megfeleléen a perdiilet derivaltja is egyenld az
OsszetevOok derivaltjainak Osszegével. Ez azt jelenti, hogy 0Osszegezni kell az egyes pontokra hatdo erbknek a
mozdulatlan tengelyre vonatkozé nyomatékait:

J d d

aM =g M(F)+a M(B,)=M,.

i=1 i=1 i=1
A nyomatékok egyrészt a kiilsd, masrészt a belsd er6kbol szamithatok ki. Az 6sszegzés soran azonban egy adott belsé
er6 ellentettjének a nyomatéka is megjelenik az 6sszegben, igy a belsé er6kbol szamithatdé nyomatékosszeg zérus lesz.
Ebbdl az kévetkezik, hogy az M, nyomatékosszegben csak a testre hat6 kiilsd er6k nyomatékdsszege jelenik meg.

Ezek utdn az M :EO alapjan megfogalmazhaté a sikmozgast végzo merev test perdiilettétele, mely szerint a

testre haté Kiils6 eréknek a mozdulatlan tengelyre, vagy a pillanatnyi forgastengelyre szamitott
nyomatékosszege egyenlo a testnek a tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékanak és a széoggyorsulasnak a
szorzataval. A vektorjeldléstdl a sikmozgas miatt eltekintve:

M,=1k .

Ez az 0sszefiiggés akkor hasznalhat6 a gyakorlati feladatok megoldésa soran, ha egyszeriien meghatarozhato a forgas
tengely. Kiilonben célszerii az Mg =1k Osszefliggéssel szamolni, amely szerint a testre haté kiilsé eréknek a test

sulyponti tengelyére szamitott nyomatékosszege egyenlé a testnek a silyponton atmend, a mozgas sikjara
merdleges tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékanak és a szoggyorsulasnak a szorzataval. Ez a tétel a
sikmozgast végzo testnek a sulyponti tengelyre (silypontra) vonatkozé perdiilettétele.

Elméleti 6sszefoglald a tankdnyvben a 71-78. oldalakon. Példak: 2.25, 2.26, 2.27, 2.28.

A mozgasmennyiség valtozasanak tétele, a perdiiletvaltozas tétele
Az alaptételekbol most is levezethetok a feladatok megoldasat segit6 tételek.

A merev test mozgasmennyisége valtozasanak tétele szerint a merev test mozgasmennyiségének adott idétartam
alatti megvaltozisa egyenlé a testre hato kiilsé erék vektorosszegének az adott idétartamra vonatkozo
hatarozott integraljaval.

153 Yso

C\)gdt =m C\)l‘_’s :szz - ‘_’51)'

4 Vs
A perdiilet valtozasanak tétele szerint a merev test sikmozgasakor a sikra merdleges mozdulatlan tengelyre,
illetve a test sulypontjan atmené tengelyre szamitott perdiilet adott idétartam alatti megvaltozasa egyenlé a
testre haté kiils6 erdknek az illet6 tengelyre vonatkozé nyomatékosszege adott iddtartamra vonatkozé
hatarozott integraljaval.
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Merev test mozgasi energiaja, a mozgasi energia valtozasanak tétele
A merev test mozgasi energiaja:

1 2 15 1 2
T=—1I,w",va T=—mvi +—1Iw" .
570 gy 5 s THds

A munka szamitasanal az erépar munkéja az erdpar és a test elfordulasanak szorzataként szamithatd ki. Az erdk
munkéjaval valo 0sszegzés utan a mozgasi energia valtozasanak tétele:
T,-T,=L.

Elméleti 6sszefoglald a tankdnyvben a 86-87 és a 90-91 oldalakon. Példak: 2.30 2.31, 2.32, 2.34.



