Egyszabadsagfoku rendszer szabad rezgései
Csillapitatlan szabad rezgés

A csillapitatlan szabad rezgés differencialegyenlete: m)'c'(t)+kx(t) =0. A masodrendil 4lland6 egyiitthatdju linedris

differencialegyenlet altalanos megoldasat x(t) =de'’ alakban keresve, behelyettesités és de' " -vel valo egyszerlsités

utan az ml % +k = 0 karakterisztikus egyenletet kapjuk. Az egyenletbél | 12 =%iw,, ahol  w, = \/z .
m

A differencialegyenlet altalanos megoldasa a két gyokhoz tartozé megoldas linearis kombinacioja lesz. Atalakitasok
utan

x(t) = Acosw ¢ + Bsinw 7 .

A megoldasban szerepl6 allandokat a kezdeti feltételekbdl tudjuk meghatarozni. A rezgés kezdetéhez tartozé idopontot
célszerli ty =0-ra felvenni. A ry =0 idOponthoz tartozd6 x=xq¢ , x=vqy ismeretében a kezdeti feltételeket

kielégit6 megoldas:
Vo .
x(t) = X(QCOoSW, + -0 smWgt
Wo
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amely 4tirhat6 x(t) =a >S1n§v0t +a g alakra, ahol a =vA” +B? és a = arctgg.

Vagyis az anyagi pont csillapitatlan rezgése harmonikus rezgdmozgas. Az anyagi pont maximalis kitérése, amit a

rezgés amplitiddjanak neveziink a-val egyenld. Az w,t+a érteket a rezgés adott id6ponthoz tartozé fazisanak

nevezzik, mig a az Un. kezdeti fazis. Az w, értéket a rendszer sajatkorfrekvencidjinak nevezziik.

Asajatkorfrekvencia dimenzi6ja [rad / s] .
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A w,T, =2p egyenl6ségbdl szamithato a7;, sajatrezgésidé: T :W—p . A rezgésid6 dimenzidja [s].
0
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Az egységnyi 1d0 alatt torténd rezgések szama : n, = N = 2—0 , amelyet sajatrezgésszamnak (6nrezgésszamnak,
0 p
frekvencianak) nevezziik. Az 1/s-ban adddo rezgésszam dimenzidja [Hz] (Hertz). A miiszaki gyakorlatban hasznaljuk

a percenkénti Onrezgésszam fogalmat is, amely N, =60n, . Az N, dimenzidja: [1/perc].

A mérndki gyakorlatban szivesen alkalmazott Osszefliggés szerint az Onrezgésszamot (frekvenciat) jo kozelitéssel
megkapjuk, ha 5-6t osztjuk a tomegnek megfeleld sulyerobdl cm-ben kiszamitott, a rezgésnek megfeleld iranyu
elmozdulas négyzetgyokével.
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Csillapitott szabad rezgés
Sebességgel aranyos Kkiilso csillapitas

A sebességgel aranyos kiilsé csillapitasnak megfeleld differencialegyenlet: mx(l) + cic(t) + kx(l) =0 .

Az egyenletben szereplé ¢ tényezé megadja az egységnyi sebességhez tartozo ellenallasi erd szamértékét, egysége:
[Ns/m]. A masodrendi homogén, linearis, allandé egyiitthatoji differencialegyenlet megoldasanal feltételezziik, hogy

a megoldas x(t):deltalakban kaphato.  Behelyettesités  és de'’-vel vald egyszerlisités utdn az

ml 2 +cl +k = 0karakterisztikus egyenletet kapjuk, amibél:

c &c 02 k
I 1’2 =- _i §_+ - .
2m e2mg m

A képletben szereplé négyzetgyok alatti kifejezésben 1évé két tag nagysagatol fliggden harom eset kiilonboztethetd
meg.
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a.) EELQ >— vagy c¢>2vkm .
e2mg m

Ez esetben - amikor a csillapitas nagy - a gyokjel alatti érték
elgjele pozitiv, tehat a gyokok valosak. Ezen kiviil, mivel a

gyok értéke 2c -nél kisebb, mindkét | negativ elgjelii lesz.

m
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Bevezetvea és  r=./¢c—+ - — jeloléseket:

l,=-r+r=-ry, |l,=-1r-r=-r,.

A differencialegyenlet altalanos megoldasa:
x(t) =de " +dye "

0 t

A megoldas két monoton csdkkend exponencialis gorbe dsszegét tartalmazza. A nyugalmi helyzetbdl kimozditott test
aszimptotikusan kozeledik eredeti helyzetéhez, amint azt az abra mutatja. A nagy csillapitas esetében tehat nem lesz
rezges.
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b.) EELQ :i vagy ¢ =2\km .
e2mg m
Ebben az esetben |, =1, =- 2i =-r ésaz altaldnos megoldas: x(t) =e " (d1 + dzt) alakban irhato fel. Rezgés
m

most sincs, és mivel e "’ jobban csokken, mint ahogy ¢ ndvekszik, a mozgas az idében most is nyugalmi helyzethez

kozelit. Ezt az esetet, amikor ¢ = 2y km , kritikus csillapitasnak nevezziik.
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c.) EELQ <£ vagy ¢ <2vkm .
e2mg m

Most, amikor a csillapitas kicsi, a négyzetgyok alatti kifejezés negativ lesz, igy két komplex gyokot kapunk.

Bevezetve az W, =./—- ¢—*  akarakterisztikus egyenlet megolddsai: | | =-r1 +iw,, |, =-1-iw,.



A differencialegyenlet altalanos megoldasa az alabbi lesz: x(t) =e " (Acoswo*t + Bsinwo*t) . Ha r=0-nal a kezdeti

, , . , or¢ e * VO +rx 0 - * 0
feltételek x =x, és x =v,, akkor a megoldas: x(t) =e "' Gx cosw, t + ————sinw, ¢~
Wo o}
A fentiek értelmében az egytomegii, egyszabadsagfoku rendszer csillapitott szabad rezgése egy olyan Wo* frekvenciajua
periodikus rezgdmozgas, amelynek amplitidoi az e " szorzé miatt ¢ ndvekedésével csdkkennek. Amint lattuk, az
el6z6 két esettdl eltéréen most rezgémozgas van. Ez annak koszonhetd, hogy a csillapitas kis csillapitas.

s

A csillapitott rezgés Wo* sajatkorfrekvenciajanal a *-gal azt kivantuk kifejezni, hogy Wo* a csillapitasi jellemz6
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ismeretében a csillapitatlan esethez tartozd W, -bol szdrmaztathato: w, =wg,/1- T A mozgas lefutasat zérus
m
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kezdeti elmozdulas esetén:

*
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A csillapitott rezgés sajatrezgésideje: T, = p* , onrezgésszama pedig: n, = 2—0 . A rezgés csillapodasat az egymast
W, p

T, 0* idékozzel kovetd kitérések aranyaval jellemezhetjilk. A két kitérés hanyadosat a csillapitott rezgés

dekrementumanak, természetes alapu logaritmusat pedig logaritmikus dekrementumnak nevezziik: J =r T, 0*. A

logaritmikus dekrementum segitségével, bevezetve a g =— jeldlést, r = %WO* , s a mozgas egyenlete:
p

EINE= S ) 0

- Wyt * a\) 0 . * T
x(t)=e 2 Cxjcosw, 1 + G2 +gx0 sinw, 7
Wo 2 2}

Szerkezeti csillapitas

Ha egy adott szerkezetet rezgésbe hozunk, majd hagyjuk, hogy szabad rezgést végezzen, a rezgés akkor is csillapodni
fog, ha nincs kiilsé rezgéscsillapitas. Ennek oka az un. szerkezeti csillapitas, a szerkezet kapcsolatainal fellépd
surlédas és az anyag nem tokéletesen rugalmas volta, az Gn. belsé surlédas.. Ezek szerint egy mérésekkel igazolt
logaritmikus dekrementumhoz szamitunk egy ekvivalens kiilsé csillapitasi jellemzét. gy az eddigi osszefiiggéseink a
szerkezeti csillapitas esetére is alkalmazhatok lesznek.
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A ¢y, =0Vkm a csillapitott rezgés sajatkorfrekvencidja a szerkezeti csillapitis esetén: Wo* =W/l - gT , azaz a

szerkezeti csillapitas frekvenciat modositd hatdsa csak a logaritmikus dekrementumtol fiigg, vagyis valoban
frekvencia-fiiggetlen. Valos szerkezeteknél az Wo* -ra kapott 0sszefliggésben a négyzetgyodk alatti kifejezés masodik

tagja az elsd taghoz képest igen kicsi, ami azt jelenti, hogy a szerkezeti csillapitds az Onrezgésszamra,
sajatkorfrekvenciara nincs jelentds hatassal.

Szokasos eljaras, hogy a szerkezeti csillapitassal ekvivalens ¢ kiilso csillapitasi allandot a kritikus csillapitas %-ban
a [%]
50

szerkezeti csillapitasnal g =0,1.

adjak meg: a [" 0] =500® g= . Példaul vasbetonszerkezeteknél - jelentds dinamikus igénybevételeknél - 5%-os

Elméleti 6sszefoglald a tankdnyvben a 117-126 oldalakon. Példak: 3.1, 3.2, 3.3, 3.4



