Tobbszabadsagfoku rendszer szabad rezgései

Rugodkkal kapcsolt tomegpontokbdl allé rendszer egyenletei
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Itt M a tomegmétrix, K a merevségi matrix, g(t) a tomegpontok elmozdulédsait, mig q(t) a tomegpontokra hato

gerjesztd erbket tartalmazo vektor.
Merevségi matrix szamitasa rugalmas szerkezeten 1évo tomegpontokbol allo rendszer esetén
Az abran egy elhanyagolhat6 tomegii tartot latunk. A tarton harom tdmegpont van.
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A tartot kimozditjuk egyensulyi helyzetébdl, aminek kdvetkeztében az egyes tdomegpontok x, (t), X, (l), X5 (l) mértékben
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elmozdulnak. A tartd a kimozditott helyzetben nincs egyenstlyban, az egyes tomegpontokra a kimozditassal ellentétes,
n (t), 7 (t), r3 (t) visszatéritd erék hatnak. Ezen eréket nem ismerjiik, de tudjuk, hogy az egyes erék a nekik megfeleld

kitérésekkel linedrisan ardnyosak: f(t) =K ic(t) . Ebbdl E(t) =K lf(t) =F I_"(t) .

A merevségi matrix inverzét hajlékonysagi matrixnak nevezziik. Ennek fij eleme megadja a tomeg nélkiili rugalmas
tartora hato j-edik iranyt egységnyi erdboél az i-edik iranyu elmozdulést.

Ezen elmozdulasok szamitasat korabbi tanulmanyaink alapjan - vagy a virtualis erdk tételének alkalmazasaval, vagy a
tartok kis elmozdulasainak szamitasanal tanultaknak megfeleléen - mar el tudjuk végezni. A hajlékonysagi matrix
ismeretében - annak invertalasaval - a merevségi matrix szamithato.

Tobbszabadsagfoku rendszer szabad rezgései
Feladatunk az M ic'(t)+ K E(t) =0 matrix-differencidlegyenlet adott x=x, ,x, =v, kezdeti feltételek melletti

megoldasa. Keressiik a megoldast ic(t) =Cv elw‘)t alakban, egy homogén linearis egyenletrendszert kell megoldani.
A matrix-differencialegyenlet egy partikularis megoldasa ezek utan (az egyszabadsagfokl rendszereknél latottaknak
megfeleld atalakitasok utan:
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alakban irhat6é fel, mig az altalanos megoldas a partikularis megoldasok linearis kombinacidjaként adodik. Az

n

ic(t) =avy, g&lr cosW t+by sinWOrt% megoldasban szereplé a,,b, konstansok a kezdeti feltételek alapjan - egy
r=1

2n rendszamu linedris egyenletrendszer megoldasaval - szamithatok.

A rezgésegyenlet megoldasa a sajatvektorok ismeretében

A & - W(%M L =0 egyenlet felithat6 Ky :Wg My  altalanositott sajatérték-feladat alakjéban is. Ezen feladatok

megoldasara megfeleld szamitogépi programok allnak rendelkezésre, amelyek szolgaltatjak az Wgr sajatértékeket

¢s a hozzajuk tartozd v sajatvektorokat. Ezen sajatvektorok a tovabbiakban jOl hasznosithaté sajatossagokkal

rendelkeznek. Igazolhato, hogy a sajatvektorok a tdmegmatrixra €s a merevségi matrixra ortogonalisak

vIMy, =0, vIKv, =0.
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Normaljuk a kiilonb6z6 sajatvektorokat ugy, hogy a \_/rT My, szorzat értéke egységnyi legyen. Ez esetben
‘_’rTKX . :Wgr. Egy V matrixba foglalva az Osszes sajatvektort (a matrix r-edik oszlopa v és a KT matrixba a
sajatvektorok transzponaltjai keriilnek, igy annak r-edik sora \_)rT) az ortonormalitds miatt a KT MV szorzat

egységmatrix lesz, mig a KT KV szorzat egy olyan diagonalis matrix lesz, amelynek elemei az Wgr sajatértékek. Azaz
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Ha bevezetiink egy Uj ismeretlent az lc(t):Ky(t) Osszefliggésnek megfelelden, behelyettesitjik ezt az

M x(t) +K E(t) =0 matrix-differencialegyenletbe, és megszorozzuk az egyenletet balrol KT matrixszal:

vImyi(e)+v T KV y(t)=0

A matrix-differenciadlegyenlet n szamu fiiggetlen egyszabadsagfok rezgésnek megfeleld differencidlegyenletre esik
szét.
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Az yp (t ) +W02r Yr (t) =0 egyszabadsagfoku rendszer megoldasa a korabbi ismeretek alapjan:

Yor .
Vr (t) = Yor COSWy, I T ——smW .
Wor

A megoldashoz tehat sziikségiink van az y,. és y,. kezdeti feltételekre. Az x(t)=V ylt) Osszefliggés ismeretében
g Or Or =

y)=r""x(),

és igy o =V xg il y =1 s

Ezek szerint az y,. és y, kezdeti feltételek szamitasahoz sziikség vana V'~ ! matrixra, amely V'~ = KTM alakban

irhato fel, vagyis nincs sziikség a V' matrix invertalasara.



Az Yor ill. yor vektorok elemei tehat oly modon kaphatok, hogy a KT M miétrix r-edik sordt szorozzuk az

x, ill. x, vektorokkal:
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Igy: Vr (t)=XrTM§0 cosWOrtJr—XEMicO sinw 7.
Az E(t) =V y(t) Osszefliggésnek megfeleloen az g(t) vektort ugy kapjuk meg, hogy a ¥ matrix oszlopait - amelyek a
v, sajatvektorok - szorozzuk az y, (t) fuggvényekkel és Osszegezziik Oket:
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r= WOr % r=1

ahol z, = XrTM xog il zp =— \_»rTM X - Lathato, hogy az elmozdulasvektor minden iddpillanatban a sajatvektorok
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linearis kombinacidjaként adodik.

Legyen példaul x, =v_ és x, =0 . Mint lattuk r* s esetén \_/EM\_/S =0, igy a megoldasban csak a v vektor fog

megjelenni és E(t) =Yg COSW lesz az elmozdulas. A rendszer tehat a sajatvektornak megfeleld amplitidokkal rezeg.

Ez indokolja, hogy a sajatvektorokat sajatrezgésalakoknak is nevezziik. A legkisebb sajatkorfrekvencidhoz tartozik az
alap rezgésalak.

A fentickben ismertetett eljarast, amely a sajatvektorok bazisaban irja fel a rezgésegyenlet megoldasat,
modalanalizisnek nevezziik. (Az egyes rezgésalakokat szokds modusnak nevezni). Az eljaras eldonye, hogy ad egy
képletet, amelybdl barmely idopontban szamithatok az elmozduldsok. (Az elmozduldsokra levezetett Osszefiiggés
id6szerinti derivalasaval pedig olyan 6sszefliggést kapunk, amelyekbdl a sebességek szamithatok.)

Az eljaras azonban igényli a sajatvektorok meghatarozasat, amely tobb tizezer szabadsagfoku rendszereknél nem
lehetséges. Ha nem tudjuk az 6sszes sajatvektort szamitani, akkor a részleges 0sszegzés pontatlan eredményt ad. Amint
majd latni fogjuk, a megoldasban az egyes sajatvektorok szerepe kiilonbozd, igy lehetséges, hogy bizonyos szamu
sajatvektor szamitasa elegendé a mérndki gyakorlat megkovetelte pontossag eléréséhez. A sajatvektorok sziikséges
szamanak meghatarozasa egy felelés mérndki feladat, amellyel a késobbi tanulmanyainkban fogunk talalkozni.

A szerkezeti csillapitas hatasa tobbszabadsagfoku szabad rezgésnél

Abban ez esetben, ha a belsd surlodasi tényezé minden rugoéelemnél azonos, a csillapitatlan esetre kapott megoldasok
egyszerlien kiegészithetok a csillapitas figyelembevétele érdekében. Ennek elméleti és kisérleti hatterét most nem
tudjuk targyalni, csupan az alkalmazand6 eljarast ismertetjiilk. Ebben az esetben a g csillapitasi jellemzé minden
rezgésalaknal azonosra vehetd fel. A sajatkorfrekvencia modositasa az
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Osszefliggés alapjan torténik. Az egyes rezgésosszetevOknél az amplitado csokkenés az e 2 szorz6 alkalmazasaval
érhet6 el. Ezek alapjan az elmozdulasvektor az alabbiak szerint alakul:
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Elméleti 6sszefoglald a tankonyvben a 157-165 oldalakon. Példak: 3.12, 3.13, 3.14



