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1. Kinematika

1.1 Anyagi pont

1.1.1 Egyenes vonali mozgas

Az A és B telepiilés tavolsaga 15 km.
Azonos idépontban A-bol 10 km/6 sebességgel, B-bdl 5 km/6 sebességgel elindul egy — egy ember.
Mikor és hol talalkoznak?

Lehetdségek:
B A B
1. > < talalkoznak
2. > > talalkoznak
15 k 3. < < nem talalkoznak
‘ m ‘ 4, < > nem talalkoznak
A talalkozas feltétele, hogy A és B lakosok altal megtett ut
sa=Va ¥t éssg=vpg *tal5 km tavolsagot adja ki.
1. 15:SA+SB:VA*t+VB*t:(VA+VB)*t:(10+5)*t
N E RN £
(Vi +vy) (10+5) ’
sa=1%*10=10 km A-tél, sg=1*5=5km B-tél A és B kozott
A B

10 km T 5 km

2. 15=sp-sg=va *¥t-vpg*¥t=(va-vp) *t=(10-5)*t
15 15
t= = =30,
(vya—Vvg) (10-5)
sa =3 *10=30 km A-tél, sg =3 * 5=15 km B-tél A — B B feloli oldalan
A B T

15 km 15 km




1.1.2 Egyenes vonali mozgas

Az A és B telepiilés tavolsaga 120 km.
Azonos idépontban A-bdl 60 km/6 sebességgel B felé, B-bol 20 km/6 sebességgel A felé elindul egy — egy
ember.

Mikor talalkoznak?

[ 120 km [

A talalkozas feltétele, hogy A és B lakosok altal megtett ut
Sa=vVa ¥t éssg=vp *ta 120 km tavolsagot adja ki.

120:SA+SB:VA*t+VB*t:(VA+VB)*t:(60+20)*t

120 120
t= = =150,
(v, +vy) (60+20)
sa = 1.5 % 60 =90 km A-tol, sg = 1.5 * 20 = 30 km B-tél A és B kozott

va = 80 km/6 és vg = 0 kim/6 esetén mi a megoldas?

va =40 km/6 és vg =40 km/6 esetén mi a megoldas?

va = 100 km/6 és vg = -20 km/6 (A-val ellentétes iranyba) esetén mi a megoldas?

A talalkozas bekdvetkezésének az ideje az A és B sebességek egymashoz viszonyitott értékétol fligg.

Igaz-e hogy a talalkozas létrejottének a sebessége mindharom esetben 80 km/6 €s az indulastol 1.5 6ra malva

bekovetkezik?

Készitsen ellenOrzo szamitast!

Rajzoljon ut — id6 diagramot, abrazolja a kiilonboz6 eseteket, egyuttal hatarozza meg a talalkozasi helyeket is!

1.1.3 Kormozgas

A henger r sugara 1.5 m, a forgas szogsebessége o = 0.6 1/s allando.

Mekkora a keriileten mozg6 pont centripetalis gyorsuldsa (a,), a keringési id6 (T), a fordulatszdm (n) értéke?
15 masodperc alatt mekkora a megtett Gt (s) és a befutott szogut-iv (o) nagysaga?

A sebességvektor iranyanak valtozas, a centripetalis gyorsulas

2 % 2
A% I
v _(Foy r*m = 1.5%0.6°=0.54 m/s’

agp =
r r

Egy koriilfordulas ideje a teljes kor (2 * ) és a szogsebesség (o) hanyadosa
*

T= =10.472s.
(O]

A fordulatszam, azaz az 1 s alatt megtett koriilfordulasok szama a T keringési 1d6 reciproka:



(O]
= =0.0955 1/s.

n: —
2%

1
T
A 15 masodperc alatt befutott szogt:
a=15*®=15%*0.6 =9 rad.

A megtett Ut a keriileten megtett ivhosszal egyezik meg:

s=15*0*r=a*r=(15*%0.6) * 1.5=13.5m.

1.1.4 Kormozgas

Sima, vizszintes feliileten gordiild henger 15 s és 35 fordulat alatt 20 m utat tesz meg.
Mekkora a kozéppont sebessége (vy), a
szogsebesség (w), a henger sugara ®?

A kozéppont sebessége a megtett ut és az ido

=2
' hanyadosa:
@ 15s, 35 ford. @

S
‘ 20m ‘ Vk:¥=—= 1.333 m/s.
| |

A szdgsebesség a megtett szogut és az ido
hanyadosa:

35%2*m
0=——"— =14.666 1/s.
15

A megtett utat a keriileten megtett tttal kifejezve s =35 * 2 * 1 * r =20 m €s innen
s 20
r= = =0.0909 m =9.09 cm.
35*¥2%n  35*%2*nm

1.1.5 Kinematikas, v

Hol van a test és mekkora a sebessége az elindulastol szamitott 8., a 45. illetve a 70. masodperc végén?

Az 1d0 tengely adatait elemezve megallapithatjuk, hogy
- a 8. masodperc az elsd, egyenletesen gyorsuld
- a45. masodperc a masodik, az egyenletes sebességii
- a70. masodperc a harmadik, az egyenletesen lassulo
szakaszra esik.

Az egyenletesen gyorsulé szakaszon azs =sy+ vy ¥ t+a * £ /2 ésav=v,+a * t osszefiiggések alapjan
a kiindul6 ponttol s =0+ 0 * 8 + 0.4 * 87 /2 = 12.8 m tavolsagra van és
sebessége v=0+0.4 * 8§ =3.2 m/s.

Az egyenletes sebességii szakaszon s = sy + vo * t +a * t* / 2 dsszefiiggés alapjan
a kiinduld ponttol s =20 + 4 * (45— 10) + 0 * (45 — 10)* / 2 = 160 m tavolsagra van és
sebessége v =4 m/s allando.

Az egyenletesen lassulo szakaszon az s =sy+ vy * t+a* t* /2 ésav=v,+a * t osszefliiggések alapjan
a kiindul6 ponttol s = 220 + 4 * (70-10-50) + (-0.2) * (70-10-50)* / 2 = 250 m tavolsagra van és sebessége v = 4
+(-0.2) * (70-10-50) = 2 m/s.



1.1.6 Kinematika t, v

Mikor van és mekkora a sebessége a kezddponttdl 11.5 m-re, 100.8 m-re illetve 244.5 m-re?

Az ut-id6 grafikon alapjan megallapithatjuk, hogy
- al2.5mazelsd, egyenletesen gyorsuld
- a 100 m a masodik, az egyenletes sebességili
- a245 m aharmadik, az egyenletesen lassuld
szakaszra esik.

Az egyenletesen gyorsuld szakaszon azs=sy+ vy *t+a * /2 ésav=v,+a * t osszefiiggések alapjan

a kiinduld ponttol s =0+ 0 * t + 0.4 * t* /2 = 11.5 m tavolsagra van, ebbél a t = 7.583 s

¢és sebessége v =0+ 0.4 * 7.583 =3.033 m/s.

Az egyenletes sebességii szakaszon s = sy + vy * t, + a * t,° / 2 Gsszefiiggés alapjan

a kiindulo ponttél s =20 +4 *t, + 0 * t,>/2=100.8 m tavolsagra van, ebbdl a t, =20.02 s ést =10 +20.02 =
30.02 s, a sebessége pedig v =4 m/s allando.

Az egyenletesen lassulo szakaszon azs =s,+vo * t+a * t*/2 ésav =v,+a * t sszefliggések alapjan

a kiindul6 ponttol s =220 + 4 * t; + (-0.2) * t;” / 2 = 244.5 m tavolsagra van, ebbdl a t; = 7.55 s és t = 10 + 50 +
7.55=67.55 s, sebessége pedig v=4 + (-0.2) * 7.55=2.49 m/s.

Abrazoljak a kapott eredményeket a megfeleld grafikonban!

1.1.7 Kinematikas,v, a, t, a, ®, p

All6 helyzetbél, az sy = 0 helyrél induld, a = 0.5 m/s” allandé gyorsulassal mozgo test
mekkora utat tesz meg a 6. masodpercben?
Hol jar a test a 7. masodperc végén?

Azs=sy+ v, *t+a*t’/2 Osszefiiggés alapjan a test

az 5. masodperc végén ss=syt vp *5+a* 52/2=6.25 m-nél,
a 6. masodperc végén sg =8+ vo * 6 +a* 6/2=9.0 m-nél jar.

A 6. masodpercben sgs = S5 — 55 = 9.0 — 6.25 = 2.75 m utat tesz meg.

A 7. masodperc végén s; =sg+ vo * 7+a * 77/ 2 = 12.25 m-nél jar.

A test egy r = 2 m sugart hengerrdl lecsavarodo fonalon fliggve végzi a fentiekben leirt mozgast.

All6 helyzetbél, az oy = 0 helyrél induld, allandd szoggyorsulassal mozgo test mekkora szogutat tesz meg a 6.
masodpercben?

Hol jar a test (szogutban) a 7. masodperc végén?

Azaz: mekkora a henger 8 szoggyorsuldsa, mekkora o5, o5, 06 €s 07 szogut értékek?

A henger keriiletén a szogut (a)— szogsebesség (o) — szoggyorsulas (B) értékei a Gt — sebesség — gyorsulas
értekekké szamithatdk, az atszamitas ,,valtdszdma” a henger r sugara.



Ezért

a=r*p, ebbél B=a/r=0.5/2=0.25 1/s*(rad/s®),

s=r*aq, ebbdl 0s=S¢/1=9.0/2= 4.51/s (rad/s)
os=8s/1r=6.250/2= 3.125 1/s (rad/s)
Ogs =Se5 /T=1(9.0-6.25)/2=275/2=45-3.125=

= 1.375 1/s (rad/s)

és
o7 =s7/1r=12.25/2= 6.125 1/s (rad/s)

1.1.8 Kinematika s0, v0, a
Egy 4ll6 helyzetbdl induld, allandé gyorsuldssal mozg6 test a mozgas kezdetétdl szamitott 3. masodperc végeén
10 m-re, a 4. masodperc végén 15 m-re van az indulasi helytol.
Mekkora az s, a vq €s az a értéke?
A test all6 helyzetbdl indul, azaz vy = 0.
A kiindulasi hely s, = 0.
Azs=sy+ Vo *t+a*t’/2 sszefliggésbél kiindulva
A 3. méasodperc végén s(3) = 10=0+vo*3+a*3*/2=
0+vo*3+a*45=10 (*)
A 4. masodperc végén s(4) = 15=0+vo*4+a*4?/2=
0+vp*3+a*8=15 **)
A két-ismeretlenes (v, a) egyenletrendszer megoldésa: a = 0.83333 m/s” és vy = 2.08333 m/s.

Behelyettesitéssel ellendrizziik a kapott eredményt: az (*) és (**) egyenletek baloldalaba v, és a értékét valoban
10 m illetve 15 m utat kapunk.

1.1.9 Kinematikas, a

Egy 4ll6 helyzetbdl induld (v = 0), alland6 a gyorsuldssal mozg6 test a mozgas kezdetétdl szamitott 5.
masodpercben 10 m utat tesz meg. Mekkora a gyorsulas értéke?
Fiigg-e az a gyorsulasértéke az s, értékétdl?

Az 5. masodpercben megtett ss4 Ut az 5. és a 4. masodperc végéig megtett utak kiilonbsége az s =sy+ vy ¥t +a *
t*/2 dsszefliggés alapjan:

s54=s5—s4=so+v0*5+a*52/2—s0—v0*4—a*42/2=a*(52—42)/2=10
Innen a=2%10/(5-4)=20/9=2.222 m/s>.

A megoldasbdl latszik, hogy az a gyorsulas értéke nem fiigg az s, értékétol.



1.1.10 Osszetett mozgas, kinematika

A test 4116 helyzetb6l 20 m Gt megtétele alatt egyenletesen 0.4 m/s” értékel gyorsul, majd 50 s-on 4t egyenletes
sebességgel halad tovabb. A harmadik szakaszon 0.2 m/s” lassulassal megall.

Mekkora az 1. szakaszon a gyorsulds (a;), a menetidd (t;), az elért sebesség (v),
a 2. szakasz hossza (s;),
a 3. szakaszon a menetidd (t3), a szakasz hossza (s3)?

Mekkora az atlag(os) sebesség vy ?

Készitse el az a(t), v(t) és az s(t) diagramokat!

A példa adataibdl és a szovegébdl is kidertil, hogy a feladat 3 szakaszra bonthatd: a mozgas az 1. szakasz
egyenletesen gyorsuld, a 2. szakasz allando sebességii, a 3. szakasz egyenletesen lassulo.

A példat szakaszonként oldjuk meg.

Az 1. szakasz: egyenletesen valtozo (a allando sebességvaltozas, gyorsulds) mozgas

% t2
A mozgas (it-id6 sszefliggése s = v, * t + ,
) .. At 2%s,  [2%20
esetiinkben s, = 0*t + . Innen t, = = =10s.
2 a, 0.4

A szakasz végén a test sebessége v =2, * t, =4 m/s.
A 2. szakasz: egyenletes sebességli mozgas (a = 0, nincs sebességvaltozas)
A mozgas t-id6 Osszefiiggése: s, =Vv*t, =4*50=200 m.
A 3. szakasz: egyenletesen valtozo (a allando sebességvaltozas, lassulas) mozgas

v 4
A végsebesség vy, =vypta*t=4+(-0.2) * t;=0 . Innen tz=—=——=20s.

a, -0.2

a*t’ —0.2)*20’

A megtett at s3=VO*t+T—4*2O+¥—4Om

Az atlagsebesség az Osszes Ut és a teljes menetidé hanyadosa,

s, +s,+s;  20+200+40 260
Vag = = =

= =3.25ms.
t,+t,+t;  10+50+20 80

(A gyorsulaa — id6 a(t), a sebesség — 1d6 v(t) és az ut —id6 s(t) diagramok megtalalhatok a 2.1.1 feladat
megoldasaban is.)



'z

ayarzulas - idd

s

——
0.3
—0.2
—0.1
L L L L L ] l |
1 I I I I I T 1
L0 10 20 a0 40 a0 B0 il a0
—-0.2
sebeszédg - idd
-atl
T/ N
+3
<2 \
i | | | | | | |
1 1 1 1 J 1 1 1
10 20 30 40 a0 B0 #0 an
ebeszég - idd
Gt - idd
200
100
| | | | | | | |
T T T T T T T 1
10 20 an 40 50 B0 70 an



1.2  Anyagi pontrendszer

1.3 Merev test



2. Kinetika
2.1 Anyagi pont

2.1.1 Osszetett mozgas, kinetika

Egy 50 kg tomegi testre 20 N er6 hat. A test allo helyzetbdl 20 m Gt megtétele alatt egyenletesen gyorsul, majd
50 s-on 4t egyenletes sebességgel halad tovabb. A harmadik szakaszon 0.2 m/s” lassulassal megall.

Mekkora az 1. szakaszon a gyorsulas (a,), a menetido (t;), az elért sebesség (v),

a 2. szakasz hossza (s,),

a 3. szakaszon a lassito er6 (F3), a menetido (t3), a szakasz hossza (s3)?
Mekkora az atlag(os) sebesség vy ?
Készitse el az a(t), v(t) és az s(t) diagramokat!

A példa adataibol és a szovegébdl is kidertil, hogy a feladat 3 szakaszra bonthat6: a mozgas az 1. szakasz
egyenletesen gyorsuld, a 2. szakasz allando sebességii, a 3. szakasz egyenletesen lassulo.

A példat szakaszonként oldjuk meg.
Az 1. szakasz: egyenletesen valtoz6 (a allando sebességvaltozas, gyorsulds) mozgas

Ismerjiik a test tomegét (m) és a testre miikodo erdt (Fy).

E
Newton II. térvénye értelmében F = m * a, ebbél a gyorsulas: a; = —-= 0.4 m/s*.

m
a*t’
A mozgas it-id6 Ssszefliggése s = v, *t + ,
. oo At 2%s, 2*20
esetiinkben s, = 0*t + . Innen t, = = =10s.
2 a, 0.4
A szakasz végén a test sebessége v=a *t =4ms.
A 2. szakasz: egyenletes sebességli mozgas (a = 0, nincs sebességvaltozas)
A mozgas t-id6 dsszefiiggése: s, =Vv*t, =4*50=200 m.
A 3. szakasz: egyenletesen valtozo (a allando sebességvaltozas, lassulas) mozgas
Newton II. torvénye értelmében F = m * a, ebbdl a fékez6 erd F;=m*a;=-10N
v 4
A végsebesség v, =vpta*t=4+(-0.2) * t;=0 . Innen t3= —=——=20s.
a, —02
a*t’ -0.2)*20°
A megtett it s3=V0*t+T—4*20+L—4Om

Az atlagsebesség az Osszes Ut és a teljes menetid6 hanyadosa,

s, +s,+s;  20+200+40 260

= =3.25ms.
t,+t,+t;  10+50+20 80

Van =
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2.1.2 Korpalya, helyzeti, mozgasi energia

Negyedkor alaku, r = 1.5 m sugart palyan
surlédasmentesen mozog egy anyagi pont.

A palya also, C pontjaban a sebesség most akkora,
hogy a palyanyomas (K() az eredeti suly tobbszdrdse
(), esetiinkben éppen az 5-szordse.

Mekkora a C pontbeli v¢, a negyedkor
kozéppontjanak a magassagaban 1évé a pontbeli v, és
a magassag felében 1évo B pontbeli vy sebesség?

(Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy az anyagi
pont tomege 1 kg.)

A feladatot a mozgasi €s a helyzeti energiak
Osszegének allandosaga, az energiak veszteségmentes
atvalthatdsaga feltételezésével oldjuk meg.

A C pontbeli palyanyomas (vagy a felfliggeszt6 kotélben ébredd erd) értékének az ismeretében a C pontbeli
mozgasi adatokat kifejezhetjiik.

Ke=G+Cy=m*g+m*a,=m*(g+ta,)=G*a=G*5=m*g*a=m*g*5
Innen (g+a,,) =g*a=g*5,ebbdlpediga,=g*(a—-1)=g*(5-1)=g*4.

2
\

C
A centripetalis gyorsulds a;,= — =g * 4.
r

Innen Vo= \/(a—l)*g*r=\/4*g*r =7.746 m/s.

Az A illetve a C pontbeli helyzeti és mozgasi energidk dsszegének egyezdsége alapjan

1 1
E*m*vé‘i*m*vi =m*g*r ésinnen vy- \Jv2 —2%g*r =/60—2*%10%1.5 = 5.477 m/s.

Az A és a B pontbeli helyzeti és mozgasi energidk egyezdsége alapjan

%*m*vé—%*m*vizm*g*r*% és VB=\/Vi+2*g*r*l:«/30+10*1,5:6.708m/s.
2

(A B és a C pontbeli helyzeti és mozgasi energiak egyezdsége alapjan ellenérzésképpen!

%*m*vé—%*m*vézm*g*r*% és vB_\/Vé_z*g*r*l= 60—10%*1.5 = 6.708 mys,
2

vp természetesen megegyezik az eldz6 szamitas eredményével.)



2.2  Anyagi pontrendszer

2.2.1 Anyagi pont és merev test valtozo sebességii, egyenesvonalu és forgéo mozgasa

Egy 5 kg tomegii test allo helyzetb6l 10 m magasbol 4 s alatt ér le a foldre.
Mekkora a test gyorsulasa (a)? Mekkora erd ébred a kotélben (S)? A hengerre
Mg = 2 Nm lassito, féekez6 nyomaték mikodik. Mekkora a henger tehetetlenségi
nyomatéka (I) és a tengely koriili forgd mozgas szoggyorsulasa (B)?

«
N
e A példa két egymassal 0sszefiiggd részfeladatbol all: a fonalra fliggesztett test
M= 2( egyenletesen gyorsuldé mozgast végez, ezt a mozgast ,.koveti” a tengely koriil
S forgo test, a kapcsolatot a fonal biztositja
(s=a*r,v=o*r,a=p*r).
. [5kg
%k 42
10m A fonalon fliggd test mozgésa: S = v, *t + , esetlinkben v, = 0.
Innen a=
2%s  2%10 )
A =5 = 125m/s
t 4

Az m tomegl test mozgasa 2 erd hatdsara jon létre: a G sulyerd és a kotélben 1évo lassito, fékezod S erd.
Newton II. térvénye szerint R=(G-S)=m*a=(m* g—S), innen pedig

S=m*(g—a)=5*(10-1.25)=43.75N.

(A nyugalomban 1évé 5 kg tomegt testet G=m * g=5* 10 =50 N = S kotélero tartana meg.)

A tengely koriil forgoé test mozgasa:

A perdiiletre vonatkozé 6sszefliggés (Newton II. torvénye a forgd mozgasra) szerint
M=1%*8 (R=m *a).

1 st

. . ) a 1.25
Esetliinkben: M =S * r - Mgy =1 * B, a szoggyorsulas p=— N
r . S

innen pedig
I=(S*r-Mgy)/B=(43.75%0.1-2)/12.5=0.19 kgm®

2.2.2 Anyagi pontok valtozo sebességii egyenesvonali mozgasa

A surlodasmentes és elhanyagolhato tomegii csigan atvetett fonal egyik
végén az m; = 3 kg, a masik agan az ms = 5 kg, alatta pedig az m, = 2 kg
tomeg fligg.

Milyen mozgas jon létre, ha a rendszert elenged;jiik?

Mekkorak a fonalban ébredé erok?

Al16 helyzetbél (vo = 0) 1étrejové mozgés esetén mennyi id6 alatt tesz meg a
rendszer 10 m utat?




A rendszer nincs statikus egyenstlyban, az egyik agon G3 =m3 * g=3 * 10 =30 N,
a masik oldalon G5 =m5 * g=15* 10 =50 N és tovabbi G2=m2 * g=2 * 10 =20 N, 6sszesen 70 N erd
miikodik.
Az 6sszes mozgato eré R =50 + 20 — 30 =40 N, a rendszer a nagyobb sulyt oldalon egyenletesen gyorsulva
lefelé, a masik oldalon felfelé mozdulva elindul.
Az 0sszes megmozgatott tomegm=3 +5+2 =10 kg.
Newton II. térvénye R =m * a, az egyes tagok értelme pedig:
Mi mozgat? R
Mit mozgat? m
Hogyan mozgat? a

R=40N=m*a=10kg * am/s’, innen a gyorsulds
a=R/m=40N/10kg =4 m/s’, a nehézségi gyorsulas (g = 10 m/s®) 40 %-a.
Egyenletesen valtozé mozgas esetén a megtett it s =v, * t +a * t*/ 2.

All6 helyzetbél induld mozgasnal vy =0, ezért s =a * t*/ 2.
Innen a 10 m Gt megtételéhez sziikséges 1d6:

2%*g /2*10
t= = =2.24s.
a 4

A strlodasmentes csiga két oldalan 1évo kotélagban egyforma nagysaga S1 értéki erd ébred, a csiga csak a
kotélerd iranyat valtoztatja meg.

Az m3 tomegii test egyensulya: lefelé miikodik a G3 =m3 * g =30 N sulyerd és felfelé hat az S1
kotélerd.

R =S1-G3 er6 mozgat (felfelé), m3 = 3 kg tomeget mozgat (felfelé) a =4 m/s2 gyorsulassal
R=m3*a=8S1-G3=S1-30=3*4=12N.

Innen S1 =30+ 12 =42 N, ez nagyobb, mint a G3 = 30 N sulyerd. Az S1 erd a 3 kg tomegi testet a nehézségi
erd ellenében gyorsitja.

A masik oldali kotélag also részén fiigg az m2 = 2 kg tomegt test.

Ennek egyensulya: lefelé miikodik a G2 = m2 * g =20 N stlyer6 és felfelé hat az S2 kotélerd.

R = G3 — S2 eré mozgat (lefelé), m2 = 2 kg tdmeget mozgat (lefelé) a = 4 m/s® gyorsulassal
R=m2*a=G2-S2=20-S2=2*%4=8N.

Innen S2 =20 — 8 = 12 N, ez kisebb, mint a G3 = 20 N stlyer6. Az S2 er6 a 2 kg tomeg testet a nehézségi erd
hatasat lerontva fékezi.

Ugyanezen kotélagon fiigg az m5 = 5 kg tomegi test.
Ennek egyensulya: felfelé mikodik az S1 kotélerd, lefelé felé hat a G5 =mS5 * g = 50 N stlyer6 és az S2
kotélero,
R =G5 + S2 — S1 er6 mozgat (lefelé¢), ms = 5 kg tomeget mozgat (lefelé) a =4 m/s2 gyorsulassal
R=m5*a=G5+S2-S1=5%4=20N.
Az erdk ereddjét kiszamitva ellendrizhetjiik, R = G5 + S2 — S1 vajon 20 N értékii-e?

R =50+ 12—-42 = 20 N valoban, az egyensuly tehat fennall.



2.2.3 Anyagi pontok és merev test valtozo sebességii egyenesvonali és forgéo mozgasa

Egészitsiik ki az eldz6 feladatot ugy, hogy a csiga tomege m s = 1.5 kg,

nem hanyagolhat6 el.
) > ) yag
mcs /><(7 A rendszer tovabbra sincs statikus egyenstlyban. A mozgas hasonld
jellegli lesz, mint korabban, de a megmozgatott tomegek szama a
tehetetlen csiga miatt eggyel megnd.
st A csiga tengely koriili forgasi tehetetlensége 1.5 =
S1 — m, *r’  1.5%0.11° ,
= =0.009075 kgm"~ .
7, m5 2
m3 2 Ismeretlenek: az a gyorsulas, az S1, az S1° és az S2 kotélerdk, dsszesen 4
—= db.
4 m2

Vizsgaljuk meg a 4 mozgd tomeget egyenként:
(4 db dinamikai egyensulyi feltétel a 4 ismeretlenhez)

Newton II. térvénye R =m * a: az egyes tagok értelmezése pedig:

erd nyomaték (perdiilet-tétel)
Mi mozgat? R M
Mit mozgat? m I
Hogyan mozgat? a B
m3: SI-G3=m3 *a
mS5: G5+S2-SI’=m5 *a
m2: G2-S2=m2 *a
mcs*rz*ar S o .
mcs: SI’*r-S1 *r=(S1’-S1) *r=Ics *B= T — atrendezés és egyszeriisités utan
r
m_ *a
SI’-S1=—=2
2

A 4 egyenlet 6sszeadasautan: R=G5+G2-G3=(m3 +m5 +m3 +m/2) *a=m*a

A mozgat6 erd megegyezik az el6z6 feladat adataval R =40 N.
A mozgo tomeg kicsivel (m, / 2) nagyobb, mint korabban.
A rendszer mozgasa hasonlo jellegii, az R = m * a egyenletbdl kiszamithatoan: 40 = 10.75 * a

a=R/m=40N/10.75 kg =3.721 m/s*, a nehézségi gyorsulas (g =10 m/s?) 37.21 %-a.
Fentick ismeretében a kotélerdk és a csigara mitkodoé nyomaték:

S1=41.15N (42 N csiga nélkiil), kisebb

S1°’=4396 N (42 N csiga nélkiil), nagyobb

S2=12.56 N (12 N csiga nélkiil), nagyobb

Mggiga = (S1” = S1) *r=(43.96 —41.15) * 0.11 = 0.307 Nm

a_ m *r’ 3.721_ 1.5%0.11°
Mcsiga: B * ICS = — % = *
r 2 0.11 2

=0.307 Nm



2.3 Merev test

3. Utkozések

3.1  Mozgo test iitkozése dllo testtel

3.2  Mozgo test iitkozése mozgo testtel

3.21 Kalapacs — szog

m1 = 0.3 kg Puhafdba G1 =ml * g =3 N sulyu kalapaccsal ,,60”-as szdget veriink be.
A kalapacs feje vl = 10 m-s sebességgel éri el a szdget. Az iitk6zés képlékeny, e
=0.
lﬂ =10 m/s I1\&12 titésre a szog s = 0.5 cm-re hatol be a faba. A szog stilya G2 =m2 *g=0.03
Mekkora a fa ellenallasa, P = ? Mekkora a dinamikus hatas v = ?
10 . L e 1 E3 % 1,2 1 % % 2
m2 = 0.003 kg A kalapacs mozgasi energija: E; = ) m, *v; = 5 0.3*10° Nm =15 Nm
2=0m/ Az litkdz¢és miatti energiaveszteség:
v2=0m/s
1, m*m 1, 0.3*0.003
AE= (1-e?)*—* L 2 s(y —y Y =—*—" """ %(]0—0)’=
SN - 2 m, +m, 2 0.3+0.003
“s=05cm 0.15 kNm = 0.01 * E1

A megmaradd mozgasi energia: E; =E; - AE = 15-0.15 = 14.85 Nm, a szog
beverésére, a fa ellenallasanak a legy6zésére forditodik.

0-E,=0-1485=-P*s

. , E, 14.85
E, =P * s, innen az ellenallas: P=—=——=2970N
s 0.005
L 2970 N
A dinamikus hatas: v=—"—=990



3.2.2 Colopverés

A 800 kg tomegti colopverd kos 2 m magasrdl szabadeséssel iitkozik
a 2400 kg tomegii coloppel. Az titkdzés képlékeny, e = 0.
m1 = 800 kg Az iitésre a colop s = 12 cm-re hatol be a talajba.
|:| Mekkora a talaj ellenallasa, P = ? Mekkora a dinamikus hatas v =?

A leeso colopverd kos Ey =m,; * g * h helyzeti energiaja Ey; =
2m 1
—*m, *v] mozgasi energidva alakul. Ebbl a becsapodasi sebesség

] . vl=/2*h*g=6325m/s
2 = 2400
m g A colopverd kos mozgasi energidja: E =
1 1
—*m, *v; =—*800%*6.325" Nm = 16000 Nm
2 2
B —_— Az litkdzés miatti energiaveszteség:
£ s=12cm AE =
*m 800*2400

(—e?yrls MMy o Ly *(6.325 - 0)2= 12000 kKNm
2 m, 2

+m, 800+ 2400

A megmaradd mozgési energia:E, = E; - AE = 16000 — 12000 = 4000 Nm, a c615p beverésére, a talaj
ellendllasanak a legy6zésére forditodik.

0-E;=0-4000=—-P *s

_ - E, 4000
E, =P * s, innen az ellenallas: P= —=——=33333 N=33.33kN
S 0.12
L , 33.33 kN
A dinamikus hatas: v ——= 4167
8 kN

Az E, mozgasi energia megvaltozasa, felemésztése az m1 és m2 tomegi testek s uton vald behatolasara és a P
ellenallas s tGton valo legy6zésére forditodik:
0-E2=(ml+m2)*g*s—P *s.

+ + g
E2 +(ml + m2) * g S:%+(ml+m2)*g~

Innen a P ellenallo erét kifejezve P =
S

E

Utobbi tag a biztonsag javara tett kozelitéssel elhagyhato, igy az anyag ellenallasa P = —= .
S



3.3 Mozgo test iitkdzése elmozdulni képes, rugalmasan megtdmasztott testtel

3.2.3 Kotélre leeso test hatasa

7 Elhanyagolhat6 tomegi / hosszusagh fonalon Q suly fiigg.

Mekkora lesz az S kotélerd maximuma?

l Mekkora lesz az § értéke, ha @ =10N, h=0.1 m, /=2 m, E =21000
kN/em®, 4 =1 mm*?
o <> A feladatot a kiilsd €s a belsé munkak egyenlésége alapjan oldjuk meg.
h
A kiilsé munka: Wk=Q * (h+Al)
A Q S *1
— A rugalmas megnyulas: Al =
E*A
1 1, $**1
A belsd munka Wb= —*S*Al = —*
2 2 E*A
(mert a kotélerd fokozatosan né fel 0-rol S-ig, sajat munka)
S *1 1 1, S**1
Q*(h+ )= —*S*Al = —*
E*A 2 2 E*A
Innen pedig

*
S=Q* {1+\/l+2*E A*E}
Q 1

*
Hah =0, akkor S=Q * {1+\/1+2*EQA*%} =Q*2

Ha O=10N (=0.01 kN), 2=0.1 m, /=2 m, E=21000 kN/cm?, 4 = 1 mm?, akkor

0.01 2

A Q sulyt fliigg6legesen & magassagba felemeljiik, majd leejtjik.
A fonal rugalmassagi modulusa E, keresztmetszeti teriilete A.

Mekkora az S kotélerd 2 = 0 esési magassag esetén?

* %
s:Q*{HJHz*EqA*g}:OW{1+JI+2*M*E}20.46MN

10
A dinamikus hatas: vV=S/Q=468/10=46.8

*
(S=10* {1+\/l+2*21000000 0'01*%} =468 N )



3.2.4 Utkozés — mozdony és iitkozébak

A mozdony v = 3.6 km/6
sebességgel nekimegy az
allomasi litkdzébaknak.

A bak egy rugdja 1000 kN
er0 hatasara 1 cm-t, a
mozdony egy iitk6zdje 1.5
cm-t nyomadik Ossze.

A mozdony témege 20 t.

A jarmi a szamitasban sulyos anyagi pontnak vehetd. Az iitkozobak végtelen merevnek tekinthetd.
Az litkdzes tokéletesen rugalmas.

Mennyi ideig tart az {itk6zés? Mekkora a legnagyobb 6sszenyoméddas? Mekkora a legnagyobb rugderd?
Mekkora er6 ébred az iitkdzo tartdszerkezetében?

Az litkdzésben résztvevo eredd rugdallando az egyik oldali két iitk6zé (mozdony és litkdzdbak) adataibol
szamithato.

F =1000 kN er6 hatasara az 6sszenyoméodas x =1+ 1.5=2.5 cm.

A rugéallando k =F /x = 1000 kN / 2.5 cm = 400 kN/cm = 40000 kN/m.

A mozdony mozgasi energidja az litkozo-parokban alakvaltozasi energiava alakul:
Emy—Ewmx= 2% (-k*e) *e

(a mozgasi energia elvész, felemésztddik), (az eltolodas és rugderd ellentétes irany)

% A2
0- Lamay2o_gw K€
2 2
* 2
%*20*12—2*% ¢? =0.00025

Innen e =0.0158 m = 1.58 cm.
A legnagyobb rugberd F.x =¢ * k =0.0158 * 40000 = 632 kN.
A mozdonyt az iitk6zé-parokban ébredd 2 db F .« erd allitja meg.

Az 6sszenyomo6do rugdk az eltolddassal aranyos, vele ellentétes iranyu erdt kifejtve az egyenstlyi helyzet felé
mozditjak az iitk6z6 tomeget, a mozgas tehat harmonikus rezgés addig, amig az m tomeg visszatér az egyensulyi
helyzetbe.

Az iitk6z6k, a mozdony és az litkzébak kozott csak nyomoerd keletkezhet, hiizerd nem johet Iétre.

Az egyenstlyi helyzethez visszatérve az litkozok kozott a kapcsolat megsziinik, a mozdony az titkozés eldtti
sebességgel visszafelé mozog a palyan.

A rug6 6sszenyomodas iddtartama a 2 db parhuzamos elrendezésti k rugotényezdjli rugo és m tomegti rendszer
»lengésidejének” negyed része (T/4, negyed szinusz hullam):



k \/k*z \/40000*2
o= [|—L = = =63.246 1/s
\/ m m 20

T=2*n/®ww=0.0993s
t=T/4=0.025s

A kovetkezo t = 0.025 s iddtartam alatt a rugok visszanyerik eredeti alakjukat, a mozdony eltavolodik az
1itk6z6tol és az iitkozés eldtti sebességgel visszafelé indul a palyan.

3.2.5 Leeso test hatasa elmozdulni képes, rugalmasan megtamasztott testtel (védoteto)

Pallobol késziilt kéttamasza védotetére h = 20 m magasbdl leesik
egy m; = 5 kg tomegl test.
Az litkozés képlékeny, e = 0.

red o A pallok tamaszkdze L = 4.0 m, szélességiik a =20 cm,
vastagsaguk b = 5 cm, a tests{iriiség p = 600 kg/m”.
4m | a*b’  20%5°
‘ ‘ (Inercia = = em'= 2.083*10°m")
12 12

A feny6fa pallok hatarfesziiltsége o, = 1.63 kN/cm?, alakvaltozési
jellemz6je, rugalmassagi modulusa E = 12 * 10° kN/m?.

Kibirja-e a pallo a leeso test hatasat?

A h =20 m magasbol leeso test sebessége a helyzeti €és a mozgasi energiaja egyenldsége alapjan

Ey=m *g*h=Ey=—*m, *v? vi=+/2%g*h = 2%10%20 =20 m/s

1
2
A becsapodaskor képlékeny titkozés jatszodik le.

A lees6 testnek és a pallonak a leesd testtel egyiitt mozgo részének a kozos vy sebesség a mozgasmennyiségek
egyenlOsége alapjan szamithato:

vi¥*my = v * (my + My ),
ahol m,.4 a palld redukalt tomege, az a tomegrész, ami a leesd testtel egyiitt mozog.

A sulytalan, tomegtelen, csak rugalmassaggal rendelkez6 tarton 1évo redukalt tomeg mozgasi energiaja

17
megegyezik a folytonos tomegeloszlasu tartd mozgasi energiajaval. Ebbdl a feltételbdl az Mg = ——*

35
1

My = E My Osszefliggést kapjuk.

1
Mpuio =40 *02*0.05* 600 =24ke,  mw= 5% 24 = *24=12kg

v, *m,  20*5
Vi = = =5.88 m/s
m,+m_, S5+12




A leeso test és a palld elmozdul lefelé, a pallo addig mozog, alakvaltozik, amig a v, sebességgel jellemzett
mozgasi energia rugalmas alakvaltozasi energiava alakul at.

Bu= (I +m,)*vi By 2P Ey(P)

ahol P az alakvaltozast 1étrehozo helyettesitd erd és y(P) az altala 1étrehozott lehajlas.

Kéttamaszi gerenda kdzéppontjanak a lehajlasa az ugyanott miikodo erd hatasara:

P*1’

P:—
RPTEES,

Behelyettesitve:
p*4°
48*12*10° *2.083*10°°

%*(5+12)*5.882 =p*

b (5+12)*5.887 #48*12*10° *2.083*10°°

P =3319 N=3.319kN

A P helyettesit6 erd hatasara a kéttamaszu tarton a legnagyobb
nyomaték

P*L 3.319*%4
M= L -

=3.319 kNm.

A palld 20 cm széles és 5 cm magas keresztmetszetének a
hajlitasbol keletkezd o hizd — nyomo fesziiltség kiszamitasahoz
sziiksége keresztmetszeti tényez6 (modulus):

[ 20%5° 1

K=% BT %=83.3cm3

A keletkez6 huz6 — nyom¢ fesziiltség:

M 331.9[chm]
Gy= — =

————7 =39 kN/cm? > o, = 1.63 kN/cm? NEM FELEL MEG!
K 83.3[cm ]

(Javaslat: tobb pallot 6ssze kell kapcsolni és az egyiittdolgozas biztositasaval a szamitast meg kell ismételni!
3 pallo egyiittdolgozasa esetén:

vk =244 m/s, P=3672 N, 6m = 1.47 kN/cm2 < o, = 1.63 kN/cm® MEGFELEL!)



4. Rezgések, egy szabadsdagfoku szerkezet

4.1  Csillapitatlan szabad rezgés

4.1.1 Szabad rezgés adatai

7

A rezgésszam

Kozelitd rezgésszam

5

5

n=

N - J0.025

_ (m*g)*1 _ (0.01256*10)*50

Az m tomeget egy fliggbleges rud végéhez erdsitették.

Arad atméréje d =0.4 cm

2%
teriilete A = =0.1256 cm®
hossza [=0.5m
E 20000 kN/cm’
Az m tdomeg 12.56 kg
A rud megnyulasa F = 1 kN erd hatasara: Al =
E*A

F E*A
A k rugétényezo E = " = 5024 kN/m

I . / k f5024000
A sajatkorfrekvencia 0=, ,—=,]——— =632461/s
m 12.56

= 100.66 1/s

=100 1/s

Al

=0.0025 cm

E*A 20000*0.1256



4.1.2 A rezgés kozelité és pontos adatai

L =1 m hossz, elhanyagolhat6 tomegl
7/ E I vizszintes konzol végén m = 10 kg tomeg
/ m fliggbleges rezgést végez. A konzol anyaganak
. rugalmassagi modulusa E = 21000 kN/cm?, a

L konzol keresztmetszete [ = 10 cm®*.
|
|
A konzol végének lehajlasa az ugyanott mikddo
P
statikus erd hatasara: yg= ———.
3*E*]
p*L’
(Kéttamaszu gerenda kozéppontja lehajlasa az ugyanott mikodo erd hatasara: y= W )

A kozelit6 rezgésszamot az ny = Osszefiiggéssel hatarozzuk meg.

5
Y« [em]

A konzol végén 1évo tomeg sulyanak a hatasara a konzol végének a lehajlasa cm-ben

pP*r’ 0.1*¥100°

Ystem = = =0.159 cm.
3*¥E*I  3*21000*10
PR 5 1
A kozelitd rezgésszam értéke: ng=———=1254 —
,/0.159 [cm] S
A korfrekvencia kozelitd értéke: o, =n, *2*T =78.79 —.

S

. . , k G, 1 100 1 1
A korfrekvencia pontos értéke: o=,[—= |[—*— = [——*—=7931 —.
m \y, m V0.00159 10 S

G[N] 100[N]
(ahol k= = =63000 N/m és m = 10 kg)
y.[m] 0.00159[m]

A pontos rezgésszam n=



4.1.3 Rezgés jellemzoi. A mozgas fiiggvényei adott kezdeti feltételek esetén

L =5 m hossz, elhanyagolhat6 tomegi fliggdleges konzol végén m = 10 kg

§ tomeg a tengelyre merdleges iranyu rezgést végez. A konzol anyaganak
rugalmassagi modulusa E = 21000 kN/cm?, a konzol keresztmetszete I = 1000
4
cm'”.

A rezgé mozgas adatai:
A legnagyobb Kitérés Xy, = 10 cm = 0.1 m
a.) eset t =0 idépontban x(0) = X¢ = Xpax €s V(0) =vo =0

b.) eset t =0 idépontban x(0) = x¢ = 0 és v(0) = Vo = Vinax
A konzol végének lehajlasa az ugyanott miikodoé statikus erd hatasara: y =
o DL
3*E*I

(Kéttamaszu gerenda kozéppontja lehajlasa az ugyanott mikodo erd hatasara: yg

p*
=—)
48*E*1
A konzol végén 1évo tomeg sulyanak a hatasara a konzol végének a tengelyre merdleges ,,lehajlasa”:
G*L’ 0.1*500°
Vet = = =0.1984 cm.
3*E*I  3*21000*1000
P G 0.1| kN kN N
k:——=——=———L—l—=0ﬂm——=smma—
Yo Yo 0.1984[cm] cm m
. . , k 50400 1
A korfrekvencia pontos értéke: W)= ,[— = J——=T71 —.
m 10 s
s . o an 1 @, 1 2%
A pontos rezgésszam és rezgésido: n=—= =11.30 — ¢és T= =0.0885 s.
T 2*n S o,

A mozgas harmonikus rezg6 mozgas, mert a kitéréssel aranyos (k * x) visszatérit6 eréd mikodik a rezgd mozgast
végz4 tomegre.

A harmonikus rezgd mozgas altalanos megoldasa:

kitérés x(t) = A * cos (mp*t) + B * sin (0y*t)
sebesség X (t) = - mp * A * sin (@o*t) + @y * B * cos (0y*t)

gyorsulas X (t) =- 0> * A * cos (0p*t) - mo” * B * sin (wo*t)



Az altalanos megoldas A és B paramétereinek a meghatarozasa a t = 0 iddpontbeli kezdeti feltételeknek
megfelelden:

t=0 X(O):XQ XOZA*1+B*O A:XO
\%
v(0) =v, Vo=-0*A*0+w*B*1 B= 2%
®,
a.) eset t =0 idépontban x(0) = X¢ = Xmax €s V(0) =vo =0
Vo
A=%x; =0.1m B=—=0
®,

x(t) = A * cos (wp*t) = 0.1 * cos ( 71%*t) [m]

: m
X (t) =-A* g * sin (0p*t) =-0.1 * 71 * sin (71*t) = -7.1 * sin (71%*t) {—}
S

X (1) =-A * 0y * cos (wo*t) =-0.1 * 717 * cos ( 71*t) = -504 * cos ( 71%t) {—2}
S

b.) eset t =0 idépontban x(0) = x¢ =0 és v(0) = Vo = Vinax

Vo = Vinax = Xmax F @9 =0.1 * 71 =7.1 m/s

A=x, =0 B=—"2=—"=0.1m
x(t) = B * sin (wo*t) = 0.1 * sin ( 71*t) [m]

: m
X (t) =-B * @y * cos (@p*t) =-0.1 * 71 * cos (71*t) =-7.1 * cos (71*t) {—}
S
- 2 . 2 . . m
X (t) =-B * @y * sin (we*t) =-0.1 * 717 * sin ( 71*t) =-504 * sin ( 71*t) {—2}
S

A legnagyobb rugberd értéke:

Froaxk = “Xmax ¥ k=-0.1 m * 50400 N/m =-5040 N

Fuco = Xma * M = (504 m/s? ) * 10 kg = -5040 N



4.2  Csillapitott szabad rezgés

4.2.1 Cisillapitas, csillapitott rezgé mozgas

Az olyan rezgé mozgast, melynél a kitérés a rezgések soran csokken, csillapitott rezgé mozgasnak nevezik.

A jelenséget gyakran a sebességgel aranyos csillapito eré okozza. Ilyen csillapitott rezgd mozgast végez egy
folyadékban — nem til nagy sebességgel rezgd — test.

A rendszer teljes mechanikai energiaja folyamatosan csokken a kozegellenallasi erd hatasara. Ha a sebesség nem
tul nagy, a kozegellenallasi erd a sebesség elsd hatvanyaval aranyos
F = C*v. A kozegellenallasi er6 altal kicsiny At id6 alatt végzett munka —C*v¥*As = —C*v?*At

—CH*v'*At _ 2%C*At

allando.

Ezt a pillanatnyi mozgasi energiaval elosztva
m

2

ZEm*y
A rendszer az egymas utani egyenld id6kdzokben mozgasi energidjanak mindig ugyanannyiad részét vesziti el, a
megmarado rész mértani sor szerint csokken, a kozegellenallasi eré miatti mozgasi energia csokkenés az id6
exponencialis fliggvénye.

(Csillapitatlan rezg6 mozgast ugy allithatunk eld, hogy a felemésztett, eltlint mechanikai energiat folyamatosan
potoljuk.)

A G =100 N sulyt test a k =2 N/em rugéallandoju rugoval lengd rendszert alkot.
A csillapitas jellemzéje ¢ = 0.1 N/(cm/s).

A tomeget 5 cm-re kitéritjiik a nyugalmi helyzetébdl és elenged;iik.

Hany teljes lengés utan csokken a kitérés 1 mm ala?

Mennyi id6 telik el eddig?

a.) A csillapitatlan rezg6é mozgas adataival szdmolunk
k=2N/em=200N/m m=G/g=100/10=10kg
k 200
W)= ,|— = |—— =447 1/s
m 10
T0:2*7I/000:1.4055 n0:l/T0:0.712 1/s

Az egymast kdvetd, azonos oldali kitérések csokkenésének aranyszama
A, € ¥, 1041 405

=T = e2m ' = 210 =" =201879=¢q (a mértani sor hanyadosa)
A2+1
A, 5 ; . . . .
——— = —— =50=q" aholi a teljes lengések szama
Ay 0.1
Az i becsiilt értéke: q° =2.01879°~33.53 q°=2.01879°~ 67.69 i~55-56

A két oldal természetes alapt logaritmusat véve: In(50) = ln(q)i =1In(2.01879) * i
In(50)

j=—

In(2.01879)

azaz az 5. periodus utan, a 6. periddusban csokken a kitérés 1 mm ala

=5.56873

Az eddig eltelt id6 T =T, * 5.56873 = 7.824 s.



b.) A csillapitott rezgé mozgas adataival szamolunk

A szerkezet csillapitasi jellemzdje ¢ = 0.1 N/(cm/s) = 10 kg/s

ce=2*Vvk*m =2* 200*10 =89.44 kg/s
c =10 kg/s << ¢\, = 89.44 kg/s

2
J =447* \J1-0,11 18> =4.47%0.99373 =4.442 1/s

£

T, =2%n/ ®, = 1.4145 s n, =1/ T, =0.70696 1/s

Az egymast kovetd, azonos oldali kitérések csokkenésének aranyszama
A, S 10 41 4145

=" = e2m * _ g20 ="’ =2.02841=q  (a mértani sor hanyadosa)
A2+1
A5 C s
= —— =50=q' aholia teljes lengések szama
Ay 0.1
Az i becsiilt értéke: q° =2.02841° ~34.338 q°=2.02841°~ 69.652 i~55-56

A két oldal természetes alapt logaritmusat véve
In(50) = In(q)' = In(2.02841) * i
In(50)
j=
In(2.02841)

azaz az 5. periodus utan, a 6. periddusban csokken a kitérés 1 mm ala

=5.5313

Az eddig eltelt id8 T" = T, * 55313 =7.824s.

A ¢ <<c¢y , ezért a csillapitatlan rezgd mozgas adataival kiszamolt eredmények alig térnek el a csillapitott rezgés
adatait alkalmazo szamitastol.

4.3  Csillapitatlan gerjesztett rezgés

4.4  Csillapitott gerjesztett rezgés



5. Rezgések, tobb szabadsdagfoku szerkezet

5.1  Csillapitatlan szabad rezgések

5.1.1 Két szabadsagfoku leng6 rendszer

A vizsgalt szerkezet két szintes, hajlékony acél I szelvényl oszlopokbdl és végtelen merevnek tekinthetd,
lényegében elfordulas-mentes fodémekbdl all.

A fodémek tomegéhez képest az oszlopok tomege elhanyagolhato.

Az alapozasba és a fodémekbe befogott oszlopok vizszintes elmozdulasa az ugynevezett ,,nyirasi lengés”.

Az oszlopok als¢ ¢s felsd vége a csatlakoz6 szerkezeti elemekbe befogottak, az oszlopok végpontjanal az
érintdjiik fiiggdleges. Az oszlopok tengelyre merdleges eltolodésai az eltolasi merevségek értékétdl fiiggenek.

— merev m =10t

fodém
1.75m
I merev. m =10t
fodém
1.75m
,
A kétszintes szerkezetben a szintmagassag 1.75 m.
Két tomeg (m; és m,, mindegyike 10 — 10 t.
Az oszlopok szintenként 2 1160 + 1 1120, X1=2*935+ 1 * 328 =1098 cm*.
. o o 12*E*T 12*20600%2198 kN kN
Egy szint eltolasi merevsége: 3 = 3 =100 —=10000 —.
1 1.75 cm m

Alkalmazzuk az egyes tomegekre Newton II. torvényét, R =m * a, illetve m * a— R = 0.

15 m 10* X, +10000 * x, + 10000 * (X, — X5) =0

2. m 10% X, + + 10000 * (x, — x;) = 0
I: X, +2000 * x, - 1000 * x, = 0
2: X, - 1000 * x; + 1000 * x,= 0

Vizsgalatainkat a harmonikus rezgésekre korlatozzuk, szorzat alaki megoldast keresiink.
A szamitast ,,gyalogosan”, szamologéppel készitettiik.



A Kkitérések

xi(t) =X, * sin (@ * t+ )
xo(t) = X0 * sin (@ * t+ )

ahol x,¢és x, az amplitddo (m) és az id6tdl valo fliggést a szinusz fliggvény irja le
A gyorsulasok, a kitérést leird fiiggvények id6 szerinti 2. derivaltjai
).&l(t):—(ooz*xl *sin (@p * t + @)
X () = - 0 * X2 * sin (o * t+ )
Behelyettesitve €s sin (wy * t + ¢) £ 0 miatt egyszerisitve a frekvencia - egyenletet kapjuk.
(2000 - ®>) * x; — 1000 * x, =0
-1000 * x; + ( 1000 - > ) * x, =0

A homogén egyenletrendszernek trivialistol (x; = 0 €s x, = 0, azaz nincs elmozdulas, nem jon létre rezgés)
kiilonbdz6 megoldasa akkor van, ha az egyiitthat6ibol képezett determinans értéke 0.

Det( )=(2000-w,>) * (1000 - w,* ) — ( -1000) * ( -1000) =0
ADet( ) értéke az w,” illetve w, értékétdl fiigg.

A kifejtett determinans

2000000 — 3000 * @, + 0" — 1000000 = 0

Az alabbi, masodfokura visszavezetheté negyedfok egyenlet, a feladat karakterisztikus egyenlete o, —re két
értéket ad.

o — 3000 * ®,>+ 1000000 = 0

5 3000 ++/30004 *1000000 _ 3000+2236.07
2 2

®o,12 =
A két érték kozil a kisebbet (tobb szabadsagfok esetén a legkisebbet) nevezziik g -nek, a tobbit a nagysag
szerinti novekvo sorrendben indexeljiik.

o> =381.97 1/s° wo,=19.54 1/s T1=0.3215s

2" =2618 1/s* o,;=51.17 /s T1=0.1228s

Az w; értékek a feladat sajatértékei (a determinans értékét 0-va teszik), az x; €s az x, az mo; sajatértékekhez
tartozo vektorok.

A homogén egyenletrendszerbdl az x; és x, amplitadok értéke nem hatarozhatdé meg egyértelmiien, csupan az
elemek értekének egymashoz viszonyitott aranya szamithato ki.

Bebizonyithato, hogy a sajatértékekhez tartozé vektorok merélegesek egymasra, azaz ortogonalis rendszert
alkotnak. Az ilyen vektorokbol esetenként kedvezd tulajdonsagu koordinatarendszert hozhatunk létre. A
létrehozand6 koordinatarendszer szempontjabdl célszerii lenne, ha az egymasra meréleges vektorok egyuttal
egységvektorok is lennének.

Hatarozzuk meg el6szor a komponensek aranyat, utana pedig végezziik el az x1 — x2 koordinata - par
normalasat.



Az 09, — hez tartozé megoldas:
Helyettesitsiik be az ;= 19.54 1/s —ot az m;-re vonatkozoé frekvenciaegyenletbe

(2000 —-381.97) * x;, — 1000 * x,, =0
Legyen (valasszuk) x,; =1 és innen x,; = 1.618

Normaljuk az mg; — hez tartozo x, segédvektort az M tomegmatrix kozvetitésével (az M tomegmatrixon
keresztiil):

x" M 1618 O =367
0;10 | | 1.618

Ez egy szam, egy skalar mennyiség, a vektor abszolut értékének (a vektor ,,hosszanak”, a merdleges
komponensek atfogojanak) a négyzete.

Ennek a négyzetgyoke a vektor ,,hossza”. A vektor komponenseit a vektor ,,hosszaval” elosztva az egységnyi
hosszusagu vektor komponenseit kapjuk eredményiil - az M todmegmatrix kozvetitésével.

0,2690

1 * Xy = [0'1663} 0,1663

S
= J36.179 0.2690

vl rezgésalak
(sajatvektor)

Az 0y, — hez tartozé megoldas:
Az w9,=51.17 1/s —ot ismét az m,-re vonatkozo frekvenciaegyenletbe helyettesitsiik be

(2000 —-2618) * x;,— 1000 * x,,=0
Legyen (valasszuk) x,, =1 és innen x,, =-0.618

Normaljuk az mg, — hez tartozo segédvektort az M tdmegmatrix kozvetitésével (az M tomegmatrixon keresztiil)

X' P M X [1;—0.618] {;Oig}{l 0 618} =13.8192

Ennek a skalar mennyiségnek a négyzetgyoke a vektor ,,hossza”. A vektor komponenseit a vektor ,,hosszaval”
elosztva az egységnyi hosszisagu vektor komponenseit kapjuk eredményiil az M tomegmatrixon keresztiil.

-0,1663
1. 0269 0,2690
= Y X9 —
J13.8192 | -0.1663

V2 rezgésalak
(sajatvektor)

A v és v, sajatvektorokat (oszlopvektorokat) egymas mellé rendezve a V modositd (modal) matrixot kapjuk, a
vi' és v, sajatvektorokat (sorvektorokat) egymas ala rendezve a V' médositd (modal) matrix transzponaltjat
kapjuk.



<

B - {0.1663;0.2690 }

= = VT: T T —
Lol =16 2690 -0.1663 vt {

0.1663;0.2690
0.2690;-0.1663

Elvégezve az alabbi harmas matrix szorzast

; 0.1663;0.2690 10,0 | |0.1663;0.2690 L0
Vi*M*V= * * =K, -
— 7 10.2690,-0.1663 | | 0,10 | | 0.2690,-0.1663 | ~— |0,1

lathatd, hogy a sajatvektorok az M tomegmatrix kozvetitésével
- merdlegesek egymasra (ortogonalisak) és
- normaltak (egységnyi hosszisagiak).

Elvégezve tovabba az alabbi harmas matrix szorzast

Vi*K*V=

0.1663;0.2690 |_120000,-10000 | | 0.1663;0.2690 |
0.2690;-0.1663 | | —10000,10000 | | 0.2690;-0.1663 B

382,01 |o,’ 0
0, 2618

2
0, ®,

lathato, hogy
- asajatvektorok a K merevségi matrix kozvetitésével merdlegesek egymasra (ortogonalisak) és

rrrrrr

- az Q diagonalmatrix f4tlojaban > és 030,22 a sajatkorfrekvencidk négyzete szerepel.

5.1.2 Kaét szabadsagfoku egy tomegii lengé rendszer

A vizsgalt szerkezet az alapba befogott 3 m magas oszlopbdl €s a hozza nyomatékbiréan kapcsolt, 2 m hossza,
vizszintes gerendabol allo tortvonal konzoltarto.

Anyaga 1200-as acél szelvény. 2 m

A konzol végén 10 kN sulyd, 1 tonna tomeg
helyezkedik el.

A rendszer egy tomegi és két elmozdulasi
szabadsagfoku rendszer, hiszen a tdmeg

fliggblegesen és vizszintesen is képes 3 m
eltolodni.

Alkalmazzuk az egyes tomegekre Newton
II. torvényét, R=m * a, Z
A D’Alembert-féle dinamikus egyensulyt

kifejezo egyenletrendszer

I 200



m,O % X N kl,pk],z % X, _ 0
O,m]J | > Kk | X, 0
X, e
Vizsgalatainkat a harmonikus rezgésekre korlatozzuk, szorzat alaki megoldast keresiink.
A szamitast ,,gyalogosan”, szamologéppel készitettiik.
A kitérések

x1(t) =x; * sin (wp * t)
Xz(t) =X2 * sin ((Do *t )

ahol x,és x, az amplitddo6 (m) és az id6tdl valo fliggést a szinusz fliggvény irja le
A gyorsulasok, a kitérést leird fiiggvények id6 szerinti 2. derivaltjai

X 1(t) =- w® * X, * sin (p * t)

Xo(t) = - @o> * X, * sin (p * t)

Behelyettesitve és sin () * t ) £ 0 miatt egyszerisitve a frekvencia - egyenletet kapjuk.
2.
km—m*a) ,kl,2 *{xl}_{O}
. % 2 B
kz,l’k2,2 —m= ® X, 0

A k;ij adatok meghatdrozéasa

e = J‘MI*MI*E*IdX=
k
! * 2 2*2*£+2*3*2)= *14.666
E*I 2 3 E*I
1 1 3%2 1
e12=e21:IM1*M2*E*IdX=E*I R
1 133, .2 1

(T*3%0)

dx =
E*I E*I 2 3 E*I

€»n = IMZ *M2 *



o [ewen ] 1 [14.666:9.000
= lesne,, | E*I[9.000;9.000

. ki ko 1 «| €220 12 , . L
K=F = = (invertalas 2 * 2 —es matrixnal)

¥a0 _a % _
k,,,k,, €176, 76,76, €156

[ 14.666;9.000]) ' E*1 L[90:-9.0 ]
= [ E*1[9.000,9.000 |]  14.666%9.0-9.0%9.0 |-9.0;14.666

9.0.-9.0 |
__ 4494 100 — 88.118*
132-81 | —9.0;14.666 |

9.0;,-9.0 1 793.06;,-793.06
-9.0;14.666 B —793.06;1292.39

A frekvenciaegyenlet
793.06—w;;-793.06 | {xl} ) H
~793.06;1292.39 - »; X, 0

A szorzat eredménye 0, ha x; = 0 és x, = 0 lenne, ez a trivialis megoldas.

Azonban x; # 0 és x, # 0, mert van lengés, kitérés, ezért a homogén egyenletrendszernek az egyiitthat6ibol
képezett determinans értéke 0.

Det( ):(k” —m]*(,l)oz) * (kzz—mz*(,l)oz)—klz *kz] :0
(0-t61 kiilonbo6zd tomegadatok, rugalmassagtol fiiggd adatok)
A Det ( ...) értéke az oy’ illetve o értékétd] fiigg.

Az alabbi, masodfokura visszavezethetd negyedfok(l egyenlet, a feladat karakterisztikus egyenlete m,—ra két
értéket ad.

Det (... )=(793.06 - ®y” ) * (1292.39 - w,* ) — (-793.06) * (-793.06) = 0
A kifejtett determinans

0t —2086.45 * @,% +395998.6 = 0

5 2086.45i\/2086.452 —4*1*1395998.6 _ 2086.45+1664.115
2 2

®o,12° =

A két érték koziil a kisebbet (tobb szabadsagfok esetén a legkisebbet) nevezziik my;-nek, a tobbit a nagysag
szerinti novekvé sorrendben indexeljiik.

wo” =211.1675 1/s° o= 14.5316 1/s T1=0.43238s

o, = 1875.28 1/s wo,1=43.305 1/s T1 =0.14509 s



Az w; értékek a feladat sajatértékei (a determinans értékét 0-va teszik), az x; €s az x, az mo; sajatértékekhez
tartozo vektor koordinatak.

A homogén egyenletrendszerbdl az x; és x, amplitadok értéke nem hatarozhaté meg egyértelmiien, csupan az
elemek értekének egymashoz viszonyitott aranya szamithato ki.

Bebizonyithato, hogy a sajatértékekhez tartozo vektorok merdlegesek egymasra, azaz ortogonalis rendszert
alkotnak. Az ilyen vektorokbol esetenként kedvezd tulajdonsagu koordinatarendszert hozhatunk létre. A
létrehozand6 koordinatarendszer szempontjabol célszerti lenne, ha az egymasra meréleges vektorok egyuttal
egységvektorok is lennének.

Hatarozzuk meg el6szor a komponensek aranyat, utana pedig végezziik el az x; — x, koordinata - par normalasat.
Az g, — hez tartozé megoldas:
Helyettesitsiik be az @, = 14.5316 1/s —ot az m,-re vonatkoz6 frekvenciaegyenletbe

(793.06 —211.1675) * x4, —793.06 * X, =0
Legyen (valasszuk) x,; =1 és innen x,; = 0.73373

Normaljuk az mg; — hez tartozo x, segédvektort az M tomegmatrix kozvetitésével (az M tomegmatrixon
keresztiil):

X FM X - [1;0.73373] . ﬁ) ﬂ . E) 73373} =1.53836

Ez egy szam, egy skalar mennyiség, a vektor abszolut értékének (a vektor ,,hosszanak”, a merdleges
komponensek atfogdjanak) a négyzete.

Ennek a négyzetgyoke a vektor ,,hossza”. A vektor komponenseit a vektor ,,hosszaval” elosztva az egységnyi
hosszusagu vektor komponenseit kapjuk eredményiil - az M todmegmatrix kozvetitésével.

1 [0.80625}
* x, =

S
T /153836 |0.59157

Az mg, — hez tartozé megoldas:
Az g, =43.305 1/s —ot ismét az m,-re vonatkozo6 frekvenciaegyenletbe helyettesitsiik be

(793.06 —1875.28 ) * X1, —793.06 * x,, =0
Legyen (valasszuk) x;, =1 és innen X, , = -1.36466

Normaljuk az o, — hez tartozo segédvektort az M tdmegmatrix kozvetitésével (az M témegmatrixon keresztiil)

X" *M*x [1;-1.36466] - E) ﬂ . [1 | 36466} =2.862297

Ennek a skalar mennyiségnek a négyzetgydke a vektor ,,hossza”. A vektor komponenseit a vektor ,,hosszaval”
elosztva az egységnyi hossziisagu vektor komponenseit kapjuk eredményiil az M tomegmatrixon keresztiil.

1 . [059108
V= —/——— " Xo-
Y 2862297 | -0.80662

A v és v, sajatvektorokat (oszlopvektorokat) egymas mellé rendezve a V modositd (modal) matrixot kapjuk, a
vi' és v, sajatvektorokat (sorvektorokat) egymas ala rendezve a V' médositd (modal) matrix transzponaltjat
kapjuk.



0.806 0.591

V2 vl

I<

=[vi. vw]=

0.80625;0.59108 V[T oy | 080625:059157
0.59157;-0.80662 |’ T 059108,-0.80662

Elvégezve az alabbi harmas matrix szorzast

0.80625;0.59157 } . {1;0} . {0.80625;0.59108 } {1,0}
—g,-
= 10,1

Vi*M*V=
— 7 10.59108;-0.80662 0;1 0.59157,-0.80662

lathato, hogy a sajatvektorok az M tdmegmatrix kozvetitésével
- merdlegesek egymasra (ortogonalisak) és
- normaltak (egységnyi hosszsaguak).

Elvégezve tovabba az alabbi harmas matrix szorzast

VISRV 0.80625;0.59157 . 793.06;-793.06 . 0.80625;0.59108 |
7 7 10.59108;-0.80662 | | =793.06;1292.39 | | 0.59157;-0.80662

211 0] |o,° 0
= Q ~ =
0, 1875 |0, @,

lathato, hogy
- asajatvektorok a K merevségi matrix kozvetitésével merdlegesek egymasra (ortogonalisak) és

rrrrrr

- az Q diagonalmatrix féatlojaban mg,* és mg,” a sajatkorfrekvencidk négyzete szerepel.

A mellékelt abran a t = 0 idéponthoz tartozd tops
x(0)=x9=0¢és

Vi
VORSTRY I
kezdeti feltételekhez tartozo elmozdulasrendszer egy

periodusa lathato.

1 1 1 1 1
004 002 002 0,04

002

+ 004



5.2  Csillapitott szabad rezgések

5.3  CGsillapitatlan gerjesztett rezgések

5.4  Csillapitott gerjesztett rezgések



