Az integral geometriai jelentése, a hatarozatlan integral fogalma

V Az integral geometriai jelentése

Definicio

Legyen f az (a,b) intervallumon eldjelet nem valto, korlatos €s legfeljebb veges szamu ponttol
eltekintve folytonos valos fuggveny(az a = — o €s a b = x esetet is megengedve).
A sikbeli derekszogh koordinata-rendszerben

az y=f(x) egyenletu gorbe

az (a,b) intervallum, valamint

az X = a ¢s az X = b egyenletl egyenes
altal hatarolt sikidomot az f fliggveny €s az (a,b) intervallum altal meghatdarozott gorbevonalu
trapeznak nevezziikk. Haa = — o ,akkor a nem létezd x = a egyenes, ha pedig b = o, akkor a nem
Iétezd x = b egyenletl egyenes figyelmen kivil hagyando.
(A definicionak az elGjelre vonatkozo kdvetelmenye ugy is megfogalmazhato, hogy az (a,b)
intervallumon mindvegig 0 < f(x), vagy mindvegig f(x) < 0 legyen)
Véges (a,b) intervallum esetén a megfeleld gorbevonalu trapéz teriiletere ervenyes a kovetkezo:

Tétel

Ha az egyvaltozos valos f fliggveny a véges (a,b) intervallummal egyiitt gorbevonalu trapezt hataroz

meg, akkor ezen a gdrbevonalu trapez a teruileteének a szamerteke az
b

[f(x)] dx

a

hatarozott integrallal egyenlo.

Megjegyzeés

Ha az f fuggvény a figyelembe veendd (a,b) intervallum egyes részintervalumain az 0 < f(x), az (a,
b) tobbi részintervalluman pedig az f(x) < 0 egyenlotlenségnek tesz eleget, akkor
reészintervallumonkent szamitjuk ki a teriiletet, €s az ezekre kapott ertekeket dsszeadjuk.

V Primitiv fiiggveény, a hatarozatlan integral fogalma

Legyen az f figgveny most az [a,b] intervallumon pozitiv erteku, monoton névekvd, folytonos
fuggveny! Jeldljik T(x)-szel a gorbe alatti teriilet merészamat az [a,x] intervallumon, ahola < x < b



M T0) terdletrmerd flggeiry

. Tix + Ax)-T(x)
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T(x) jelenti a gorbe alatti teriilet meérészamat az [a,x] intervallumon, 7'(x + Ax ) pedig az [a, x + Ax ]
intervallumon, s igy
T(x+3(x))—T(x) az [x, x + Ax] szamkozon.
Az f fuggvény monoton ndvekedése miatt
fx) Ax < T(x+Ax) —T(x) <f(x +Ax) - Ax

Osszuk el az egyenlotlenséget Ax-szel:
T(x+Ax) —T(x)
<
fx) < o

<f(x+ Ax)

Az f fuggveny folytonossaga miatt Alim . f(x + Ax) =f(x),
X —

masreszt

I ( T(x +Ax) = T(x) )
Ax =0 Ax

a T fuggveny x helyhez tartozo kiilonbsegi hanyadosanak az x helyen vett hatarcrteke.
A rendortétel miatt ez létezik, s

( (T(x + Ax) — T(x))

SR

lim
Ax — 0
Azt kaptuk tehat, hogy az f fuggveény gorbe alatti teriiletet -tehat f pozitiv ertékuseége miatt hatarozott
integraljat - megado T figgveny derivaltja az x helyen €pp f(x)! Erdemes tehat feltenniink a kerdeést:
Hogyan tudjuk az f figgvenyhez meghatarozni azt (azokat) a fuggvenyeket,amelyek derivaltja az f



fuggveny.
Definicio

Azt mondjuk, hogy az egyvaltozos valos f fliggvenynek a H halmazon primitiv fuggvenye az F
fuggveny, ha a H halmazon f €s F ertelmezve van, tovabba F differencialhato a H halmazon €s

F '(x) =f(x), minden H-bol vett x-re.

Felmertl a kerdés, hogy egy fiiggveny pr1m1t1v fuggvényeinek halmaza milyen szerkezetu, azaz
miben kiilonbozhetnek egymastol a primitiv fliggvenyek?

Tétel
Ha a f fuggvenynek valamely H halmazon primitiv fliggvenye F, akkor primitiv fiiggvenye barmely

G(x)=F(x)+C (VCER)

alaku fuggveny is.
Bizonyitas
A bizonyitas egyszeru, hiszen 6sszeadando allando derivaltja 0, s igy

£ G =L (F(x) +C) () +0 =f(x).

Ezek utan az a kerdes, hogy van e mas alaku primitiv fuggveny is? A valasz tagado,igaz ugyanis a
kovetkezo tetel.

Tétel

Ha Az f figgvénynek valamely I intervallumon primitiv fuggvenye F és G, akkor van olyan C valos
szam, hogy az I intervallum minden x elemere G(x) =F (x) + C, azaz a primitiv fuggvények
egymastol csak osszeadando allandoban kiillonbozhetnek.

Bizonyitas

Legyen G(x) — F(x)=H(x). Az I intervallum minden elemere i H(x)= c;l_x (G(x) —H(x)) =

L G(x) = 2L F0) =/() = f(x) =0
X X

Lagrange tetele ertelmeben létezik az I intervallum barmely belso [a, x] reszintervallumaban olyan
&, amelyre

d _ (H(x)— H(a))
i H(x)‘)(:&: (—a)
s innen
4 ) (x—a)=H(x) — H(a)=0
dx x=E

minden x-re. Ez azt jelenti, hogy H(x) = H(a), vagyis a H fuggveny allando, tehat



G(x) — F(x)=H(x) miatt
G(x)—Fx)=C

Definicio

Az egyvaltozos valos f figgveny primitiv fliggvenyeinek dsszesseget az f hatarozatlan integraljanak
nevezzik, €s a kovetkezokeppen jeloljik:

[feey ax

(igy olvassuk: "integral ef iksz de iksz")
Az integral jeleben a dx azt fejezi ki, hogy az integralas az x valtozora vonatkozik. Ennek akkor van
_ jelentosege, ha az integralando figgveényben (integrandus) mas valtozo vagy parameter is szerepel.

¥V Alapintegralok

Az elemi fliggvenyek derivalasi szabalyanak minden esetben megfelel egy integralasi szabaly.
Ezeket a szabalyokat alapintegraloknak szokas nevezni.

A fontosabb alapintegralokat tartalmazza az alabbi tablazat. Ezek a kepletek- amelyekben ¢
tetszoleges valos allando- olyan intervallumokon ervenyesek, amelyek minden pontjaban a jobb
oldalon allo fuggveny értelmezve van ¢s differencialhato, ha egy ponthalmaz tobb ilyen, paronkent
k6z0s pont nelkiili intervallumbol all, akkor a ¢ integracios allando intervallumonként mas erteket
vehet fel.

dex=c; fldx=x+c;
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Jx dx = W1 +c¢,han#—1;

1 — .
L de=In() e

X
de =¢*+¢; |adFde =—4— +¢;
In(a)

fsin(x) dx = —cos(x)+c¢; fcos(x) dx =sin(x) + ¢

1 3 dx =tan(x) ; 1

3 dx = —cot(x) ;

cos(x) sin(x)




1 dx =arcsin(x) + ¢;

1 1
J1— 2 142

S dx =arcsinh (x) + ¢; S dx =arccosh(x) +c;
2 2

x +1 x —1

dx =arctan(x) +c;

V Alapveto miveleti szabalyok

Alapveté muveleti szabalyok:
Az bsszegfiiggveny, illetve a konstanssal szorzott fuggveny differencialasi szabalyabol kovetkezik,

hogy
)
[ +g (o) de= [fee) ax + [g(x) av
2)
fcf(x) dx=cff(x) dx
Példak:

> Int(x*2+1/x,x)=Int(x*2,x)+Int(l/x,x);

x2+ldx=Jx2dx+ ldx (4.1)
X X

> Int(x"2+1/x,x)=int (x*2+1/x,x);

Liv=1 @ 4 in(x) (4.2)

2
+_
* X 3

A ket szabaly egylittes alkalmazasabol adodik:

3)
Jclf(x) +e,g(x)de=c, ff(x) dx + ¢, fg(x) dx

Példa

7> Int((x*(3/2)-2*x*(2/3)+5) *sqrt(x) ,x)=Int (expand ((x*(3/2)-2*x*
(2/3) +5) *sqrt (x)) ,x) ;

(xC72 =2 4 5)/x dx:sz —2x79 454/ dx (43)

7> rhs (%) =int (expand ( (x* (3/2) -2*x* (2/3) +5) *sqrt (x)) ,x) ;



Jx2—2x<7/6)+5\/§ dx=%x3—%x“3/6)+%x<3/2) (4.4)

[Figyeljﬁk a kovetkezo integralokat:
> Int(cos(3*x+Pi/4) ,x)=int (cos (3*x+Pi/4) ,x);

1 _1 . 1
cos(3x+47c)dx—3sm(3x+47c) 4.5)

> Int(exp(3*x+Pi/4) ,x)=int (exp (3*x+Pi/4) ,x);

(3x+‘_l‘7tjdx= e(3x+‘—1‘7'c) (4.6)

W | =

€

> e:=sin(3*x+Pi/4) /cos (3*x+Pi/4)=tan(3*x+Pi/4);

sin 3x—|—iﬂ: |
e:= =tan(3x—|— - 7:) 4.7)
1 4
cos(3x+ Z ’TC)

:> Int(l/cos(3*x+Pi/4)*2,x)=subs (e, (int(1/cos (3*x+Pi/4)*2,x)));

L dletan(3x+l7t) (4.8)

1 )2 3 4
CcoS 3x+Z7t

i 4) Eszrevehetjitk a kovetkezd szabdlyt:
Ha fennall:

Jfe) dr=Fx)
[flax+b)de= FEXED)

- Most figyeljiik a kovetkezo integralokat:
> Int(sin(x)“*2*cos(x) ,x)=int(sin (x)*2*cos (x) ,x);

Jsin (x)* cos(x) dx = % sin (x)° (4.9)
:> Int(ln(x)*4/x,x)=int (1n(x)*4/x,x) ;
4
)" = L’ (4.10)
X 5

7> Int (arctan(x)*(1/3)/ (x*2+1) ,x)=int (arctan(x)*(1/3)/ (x*2+1) ,x);

4.11)




(1/3)
arctar;(x) dx = 3 arctan(x)(4/3) (4.11)
x +1 4

Eszrevehetjiik a kovetkezo szabalyt:

®)

o+ 1
fx)* (if(x)) dx=% +C, ahol % —1.

Tehat az integralando fuggveny ket tenyezos szorzat; az egyik tényezo olyan Osszetett fuggveny,
amelynek kiilso figgvenye hatvanyfiiggveny, a masik tényezo pedig a hatvanyalap (tehat a belso
fuggveny) derivaltja. Ekkor a hatvany integralasi szabalyat alkalmazzuk f(x)-re.

| Most figyeljuk a kovetkezo integralokat:

> Int(cos(x)/sin(x) ,x)=int (cos(x)/sin(x),x);

cos(x) . _ .
—sin(x) dx=In(sin(x)) (4.12)

> Int((2*x+3)/ (x*2+3*x+4) ,x)=int ((2*x+3) / (x*24+3*x+4) ,x) ;

2x+3

S dr=in( 431 +4) (4.13)
x +3x+4

> Int((exp(x)+1l)/ (exp(x)+x) ,x)=int ((exp(x)+1)/ (exp (x)+x) ,x);

¢ +1

2 dv=In{e"+x) (4.14)
€ +x

7Va1amennyi esetben a nevezdben levo fuggveny derivaltja a szamlalo, a szabaly:
6)

i)
£x)

dx =Inlf(x) + C|

L
V Parcialis integralas

Tétel




Legyenek az f €s a g differencialhato fuggvenyek €s letezzek az J'f (x) ( dix g(x) ) dx vagy az

Jg (x) ( (?—xf(x)) dx  integral. Ekkor

J(if(x))g(x)dx=f(x>g(x)-Jf(x) (L g0)ax

Bizonyitas
Derivaljuk az f(x)g(x) szorzatot!

> 'diff (f(x)*g(x),x) '=diff (f (x)*g(x) ,x);
4 gergen = )se 10 (L g0 (5.)

" Rendezve, és minndkét oldalt integralva (felhasznalva az integralhatosagra tett feltéetelt, s az
| integral additiv tulajdonsagat) adodik a tetel allitasa:

> int(op(2,rhs (%)) ,x)=f (x)*g(x)-int (op(1,rhs (%)) ,x) ;

10 (£ 500 a2 = | (L 10 ) sy (52)

>




