Az integralszamitas alaptétele

Ha az f fuggvénynek van elemi fiiggvenykent megadhato primitiv figgvenye, akkor a hatarozott
integral ennek segitségével kdnnyen kiszamithato. A kiszamitas alapja a Newton-Leibniz tétel. A tetelt
| a Lagrange-tetel felhasznalasaval bizonyitjuk. Ezert el6zdleg atismeteljiik az utobbi tetelt.

V Lagrange-tétele

Tétel. (Lagrange tétele)

Ha f(x) az [a, b] zart intervallumon folytonos €s
az (‘a,b ) nyilt intervallumon differencialhato,
akkor az ('a,b ) intervallumban van olyan £ amelyre

D) ©=HE=a)

Maskepp jelolve
(if(x)) _f(b) —f(a)
dx b—a

x=t

A tetel szerint a feltételeket teljesito f fliggveny esetén van az (a,b) intervallumban olyan £ hely, ahol
a fuggveny valtozasi sebessege egyenld az [a, b ] intervallumbeli atlagos valtozasi sebesseggel.
Geometriailag ez azt jelenti, hogy az adott pontbeli €rint6 parhuzamos az intervallum végpontjaihoz
tartozo szelovel.

Az alabbi Langrange eljaras a Langrange tételt allitasat szemlelteti. A feltetelek teljesiilese eseten
abrazolja a szeldt €s a vele parhuzamos €rintot, egyebkent pedig hibaiizenetet kiild.

[> restart:

> Lagrange:=proc(f,a, b)
local abral,abra2, vonall, vonal2, xi, szelo:
if not(iscont(f(x) ,x=a..b, 'closed’')) then
ERROR ('Nem folytonos az [a,b] zart intervallumon’):
fi:
if not(iscont(D(f) (x) ,x=a..b)) then
ERROR ( "Nem derivalhato az (a,b) nyilt intervallumon’) ;
fi:
xi:=fsolve (D(f) (x)=(£(b)-£f(a))/ (b-a) ,x=a..b);
abral:=plot(f(x) ,x=a-0.1..b+0.1,color=blue):
abra2:=plot(D(f) (xi) * (x-xi)+£f(xi) ,x=xi-2..xi+2,color=red,
thickness=2) :
vonall:=plottools[line] ([a,0],[a,f(a)], color=green,linestyle=3):
vonal2:=plottools[line] ([b,0], [b,£f(b)],color=green,linestyle=3):
szelo:=plot((f(b)-f(a))/(b-a)* (x-a)+f(a) ,x=a..b,color=magenta) :
plots[display] ([vonall,vonal2,szelo,abral,h abra?])
end:




]

Hivjuk meg a Lagrenge el_]arast a sin fuggvennyel, a vizsgalt intervallum legyen [-4,3] .

Meg]egyezzuk hogy af(x)=sin (x) eljesm a Lagrange tetel feltéeteleit, hiszen a szinusz fuggveny a

valos szamos halmazan derivalhato ¢s igy ott folytonos is.

Javasoljuk kiprobalni mas intervallumokon a Langrange eljarast. Ehhez csak az alabbi utasitasban

szerepld intervallum végpontokat kell megvaltoztatnunk €s ujra veégrehajtani az utasitast (ertsd.
letitni az Enter billentyut).

> Lagrange(sin,-4,3);
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EAZ eljaras szakaszonkent adott (piecewise ) fuggvenyekre is alkalmazhato:

> g:=x->piecewise (x<=0,-x*sin (x) ,x*sin(x));
g = x—>piecewise(x<0, —x sin(x), x sin(x)) (1.1)

> Lagrange(g,-2,3);




Példa

Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e a Lagrange-tétel feltételei az

—x +8x— 14 x<5
S(x)= 1x 7
i <
) + ) S<x
fiiggvenyre!

Megoldas
| Vegyuk fol a szakaszonkent adott fuggvényt!
> f:=x->piecewise (x<=5,-x"2+8*x-14,x>5 ,x*2-7*x+11) ;
f= x—>piecewise(x§5, 4+ 8x— 14,5 <x, C—Tx+11
> 'f(x) '=f(x);
—*+8x—14 x<5

X —Tx+11 5<x

Jx)=

ETekintsﬁnk egy peldat arra az esetre, amikor a feltételek valamelyike nem teljesiil:

(1.2)

(1.3)



| Abrazoljuk a fiiggvényt és derivaltjat kozos koordindtarendszerben:
> plot([f(x),D(f) (x)],x=4..6,discont=true,color=[blue,red],
thickness=2,legend=["£(x)","D(£f) (x)"])
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[A fuggveny folytonos az [5, 7] intervallumon, az x = 5 helyen azonban nem differencialhato.

> iscont(f(x),x=4..6);
true (L.4)

7> iscont (D (f) (x) ,x=4..6) ;
false (1.5)

> Lagrange (f,4,6) ;
| Error, (in Lagrange) Nem derivé&#225;1lhat&#243; az (a,b) ny&#237;1t intervallumon
A kdvetkezd utasitassorozat killonbozo intervallumok egymasutanjan animacioval szemlelteti a
| Langrange tétel allitasat.
> f:=x->sin(x)+cos (2*x) ;
f=x—sin(x) +cos(2 x) (1.6)

> p:=seq(Lagrange(f,-4,4.6-k*0.2) ,k=0..12):




> plots[display] ([p],insequence=true) ;

>

V Newton-Leibniz tétel

Tétel

Haf(x) az [a, b] intervallumon integralhato (Ictezik hatarozott integralja) ¢s ezen az intervallumon
primitiv fuggvenye is van ( legyen ezek egyike F'), akkor

b
f(x)dx=F(b)—F(a)
Bizonyitas

Tekintsiik az [a, b ] intervallum tetszleges beosztasat. Tekintve, hogy a F fuggveny a fprimitiv
fuggvenye az [a, b ] intervallumon, F derivalhato az [a, b ] intervallumon, €s annak barmely




reészintervalluman, s % F(x)=f(x) (F'(x)=f(x)). Ha a fuggveny derivalhato, akkor folytonos.
C

Ezert az F fuggvenyre az [a, b ] barmely [xl. _1p xl.} reészintervalluman €rvenyes Lagrange tetele,

tehat az [xl. _p xi] intervallumnak van olyan belso & pontja, amelyre:

F(xi) _f(xi—l) _ (%F(x)) =f(€l-),

Xi—Xi—1

x=§
aholi=1,2,...,1i,.., 1
Vegyiik a Lagrange-tétel altal meghatarozott kozelité 6sszegeket, vagyis minden egyes
részintervallumban a g kivalasztott valtozoertek legyen a Lagrange tételben szereplo &, :

c(n)zif(&,.) (x,-—xi_l)Zi F(xi)_F(xi—l) (xi—xi—l):i <F<xi)_F<xi—l)):

i=1 i=1 X X i=1
=(F(x1) —F(xo))+(F(x2) —F(xl))+ o +(F(xn_1) —F(xn_z))Jr(F(xn) —F(xn_l))=(
F(xn) —F(xo))Z

=F(b) —F(a)
Tehat kaptuk, hogy

s(m)= > f(&) (x,—x_,)=F(b) — F(a)

i=1

Ez azt jelenti, hogy az imént, Lagrange tctele alapjan adodott specialis integralkozelito dsszegek
azonosan egyenlok az F'(b) — F(a) ertekkel, tehat nyilvan a hatarértekiik is egyenld F(b) — F(a)-
val. De mi a helyzet mas kozelit6 dsszegek valasztasa eseten? Tudjuk, a feltétel szerint az f fuggveny
integralhato az [a, b ] intervallumon, tehat tetszéleges -a hatarozott integral definicidjaban szerepld
felteteleket kielégito- integralkdzelitd Osszegeinek sorozata ugyanahhoz a szamhoz konvergal. Az
elobbiek szerint ez a szam €ppen F(b) — F(a).

~ Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik.

V¥ Peldak
1. Példa
Szamitsuk ki a kdvetkezo integral erteket
b
X" dx

Megoldas
Azx’ fuggveny egyik primitiv fuggveénye az F(x) = % fuggveny. Ezért

[> a:='a':b:='b':
{> F:=x*3/3;

(3.1)



F;%f 3.1

> Int(x*2,x=a..b)=subs (x=b,F)-subs(x=a,F) ;

2 1.3 1 3
= b 32
fx (3 (32)
a
[A Maple-lel kozvetleniil kiszamitva:
> Int(x*2,x=a..b)=int(x*2,x=a..b);

ff@=%#—%f (3.3)
a
2. Példa
Szamitsuk ki a kovetkezo integral erteket

2T

3

xsin(x) dx

0
 Megoldas
1. Megoldas

El6szor, parcialis integralassal meghatarozunk egy primitiv fliggvenyt, majd alkalmazzuk a Newton
| -Leibniz tctelt.

> x:='x':
[> with (student) :
> Int(x*sin(x) ,x)=intparts (Int(x*sin(x) ,hx),x);

J}muxyu=—xamu)—f—amu)w: (3.4)

> lhs (%)=value(rhs (%))
fx sin (x) dx = —x cos(x) + sin(x) (3.5

 Képezziik ezutdn az F(b) — F(a) kifejezest. Helyettesitsiink a primitiv figgvenyben az x helyere
2m -at, majd 0-t, s képezziik az igy nyert két értek kiillonbséget!

> Int(x*sin(x),x = 0 .. 2*Pi/3)=subs (x=2*Pi/3,rhs (%)) -subs (x=0,rhs

(%))
2

f3 : 2 2 : :
xsm(x)dx——g 7tcos<§ 7t>+s1n< n)—sm(O) (3.6)
0

W [N

7> lhs (%)=value (rhs (%)) ;

(3.7)



= T

f xsin(x)dx=l'rt+l\/§ (3.7)
0 3 2

| 2. Megoldas

[A parcialis integralas modszerét hatarozott integral kiszamitasara is alkalmazhatjuk:

> Int(x*sin(x) ,x=0..2*Pi/3)=intparts (Int(x*sin(x) ,x=0..2*Pi/3) ,x);
2 2

f xsin(x)dx=l'rc—f3w—cos(x)dx (3.8)
0 3 0 '

:> lhs (%)=value (rhs (%)) ;
ETC

f xsin(x) dy=2 7+ +4/3 (3.9)
0 3 2

3. Megoldas

A Maple az integral crtekét kozvetlenill is megadja:

> Int(x*sin(x) ,x=0..2*Pi/3)=int (x*sin(x) ,x=0..2*Pi/3);
2

3
f xsin(x)dx=%7t+%\/§ (3.10)
0

3. Példa
Szamitsuk ki az alabbi integralt

M nler/102)

l-l-x2
0

Megoldas
Probaljuk eloszor a Maple segitségevel megadni az integral pontos ertekeét!

7> Int(sqgrt(ln(x+sqgrt(1+x*2))/ (1+x*2)) ,x=0..2);

f\/ln x—l;—HlC—l-x ) &y G.11)
f\/ln x“:J”lCJ”‘ V142 dx (3.12)

A Maple kozvetleniil nem tudja kiszamitani az integral erteket. Probaljunk segiteni! Nezziik a gyok
| alatti kifejezés szamlalojanak derivaltjat!

> Diff (ln(x+ (1+x*2)*(1/2)),x)=diff (1n (x+ (1+x*2)*(1/2)) ,x);

> wvalue (%) ;




X

1+

d ln(x—l—\/l-l—xz):ﬂ (3.13)

o x4+ 145
EEgyszerﬁsitsﬁk a derivaltat!

> Diff (ln(x+(1+x*2)*(1/2)) ,x)=simplify (diff (1n(x+ (1+x*2)*(1/2)) ,x)

) ;
iln(x-l—\/ 1+x2)=; (3.14)

dx l—I-x2

A derivalt €ppen az integrandus nevezoje. Celszeru tehat az=In (x +/ 1 ++ ) helyettesites. A
changevar eljarast a hatarozott integral kiszamitasakor is alkalmazhatjuk. Ekkor a helyettesites
soran a hatarok is transzformalodnak, nem kell visszatérniink az eredeti valtozora. Els 1épéskent
elvegezzik a helyettesitést:

:> Int (sqrt(ln(x+sqrt(1+x*2))/(1+x*2)) ,x=0..2)=changevar (t=1n (x+ (1+
x*2)*(1/2)) ,Int(sqgrt(ln(x+sqgrt(1+x*2))/(1+x*2)) ,x=0..2) ,t);

f\/ln x + 1+x ) dx=fln(2+ﬁ)\/; 4 (3.15)
1 +x° 0

[Szémitsuk ki az integral erteket:
> lhs (%)=value(rhs (%)) ;

f\/ln e/ 1422) dx=§ln(2 445 )7 (3.16)

1+x

[Az integral erteke kozelitoleg
> lhs (%)=evalf (rhs (%)) ;

f\/ln v /142 dx = 1.156365321 (3.17)
1-|—x

>




