Differencialegyenletek II.

=/ Masodrendii differencialegyenletek

| A masodrendi differencialegyenletek altalanos alakja.
F(x,y,y',y") =0.
Ha y" kifejezhetd, akkor az explicit alak jelolésére az
y'"' =1(x,y,y")
szimbolumot hasznaljuk.
Az altalanos masodrendii differencialegyenlet megoldasara véges szamu integralason alapul6d
mobdszer nem ismeretes. Specialis esetekben azonban 1éteznek eljarasok ezen egyenletek
| megoldasara.

B Hianyos masodrendi egyenletek
Valamely masodrendii differencidlegyenletet akkor neveziink hidnyosnak, ha az x, y, y' koziil
legalabb az egyik hianyzik beldle.
1. F(x,y'")=0, azaz y és y' hidnyzik. Ha a differencidlegyenlet

y' = f(x)
alakra hozhatd, akkor az altalanos megoldas kétszeri integraldssal adodik.
[ > restart:
[> £:="f':1y:="y':
T > de:=diff (y(x),x$2)=f (x) ;

2

de :ZEy(x) =f(x)

: > dsolve(de,y(x));

y(x) = fjf(x) dxdx+ Clx+ C2

| Az altalanos megoldas kétparaméteres gorbesereg.
" PELDA. Oldjuk meg az y'" =x In(x) egyenletet!
Megoldas. Az egyenlet kétszeri integraldssal oldhatd meg:
> de:=diff (y(x) ,x$2)=x*1n(x) ;

2

de :Zgy(x) =xIn(x)

> dsolve(de,y(x));
1, 557
y(x)=—xIn(x)-——+ Clx+ C2

6 36
7 > partmegold:=dsolve({de,y(5)=3,D(y) (3)=5},y(x));
partmegold :=
y(x)=lx3 ln(X)—S—XBJr(g—glnG jx—ﬂ—glnﬁhﬁln@)
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| > f:=x->rhs (partmegold) ;
f:=x — rhs(partmegold)
> £(x);
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| > plot(f(x) ,x=0.1..6,title="A partikularis

megoldas  , thickness=2) ;
A partikularis megoldas
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2. Az F(x,y',y'") = 0 alaku masodrendii differencidlegyenletbdl az y hianyzik Ekkor az
y' =p(x) helyettesitést alkalmazzuk. Ekkor y'" = p'(x). Ezeket az egyenletbe helyettesitve
az

F(x,p,p")=0

elsérendii egyenlethez jutunk. Tehat az F(x,y',y'") = 0 hianyos masodrendi
differencidlegyenlet megoldéasat az
F(x,p.p) =0 ¢ésaz y'=p(x)

elsdrendi egyenletek megoldésara vezethetjlik vissza.
PELDA. Oldjuk meg az

xy"-y' =x*
differencidlegyenletet! Adjuk meg az y(1) =2, y'(1) = 3 kezdeti feltételeket kielégitd
megoldast is!
MEGOLDAS. A differencialegyenletb6l y hianyzik. Tehat a helyettesités:

y'=px); y"=plkx),



sigy az

xp'(x)-p(x) = x°
elsérendi, linearis, inhomogén egyenlethez jutunk Ezt az allandé varialasaval oldjuk meg.
Adodik, hogy

y' = p(x) =x+ c X.

Ebbdl integralassal:
3 2
2 X aX
y=Jx +c1xdx=3+ 5 +c,
y'(1)=3, igy3=1"+¢, 1 ,ebbél ¢, =2,
1’ 217 2

y(1)=2,igy 2=?+

A keresett partikuldris megoldas:
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_ Oldjuk meg a feladatot Maple-vel is!
[ > y:="y'
[ > de:=diff (y(x),x$2) *x-diff (y(x),x)=x"2;

d _(d_z j (i J_ 2
7 e .= dx2Y(X) X — dxy(x) =X
| > partmegold:=dsolve({de,y(1)=2,D(y) (1)=3},y(x));

1, 5, 2
partmegold = y(x) =§x + X +§

[ > assign(partmegold) :
> plot(y(x) ,x=-3.5..2.4,title="A partikularis
megoldas ", thickness=2) ;



A partikularis megoldas

>
- 3.F(y,y',y'") = 0, vagy explicit alakban y'' = f(y,y'). Ebbdl az egyenletbdl az x hianyzik.
Ekkor az y' = p(y) helyettesitést alkalmazzuk. Hatarozzuk meg az y"-t is!
Az y az x (vagy mas) valtozo fiiggvénye, tehat az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalyat
alkalmazzuk:
y'' = dy'/dx= dp(y)/dy*dy/dx = dp(y)/dy*y" = dp(y)/dy*p(y),
azaz rovidebben:

w_9p
’ y dy p
Igy az 0j egyenlet
dp(y)/dy*p(y) = f(y,p(¥)),
s ez mar elsorendii egyenlet.
PELDA. Oldjuk meg a kovetkezd differencialegyenletet:
yy'+(@y)"2=0,
vagy mas szimbolumokkal felirva

—yl+|ry]| =0
y o y ox y
MEGOLDAS: A differencialegyenletbdl az x hianyzik, tehat a fenti helyettesitésekkel:

y dp(y) p(y)
p =—p(»)’,
%
1. Ha p(y) = 0, akkor y' = 0, azaz y = ¢, s ez lathatdéan megoldas.
2. Ha p(y) # 0, akkor osszuk el az egyenlet mindkét oldalat p(y)-nal, s irjunk a szokasnak
megfelelden rovidebben p-t, s valasszuk szét a valtozokat!



p Y
integralva:
1 1
—dp=|T"dy,
p
ebbol
1
ln(ﬁjzln(—j,
¢ y
azaz:
€
pP="">,
Y

a helyettesités alapjan:
€
y'= 7 (c,20)
Ez szétvalaszthat6 valtozoju differencidlegyenlet ( Mindig igy jarunk el, tehat nem
integralhatunk kozvetlentil!):
ydy=c, dx,

fy dy = jcl dx,
2
Y

2
vagy masképpen irva:

y=2¢|x+—|,
¢

ez pedig parabolasereg, melynek tengelye az x-tengely.
Oldjuk meg az egyenletet Maple-vel is:

[> y:='y':

> de:=y(x) *diff (y(x) ,x$2)+diff (y(x) ,x)*2=0;

s ebbol:

=c,x+c,,

2

2
d
de = }'(X)(dx2 y(x)J+(dx y(X)J =0
> altmegold:=dsolve(de,y(x));

altmegold .= y(x) =0, y(x) :«/2 x Cl+2 C2,y(x)= —v\/Z x Cl+2 (2
A Maple explicit alakban adta meg a megoldasokat!
Adjuk meg a kdvetkezd peremfeltételeket kielégité megoldast:
y(1)=1; y(4)=9.
| > y:="y':
> partmegold:=dsolve({de,y(1)=1,y(4)=9},yv(x));

4240 x — 231

partmegold = y(x) = 3

E > assign (partmegold) :



| > zh:=solve(y(x) ,x);

zh =—

80
| > plot(y(x) ,x=zh..6,thickness=2,color=magenta,title="A
partikularis megoldas’) ;
>
A partikularis megoldas
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