Differencialegyenletek III., tobbvaltozos fiiggvények

=/ Masodrendii linearis differencialegyenletek

B Alland¢ egyiitthatés homogén egyenletek

Az allando egyiitthatos homogén masodrendii linedris differencidlegyenlet altalanos alakja:
ay"+by'+cy=0, (€3]

ahol a, b, ¢ allandok.

Az egyenlet altalanos megoldasanak megadédsahoz elegendd két partikularis megoldast

meghataroznunk. Ezeknek azonban linearisan fiiggetlen megoldasoknak kell lenniok. Mit

jelent a linearis fliggetlenség?

DEFINICIO. Az y,(x) és az y,(x) fliggvények linearisan fliggetlenek, ha

¢, ¥,(x) + ¢, y,(x) =0 akkor és csak akkor teljesiil, ha ¢, = ¢, = 0 (¢, és ¢, allandok)

, 5x
PELDA.Azy, =€ ¢ésazy, = e( ) fiigvények linearisan fiiggetlenek, ui. ;ha

(5x)
c,€+c,e =0,
és pl. ¢, # 0 teljesiilne, akkor
¢ (4x)
——=e
)

kovetkeznék, ami ellentmondas, hiszen a baloldal 4llando, a jobboldal viszont nyilvdn nem
az.
TETEL. Ha ¥,(x) ésy,(x) az (1) egyenlet két linearisan fliggetlen megoldasa, akkor az
egyenletnek megoldasa az
y=cy(x)+ ¢, y,(x)
fiiggvény is (y azy,(x) és az y,(x) linearis kombinacidja).
BIZONYITAS. Egyszerti helyettesitéssel torténik.
Igazolhato, hogy a tételben szerepl6tdl kiikonbozo megoldéasa nincs az (1) egyenletnek.
A tétel szerint elég két fiiggetlen megoldast megkeresniink.
A megoldds menete:

A partikularis megoldast y = e(X g alakban keressiik, mert az exponencialis fiiggvény az
egyetlen, amely a derivaltjaival aranyos:

[ > restart:

| > de:=diff (y(x) ,x)=lambda*y (x) ;

d
de :Zd—y(x) =Ay(x)
X

: > dsolve(de,y(x));

(A x)
y(x)= _Cle

>

N Ax Ax
Ha y(x) = e( ), akkor y'=A e( : és y'"'=A
Ezeket behelyettesitve:

2 (Ax)
e .




2 (Ax) (A x) (Ax)
¢ (Y ¢ =

ai +b A +c 0,

azaz

e (ariebrre)=0,

¢és ez csak ugy allhat fenn, ha
al+bh+c=0.
Ez a méasodfoku egyenlet a differencialegyenlet karakterisztikus egyenlete,amelybdl A
kiszamithatd.A karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsatol fiiggéen harom esetet
kiilonboztetiink meg:
l.eset: Ha a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa pozitiv, akkor két kiilonb6z6 valos
gyoke van az egyenletnek (legyenek ezek A, és A, ), tehat az egyenlet két linearisan
fiiggetlen megoldasa felirhato
(Xlx) (kzx)
y =e , Y, =€
alakban és az altalanos megoldas
(A, x) (A, x)
1 2
y=c,e +c,e
2.eset: A karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa nulla, akkor az egyenletnek egy
kétszeres (két egyenld) valos gyoke van, legyen ez A, €s most csak egy partikularis
megoldaés irhato fel, mégpedig

(A x)
yy=e .

A differencidlegyenletnek egy masik, azy,-tdl fiiggetlen megoldasa példaul az allando
varialasaval kereshetd meg, €s

(A x)
y,=xe
alakt. Az egyenlet altalanos megoldésa igy
(A2 MY x
y=c,e +c,e =e (¢, +¢,x)

alaku.

3.eset: ha a karakterisztikus egyenlet diszkrimindnsa negativ, akkor az egyenletnek két
(konjugalt) nem valds komplex gyoke van, legyenek ezek A, =a+BIésh,=a—PB I
Ekkor a két linedrisan fliggetlen partikularismmegoldas:

(ax (ox

y =e ) cos(Bx) ill. y,=e 0 sin(f x),
¢s az altalanos megoldas:

y= e(ax) (¢, cos(B x) + ¢, sin(P x)).
PELDAK:
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket:
L.y"-y'-6y=0; 2. y"-8y'+16y=0; 3. 4y" +4y'+37y=0.
Ellendrzésként felhasznalhatjuk az alabbi Maple-megoldéasokat.
> del:=diff (y(x),x$2)-diff (y(x),x)-6*y(x)=0;

& d
del := EY(X) - ay(x) -6y(x)=0

> dsolve(del,y(x));

3x -2x
yo)= Cle Vv c2e Y



> de2:=diff (y(x),x$2)-8*diff (y(x),x)+16*y(x)=0;

d d
de2 = Ey(x) -8 ;y(x) +16y(x)=0

> dsolve(de2,y(x));

(4x) (4x)
y(x)= Cle + C2e x

> de3:=4*diff (y(x) ,x$2)+4*diff (y(x) ,x)+37*y(x)=0;
2

d
de3 =4 [E y(x)j +4 (; y(x)j +37y(x)=0

> factor (dsolve(de3,y(x)))
S

L y(x)=e (_ Clsin(3x)+cos(3x) C2)
PELDA. Egy pont akkor végez csillapitatlan rezgémozgast, ha a gyorsuldsa aranyos az
elmozdulésaval, de azzal ellentétes irdnyu. Ilyen mozgast végeznek jo kozelitéssel pl. a
megpenditett hangvilla pontjai. Hatarozzuk meg az elmozdulast, mint az id6 fiiggvényét!
MEGOLDAS.
A csillapitatlan harmonikus rezgémozgas differencidlegyenlete
i y(®" = —oy(b.
[ > de:=diff (y(t),t$2)=-omega*2*y(t) ;

dz

de = y(1) =~ y(1)
dr’

> dsolve(de,y(t))
>
i y(t)= Clsin(owt)+ C2cos(wt)
| Legyen at =0 (kezdeti id6pontban a pont kitérése y(0) = 0 és a sebessége y'(0) = 0. Adjuk
meg a kezdeti feltételeket kielégitd megoldast!
> y:="y':
> dsolve({de,y(0)=0,D(y) (0)=v0},y(t));

J(1) = v0 sin(® t)

| Nézziikk meg most mindezt mas kezdeti feltételekkel!
[ > x:="x":
[ > DEl:=dsolve ({diff (x(t),t$2)+64*x(t)=0,x(0)=1,D(x) (0)=0},x(
)’
>
DEI :=x(t)=cos(81)
| > assign(DE1l) :
> x(t);

> plot(x(t),t=0..Pi/2);

cos(8 1)
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B Alland¢ egyiitthatés inhomogén egyenletek. (A préobafiiggvény modszere)

Az
ay" + by' + cy = f(x)
inhomogén differencidlegyenletet a hozza tartozo
aY"+bY'+cY =0
homogén egyenlet megolddsanak felhasznalasaval adjuk meg. Az inhomogén egyenlet
altalanos megoldasat a homogén egyenlet altalanos megoldasanak (Y) és az inhomogén
egyenlet egy partikularis megoldasanak (y,) 6sszegeként kapjuk meg.
A homogén egyenlet megoldasmdédjat az eldzokben mar megismertiik, most az inhomogén
egyenlet partikularis megoldasanak megkeresését ismertetjiik. Ez konnyti akkor, ha az f(x)
un. zavar6 fliggvény specialis alaka, mégpedig
- polinom,
- exponencialis fiiggvény,
- sin(ax+p),cos(ax+f) vagy
ezek Osszege, szorzata, 0sszegének szorzata, szorzatanak Osszege.
Ekkor ui. az inhomogén egyenlet y, partikularis megoldasat ugyanolyan tipusu fliggvénynek
tételezziik fel, mint amilyen a zavar6 fliggvény, csak az egytitthatokat tekintjiik




ismeretleneknek.(probafiiggvény). A feltételezett fiiggvényt és derivaltjait a
differencidlegyenletbe helyettesitve azonossagot kapunk, amelybdl az egytitthatok
kiszamithatok. Ugyelni kell arra, hogy pl. polinom alaka zavar fiiggvény esetén a
probafiiggvénynek tartalmaznia kell a polinom legnagyobb kitevdjii hatvanyanal kisebb
kitevéjt hatvanyat akkor is, ha ezek valamelyike a zavaro fiiggvénybdl hianyoznék.
Hasonloképpen, ha a zavar¢ fiiggvény csak sin(o x + 3) vagy csak

cos(a x + B), akkor is a probafiiggvény A sin(ax + 3)+ Bcos(ax + ) alakban
keresendd!

Kiilon meg kell emliteni a rezonancia esetét. Ha a homogén egyenletaltalanos megoldasanak
valamely tagja (egyiitthatotol eltekintve) megegyezik a zavar6 fliggvénnnyel(vagy valamely
tagjaval), akkor rezonanciarol beszéliink.Ebben az esetben a zavarofiigvény alapjan felirt
probafliggvényt, vagy annak valamely tagjat meg kell szorozni x-szel.

PELDA. Oldjuk meg a kovetkez egyenletet:

y'+5y +4y=3-2x-x.

MEGOLDAS.
Az Y"+5Y'+4Y =0 homogén differencidlegyenlet karakterisztikus egyenlete
AV +5A+4=0.
Ennek gyokei A, =—4, A, =-1, igy a homogén egyenlet altalanos megoldasa:

(—4x) (—x)
Y= c e +c,e .

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat a probafiiggvény modszerével
V=4 X +Bx+C
alakban keressiik, ahol A, B és C ismeretlen egyiitthatok. Ekkor
Yo =2Ax + B,
Vo' =2A.
Ezeket az eredeti egyenletbe helyettesitve a
2A+5(2AX+B)H4 (A +Bx+C)=3-2x-x
azonossagot kapjuk, ami csak ugy allhat fenn, ha

44=-1,
104+4B=-2,
2A+5B+4C=3.
Az egyenletekbdl
1 1 23
A=-—;B=—"; C="_.
4 8 32

fgy a partikularis megoldas

X x 23
=——+_"+__,
IR
¢s az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

=Y+y,=C e 4cC e(_X)—x—2+£+§
YRR : 478" 32



