A hatarozott integral fogalma, Kiszamitasa, muveleti
tulajdonsagai

V Integralkozelito osszegek

V Beosztas

Definicio
Haa < b és

a=x0<x1<x2...<xn_1

<x,=b, (1)

akkor az [ a, b] intervallum zart részintervallumainak

[xl._ 1 xl.] (=1,2,...,n)
halmazat az [a, b ] intervallum beosztdsanak, az (1)-beli pontokat a beosztas osztdspontjainak
nevezzik. Az [a, b] intervallum valamely beosztasat ‘0’ finomsaginak mondjuk, ha a beosztashoz
tartozo részintervallumok mindegyike legfeljebb ‘0" hossziisagu.
Megjegyzések

- az [a, b] intervallumot nem feltételiil egyenld hosszusagu részekre osztjuk fol;
- az [a, b] intervallum folosztasa végteleniil sokféleképpen elkészithetd;

- az osztdpontok szamat ndvelve nem feltétleniil finomodik a beosztas;

-Hab < a, akkor a ‘Ax7x; —x; _ | negativ.

V Reprezentansrendszer

Definicio
Legyen megadva az [a, b] intervallum valamely B beosztasa az
a=x, <x<x,...<x,_; <x,=b

osztaspontokkal, és legyen ‘€', az [x.

SN xl.] intervallum tetszoleges pontja. (i=1,2,...,n)

ATE,,C,, ...,C ] véges szamsorozatot a B beosztas reprezentansrendszerének nevezziik.

V Az integralkozelitd 6sszeg fogalma

Definicio

Legyen az f az [a, b] intervallumon legfeljebb véges szamu pont kivételével mindeniitt
értelmezett korlatos fiiggvény, tovabba legyen B az [a, b] intervallum valamely beosztasa az
a=x, <x<x,...<x,_, <x, =b
osztaspontokkal és legyen
[‘&‘1, \gxzj o ,\gxn]

a B beosztas valamely reprezentansrendszere. Az f fiiggvény altal a kivalasztott '€, helyeken




\4

felvett fliggvényértékeket szorozzuk meg a megfeleld
‘Axx; — x; _ | kiilonbséggel €s az igy nyert f( &l) (%=X _1) szorzatokat 0sszegezziik:

J(S1) (a=x)H/(S2) (—x) (8 (—x-1) T H(C) (%—%-1)
vagy roviden

L=20(%) (= n-0)
iz
Osszeget az f fliggvényhez, a B beosztashoz és a [, '€, ..., '€ ] reprezentansrendszerhez
tartozo integralkozelitd osszegnek nevezziik. A fenti modon elkészitett integralkdzelitd
Osszegeket Riemann-osszegeknek is nevezik.
Ha valamelyik ‘€', helyen f nincs értelmezve, akkor f( ‘&‘i)-ként tetszoleges, de a tovabbiakra

rogzitett valos szdmot vehetiink.

A hatarozott integral fogalma

Az eldzokben leirtak alapjan olyan sorozatokat képezhetiink, amelyeknek minden eleme annyi taga
0sszeg, amennyi az elem indexe:
I =1 ‘tvl) ‘A'x,, ahol 'Ax,=b—a
L =f( &1) A x +f( &2) ‘A’ x5, ahol’A" x A" x,=b —a;
A =f( &1) A x1+f( &2) AR S f( &n) ‘A x,ahol’A" xHAT x,+ .. +A x,=b—a
Azl, L, ...1,.. sorotat végtelen sok véltozatban elkészithetd. Ez azért van igy, mert egyrészt a
beosztassorozat végtelen sokféle, masrészt adott beosztassorozat esetén a ‘€', értékeket végtelen

sokféleképpen valaszthatjuk meg
A kovetkezokben a beosztasok €s az integralkozelitd 6sszegek sorozatairdl lesz sz6, majd definidljuk
a hatarozott interal fogalmat
Definicié
Legyen a [B n] az [a, b] intervallum beosztasainak sorozata, ¢és jelolje ‘0’ , aB, beosztast alkoto
részintervallumok hosszisaganak legkisebb felsd korlatjat. Akkor mondjuk, hogy a [Bn]
beosztassorozat minden hataron til finomodo, ha
lim 6, =0.
n— o

Definicio

Legyen az f az [a, b ] intervallumon legfeljebb véges szamu pont kivételével mindeniitt értelmezett
korlatos fliggvény.
Képezziik az [a, b] intervallum beosztasainak minden hataron tal finomodé B, beosztassorozatait €s

a hozzajuk, valamint az f* fliggvényhez tartoz6 integralkozelitd dsszegek I, sorozatait.
Ha valamennyi / sorozat a beosztassorozat €s a reprezentansrendszerek valasztasatol fliggetlentil

konvergens ¢és hatarértéke ugyanaz a szam, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény az [a, b ]
intervallumon integralhatoé és az [a, b ] intervallumon vett hatarozott integralja ezen hatarértékkel
egyenlo:



Az a és a b az integralas also ill. felsd hatéra.

Megjegyzés

A fenti definiciot Bernhard Riemann (1826-1866) német matematikus fogalmazta meg, ezért
Riemann-integralként szoktuk emlegetni.
| Riemann-integral

\ 4

\ 4

V A hatarozott integral 1étezésének feltételei

Sziikséges feltétel
A hatérozott integral 1étezésének sziikséges feltétele:

Az f fliggvénynek az [a,b] zart intervallumon korlatosnak ¢s az [a,b] minden pontjaban
értelmezettnek kell lennie.

Megjegyzeés: Esetleg megengedhetd, hogy az intervallum véges sok pontjaban ne legyen
értelmezve a fliggvény.

Sziikséges és elégséges feltételek

A sziikséges és elégséges feltétel definicioként szolgalhat. A hatarozott integral alabbi két
definicidja egyenértékil az eredeti definicidval. Ez azt jelenti, hogy ha egy fiiggvény hatarozott
integralja 1étezik a harom definicié barmelyike szerint, akkor l1étezik a masik kettd szerint is.
Definicio II.

Legyen az f fliggvény az [a,b] intervallum minden pontjaban értelmezett, korlatos fiiggvény.

Ha az [a,b] intervallum tetszdleges, minden hataron tal finomodé beosztassorozatahoz tartozo
n

Sy = 1f( ml.) A, =f( m; )‘A‘x1 +f( mz)‘A‘x2+. . .+f( m, ) Ax,
iz
also integralkozelitd osszegek sorozatanak (ahol m; az [x; _ |, x;] intervallumon az f fliggvény
értékeinek pontos alsé hatara) és a

N

Sy =2 f(M;) KX =f(My) K (M) Kxph 4 f(M, ) A

n

felsd integralkozelitd osszegek sorozatianak (ahol M. az [x; _ |, x;] intervallumon az f fliggvény
ertekeinek pontos felsd, m; pedig also hatara) 1étezik kozos hatarértéke, akkor ezt a hatarertéket
az f fliggvény [a,b] intervallumra vonatkozo6 hatarozott integraljanak nevezziik, azaz:

n n b
Jim, 5, =2 flm) K s, S,= D fi) M| fo
ahol n_)‘w‘max(A(xi)) =0.

A fenti definiciot Gaston Darboux (1842-1917) fogalmazta meg el8szor, igy s, 6sszegeket also, a



S, Osszegeket felsd Darboux-Osszegeknek, a most definialt integralt pedig Darboux integralnak
nevezik.

\ 4 Eljarasok a Darboux-isszegek szemléltetésére

A Darbouxalso és a Darbouxfelso eljarasok az also- ill. felsd Darboux-0sszegeket
szemléltetik. Paramétereik rendre: f: a fliggvény, a,b: az integralés also- ill. felsé hatara, n: az
osztopontok szama.

> f:=x->x/(x"2+1);

fi=x— (3.2.1.1)

x2+1

111

> Dar bouxal so: =proc(f, a, b, n)

| ocal h, Raj zok, ni ni, kp, vp, poli, kep, i, fv;

Raj zok: =NULL.:

h: =(b-a)/ n;

for i from1 to n do
kp: =a+(i-1)*h: vp: =a+i *h:
nmi ni : =eval f (i nim ze(f(x), x=kp..vp)):
poli:=[[kp, 0], [vp,0],[vp,nini], [kp, mini]];
kep: =pl ot s[ pol ygonpl ot ] ( pol i, col or=pl unj :
Raj zok: =kep, Raj zok
od:

fv:=plot(f(x),x=a..b, col or=bl ue, t hi ckness=2):
> pl ot s[ di spl ay] ({Raj zok, fv});

| > end:
> Darbouxal so(f, 0, 2, 20) ;

VVVVVVVVVVYV
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> Darbouxal so(f, 0, 2,40);

1,0

1,5

2,0



\h>bb
i SN
S
S
0,4 B
0,3
0,2
0,1
0 |
O 0,5 130 135 2)0

X

Lathatéan a lila szing téglalapok , amelyeket beirt téglalapoknak neveziink, most az eldzonél
finomabban kozelitik meg a fiiggvény alatti sikidomot, teriiletosszegiik pedig a gorbe alatti

| teriiletet.

B

(A" Darboux_felso'(f,a,b,n) eljaras a koriilirt téglalapokkal val6 kozelitést szemlélteti.

Dar bouxf el so: =proc(f, a, b, n)
| ocal h, Raj zok, maxi, kp, vp, poli, kep, i, fv;
Raj zok: =NULL.:
h: =(b-a)/ n;

for i from1 to n do
kp: =a+(i-1)*h: vp: =a+i *h:
maxi : =eval f ( maxi nmi ze(f(x), x=kp..vp)):
poli:=[[kp, 0], [vp, 0], [vp, maxi], [kp, maxi]];
kep: =pl ot s[ pol ygonpl ot] ( pol i, col or =bl ue) :
Raj zok: =kep, Raj zok
od:

fv:=plot(f(x),x=a..b,thickness=2):

pl ot s[ di spl ay] ({ Raj zok, fv});

VVVVVVVVVVYVYVYV



L> end:
> Darbouxfel so(f, 0, 2, 20);

0,5 1

0,1

0 0,5 1,0 1,5 2,0
x

>
\ 4 Eljarasok a Darboux-osszegek kiszamitdasdra
A Darboux_also ¢s a Darboux_felso eljarasok az also- ill. felsé Darboux-0sszegeket

szamitjak ki. Paramétereik rendre: f: a fliggvény, a,b: az integralés also- ill. fels6 hatara, n: az
osztopntok szama.

> Darboux_al so: =proc(f, a, b, n)
| ocal kp, vp, ni ni, Osszegq, al sokoz, i, h;
Osszeg: =0:
h: =(b-a)/n:
for i from1 to n do
kp: =a+(i-1)*h: vp: =a+i *h:
m ni : =eval f (m ni nm ze(f(x), x=kp..vp)):
Osszeg: =0Osszeg+ni ni * h;
od:
end:

VVVVVVVVYV




Dar boux_f el so: =proc(f, a, b, n)
| ocal kp, vp, naxi, Osszeg, al sokoz, i, h;
Osszeg: =0:
h: =(b-a)/n:
for i from1 to n do
kp: =a+(i-1)*h: vp: =a+i *h:
maxi : =eval f ( maxi m ze(f(x), x=kp..vp)):
Osszeg: =Osszeg+maxi * h;
od:
end:

VVVVVVVVVVYV

“a beirt téglalapok teril et 6sszege =Dar boux_al so(f, 0, 2,
20);
a beirt téglalapok teriiletosszege =0.7737847762 3.2.2.1)

> "a korulirtirt téglal apok terlil et dsszege' =Dar boux_fel so
(f,0,2,20);
a koriilirtirt téglalapok teriiletosszege = 0.8337847762 3.2.2.2)

>
S végiil a harmadik megfogalmazas:
Definicio I11:

Legyen az f fliggvény az [a,b] intervallum minden pontjaban értelmezett, korlatos fiiggvény.
Ha az [a,b] intervallum tetszdleges, minden hataron tul finomodo beosztassorozatahoz tartozé

‘Q‘(n)=i21 (M) —f(m;)) "8 (x;)

oszcillacios 6sszegek sorozatainak a beosztassorozat osztopontjainak kijelolésétol fliggetlentil
mindig 0 a hatarértéke ,akkor az f fiiggvényt az [a,b] intervallumon integralhatonak mondjuk.
Jelekkel:

lim "Q'(n)=lim _ i(f(M.) —f(m)) &(x,)[=0

n— o n— o 1 l

\ 4 Eljaras az oszcillacios osszeg szemléltetésére és felso becslésére
> x:='x":
> vith(plots):
> f:=x->exp(x)/4-1/2;
1

f:=x—>% e — B (3.2.3.1)
> oszci:=proc(f,a,b,n)
> gl obal k, oszckorl at;
> | ocal h, Raj zok, hossz, maxi, nm ni, val, kp, vp, pol i, kep, kep1,
i, fv, pont, oszl op;
> Raj zok: =NULL.:
> h: =(b-a)/ n;




V VVVYV

VVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYV

vp: =a: k: =0;
hossz: =0;
whi l e vp+h<=b do
val : =eval f(rand()/10*2); k:=k+1:
kp: =vp: vp: =kp+val * h:
if (vp-kp)>hossz then hossz: =vp-kp: pont:=kp: fi;
maxi : =eval f ( maxi m ze(f(x), x=kp..vp)):

nmi ni : =eval f (i ni m ze(f(x), x=kp..vp)):
poli:=[[kp,mini],[vp,mni],[vp, maxi], [ kp, maxi]];
kep: =pol ygonpl ot ( pol i , col or =bl ue) :

Raj zok: =kep, Raj zok
od:
if vp<b then val:=evalf(rand()/10*2);

k: =k+1;
maxi : =eval f ( maxi m ze(f(x), x=vp..b)):

m ni : =eval f (i ni nmi ze(f(x), x=vp..b)):
poli:=[[vp,nmini],[b,nini],[b, mxi], [vp, mxi]];
kep: =pol ygonpl ot ( pol i , col or =bl ue) :

Raj zok: =kep, Raj zok fi;
fvi=plot(f(x),x=a..b):
oszl op: =[[pont,f(a)], [ pont +thossz, f(a)], [ pont +thossz, f
(b)1,[pont,f(b)]]:
kep1: =pol ygonpl ot ( oszl op, col or=yel | ow) :
oszckorl at : =eval f (hossz*(f(b)-f(a))):
di spl ay( {Raj zok, fv, kep1}) ;
end:
oszci(f, 0, 2, 30);



> 1 épésszani =k;
lépésszam =75 (3.2.3.2)

> " Az oszcill aci 6s osszeg fel so becsl ése” =oszckorl at;
Az oszcillacios osszeg felso becslése=0.1013342480 (3.2.3.3)
>

A harom definicio egyenértékii, azaz barmelyikiik alapjan ugyanazon fiiggvények bizonyulnak
integralhatonak.Ez azt jelenti, hogy barmelyikiik teljesiilése maga utdn vonja a masik kettd
teljesiilését. Tehat, ha valamelyiket elfogadjuk kiindulé definicioként, akkor megmutathatd, hogy
a masik ketto feltételei teljesiilnek, vagyis azok alapjan is integralhato a fiiggvény. Ezért ezek
barmelyike az integralhatdsag sziikséges és elégséges feltétele.

Azért van sziikség mindharmdjukra, mert mas-mas oldalrol vilagitjadk meg az integral fogalmat, s
bizonyos tulajdonsagok vizsgalatanal az egyik, mig maskor a masik definicid segit.

V Elégséges feltételek

Az elégséges feltételek az integralhatd fiiggvények nevezetes osztalyait jeldlik ki.

Tétel
Az [a,b] zart intervallumon folytonos fiiggvény integralhaté. (az [a,b] intervallumon.)




Bizonyitas

A tételt a folytonos fliggvények egy tulajdonséagat elfogadva, s a szemléletre is alapozva
igazoljuk. Az idézett tulajdonsag: Az [a,b] zart intervallumon folytonos fiiggvény az [a,b]-n
egyenletesen folytonos, azaz tetszdleges 0 < ‘€' szamhoz van olyan 0 < '3’ ,hogy ha

by — ) < '0', akkor |f(x1) — f( ) < ‘e’. Ez a tulajdonsag erdsebb a kiizonséges folytonossagnal,

azt jelenti, hogy az [a,b]-n létezik univerzalis '0', amelynél egymastol kevesebbel eltérd
valtozdértékekhez tartozo fliggvényértékek az eldre adott '€-nal kevesebbel térnek el egymastol.
Legyen ‘>0 tetszdleges, a beosztassorozat minden hataron tal finomodo. Ekkor van olyan ‘8>0,
hogy barmely részintervallumban a részintervallumbol vett tetszoleges x, _ | €s x; valtozoértékekre

(%) —S(xi_ 1) < €, ezért

Tétel
Az [a,b] zart intervallumon monoton fiiggvény integralhaté. (az [a,b] intervallumon.)

- Az eldzdknél "enyhébb" feltétel is elegendd a hatarozott integral 1étezéséhez:

Tétel
Ha az f fiiggvény az [a,b] zart intervallumon korlatos és véges sok szakadasi helye van, akkor
integralhat6 az [a,b]-n.

Megjegyzés: Még ennél kevesebb is elegendd: pl. megszamlalhatoan végtelen szakadasi hely
esetén is integralhatd a korlatos fliggvény.

Példa

{A fliiggvény az [a,b] intervallumon nem folytonos, de mindeniitt értelmezett €s van hatarozott
| integralja}:

> f:=x->piecew se(0<=x and x<=1, x*2, 1<x and x<=2, - (x-2) *2);
f:=x—>piecewise(0 <xand x < l,xz, l <xand x <2, -(x —2)2) 3.3.1)

> "f(x)"=f(x);

+ 0<xandx <1

f(x)= (3.3.2)
“(-24x)? 1<xandx<2

7> pl ot (f(x), x=0.. 2, di scont =t rue, col or=bl ue, t hi ckness=2) ;




1,0

0_
-0,5 -
-1,0 =
7> Int(f(x),x=0..2)=int(f(x),x=0..2);
2
2 0<xandx<1
dx=0 (3.3.3)
“(-24x)? 1<xandx<2
70

'Nem lepddiink meg kiilondsebben, hogy 0 az integral szamértéke, hiszen a fiiggvény grafikonja
kozéppontosan szimmetrikus az [1,0] pontra, az x tengely alatti és feletti gorbe alatti idomok

| egybevagodak. Nézziik meg az oszcillacios ossszegeket is.

V A hatarozott integral muveleti tulajdonsagai

1) Az integral értelmezésével 6sszhangban megallapodunk abban, hogy minden valds a szdmra és
minden f valds fliggvényre:

Jaf(x) dx =0.

> f:="f':ra:="a'";
> Int(f(x),x=a..a)=int(f(x),x=a..a);



F(x) dx=0 @.1)

>

2) A kovetkezd definicioval olyan hatarozott integralnak is értelmet adunk, amelyben a felsd hatar
kisebb az als6 hatarnal.

Definicio

Barmely a < b val6és szampar esetén megallapodas szerint

j:ﬂx) dr=- [ fix) dx,

feltéve, hogy a jobb oldalon all6 integral 1étezik.
3) Ha az f fliggvény az [a,b] szamk6zon integralhat6 és c tetszoleges valds szam, akkor integralhato
az [a,b] szdmkozon az f fliggvény c-szerese is, mégpedig

Jc fix)dx=c Jbﬂx)dx

a a

adodik, az R, sorozat vélasztasatol fliggetleniil. Ez pedig éppen a tételben felirt képlet helyességet
jelenti.

4)Haaz f és a g fiiggvények integralhatok az [a,b] szamkozon, akkor Osszegfliggvényiik is
integralhat6 az [a,b] intervallumon, mégpedig
b

jﬂx>+g(x)dx=jl}tx>dx+jg(x)dx.

a a a

Az eldz0 két tétel tartalmat egyesiti a kovetkezd, az integral linearitasat kifejezd szabaly:
5)Ha az f és a g fliggvények integralhatok az [a,b] szamkozon, ‘o és B tetszdleges valds szamok,
akkor az'a’ f(x) + B g(x) fiiggvény is integralhatd az [a,b] szamko6zon és
b b b
[ 0 +B gwitv=a [fvyav+B [gwxax

a a a

6) Ha f integralhat6 az [a,b] intervallumon, akkor integralhat6 az [a,b] barmely [c,d]
részintervalluman is.

7) Ha az f fiiggvény az a, b, ¢ szamokat magéaban foglal6é szamkozon integralhatd, akkor
b

Jf(x)dx+4[i‘(x)dx=ff(x)dx

a b



A kovetkezd tétel a hatarozott integral értékére ad also és felsd korlatot:
8) Ha az egyvaltozods valos f fiiggvénynek az [a,b] szamk6zon

als6 korlatja az m,

felso korlatja a M
szam, ¢és az f fliggvény az [a,b] intervallumon integralhatd, akkor

b
m-(b—a) SJ f(x)dx < M-(b—a)

a

9) Az eld6z0 tétel alapjan konnyen bizonyithatjuk a folytonos fiiggvények hatarozott integraljara
vonatkoz6 - gyakran alkalmazott - tételt, amelyet az integralszamitas kozépérték tételének
neveznek:

Tétel

Ha az egyvaltozds valos f fiiggvény az [a,b] szamkozon folytonos, akkor van olyan €' az [a,b]
szamkozben, hogy:

b

£(8)-(b=a) = | fx)dx

a

Bizonyitas:

Az eldz0 tétel alapjan
b

m-(b—a) SJ f(x)dx < M-(b—a)

a

ahol m ill. M az f als¢ ill. felsd korlatja az [a,b] szdmk&zon. Mivel f folytonos az [a,b]-n, ezeket az

értékeket fel is veszi. Az eldz0 egyenldtlenségsort
b

| reoa

a

m < <M

(b—a) —

alakban is felirhatjuk. Az [a,b] zart szdmko6zon folytonos f fliggvény minden m és M kozotti
figgvényértéket felvesz, igy az

Jf(x)dx

4
b—a
értéket is, tehat van olyan ‘€' érték az [a, b] intervallumban, amelyre

s ezzel a tételt igazoltuk.



V Kérdések

. Mit értiink az [a,b] intervallum beosztasa alatt?

. Mikor mondjuk, hogy az [a,b] intervallum beosztasa "0’ finomsag?

. Mit értiink az [a,b] intervallum beosztasanak reprezentansrendszere alatt?

. Definidlja az integralkdzelitd 6sszeg (Riemann-6sszeg) fogalmat!

. Mi a hatdrozott integral 1étezésének sziikséges foltétele?

. Milyen elégséges feltételei vannak a hatarozott integral 1étezésének?

. Melyek a hatarozott integral maveleti tulajdonsagai?

: Mutasson olyan fliggvényt, amely az [a, b ] intervallumon nem folytonos, ¢és
a) nem teljesiil ra a kdzépérték-tétel;

b) mégis teljesiil ra a kozépérték tétel.
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