Integralas helyettesitéssel

V A helyettesités formulai

Tétel

Ha
(Dt=g(x),
() Iétezik az f f(¢) dt integrdl,

(3) a g fuggveny differencialhato €s
(4) letezik az f(g (x)) Osszetett fuggveny,

akkor letezik az | f(g(x)) ( dix g(x)) dx integral is, €s

feeen (L geor) ae= o a anol 1-gio)

Példa
Szamitsuk ki a kdvetkezo integralt

e(xz)Zxdx

Megoldas
Legyent= x%. Ekkor df =2 x dx. igy

e(xz)Zxdx=Jetdt=et+C.

At=x helyettesitest elvegezve:

2) 2)

e( 2xdx=e( +C

[> restart:with(student) :
> Int(exp (x"2)* (2*x) ,x)=changevar (x*2=t,Int (exp (x*2) *2*x,x) ,t);

Ze(xz)xdx=Jetdt (1.1)

> Int(exp (x*2)*2*x,x)=changevar (t=x*2,int (exp (x*2) *2*x ,x) ,t);

(1.2)



2e(x2)xdx=e()‘2) (1.2)

>

Teétel

Ha teljesiilnek a kovetkezo feltetelek:
(1) azx = ¢ (¢) fuggveny szigoruan monoton, differencialhato,

@ 6070

(3) €s ¢ (1) ertekkeszlete tartalmazza f(x) €rtelmezesi tartomanyat €s

(4) letezik az |f(d (1)) ( % b ) dt integral,

akkor

[y ax= {0 () (% ¢) dr, ahol 1=¢(x)" "

Példa
Szamitsuk ki a kbvetkezo integralt

fcos(\/; ) dx

Megoldas
Probalkozzunk az x = £ (0 <7) helyettesitéssel. Ekkor dx =2 ¢ dt. Igy

fcos(\/:c ) dx=2 Jt cos(t) dt=
Parcialis integralassal folytatva

=2tsin(t) —2 fsin(t) dt=2tsin(t) +2cos(t)+C

Elvégezve a visszahelyettesitest:, vagyis a t=\/:c helyettesitest:

24/ x sin(\/;)+2c0s(\/;)+c

¥V Példak

[> restart:
[> with (student) :

Példa

Szamitsuk ki a kovetkezo integralt:




1l —x
Megoldas
Eszrevehetjiik, hogy az 1 — e differencialhanyadosa konstans szorzotol eltekintve a szamlalo. Ezert

| célszertnek latszik a 1=1 — x” helyettesités.
> Int(x/sqrt(l-x~2) ,x)=changevar (l-x*2=t,Int(x/sqrt(1l-x*2) ,x),t);

—2 dx=|—-Z = dt 2.1

> rhs(%)=value (rhs (%)) ;

1 1

—5 = dt=—/t 2.2
2 7, i (2.2)

> Int(x/sqrt(l1-x~2),x)=subs(t=1-x"2,rhs (%))’

— dx=—/1 - (23)
V1 —x

> Diff (rhs (%) ,x)=diff (rhs (%) ,x);

d(_J1o@)x (2.4)

dx 1 —x

Példa

Szamitsuk ki a kdvetkezo integralt:

sin (x) cos (x2)3 "
1 + cos(x)

Megoldas
A nevezd derivaltja:

7> Diff (l+cos(x)”*2,x)=diff (1+cos (x)"2,x);
S—X ( 1 + cos(x)z) = —2cos(x) sin(x) (2.5)
[Eze'rt c€lszertnek tunik az=1 + cos(x )2 helyettesites:

> Int(sin(x) *cos(x)*3/ (1l+cos(x)*2) ,x)=changevar (l+cos (x)*2=t,Int
(sin (x) *cos (x) *3/ (1+cos (x) *2) ,x) ,t);

(2.6)




sin (x) cos(x)’ d= 1 L-Hdt (2.6)
t .

1+ cos(x)2 2

> rhs (%)=changevar (t=1+cos (x)*2,int (sin (x) *cos (x) 3/ (1+cos (x) *2),
x),t);
I —1+¢ 1

_ 1 2, 1 2
g de= 2cos(x)+21n(1+cos(x)) 2.7)

> Diff (rhs (%) ,x)=diff (rhs (%) ,x);

L =L cos)? + 2 inl1 +cos(x)?) | =cos(x) sin (x) — CoSLX)sin() 2.8)
dx 2 2 1 +cos(x)
> Diff (rhs (%) ,x)=simplify (rhs (%)) ;
) . 3
d (cos(x) sin (x) — cos(x) sin ();) ): sin (x) cos(xz) (2.9)
dx 1 +cos(x) 1 4+ cos(x)
i
Példa
Szamitsuk ki a kovetkezo integralt:
l +x
In =
T dx
1 —x
 Megoldas
| A szdmldlo derivaltja:
> simplify(diff (ln((1+x)/(1-x)) ,x));
- (2.10)
—1+x
Ez lényegileg a nevezo, ezert legyen a helyettesites:
1 +x
t=1In
l —x

7> Int(1/(1-x72)*1n((1+x)/(1-x)) ,x)=simplify (changevar (1n((1+x)/(1-
x))=t,Int(1/(1-x*2) *1n((1+x)/(1-x)) ,x),t));
1 +x

1 —x 1
dx=—ftdt 2.11)
l—x2 2

In

| Elvégezve a jobboldalon az integraldst:



> 1lhs(%)=value(rhs (%)) :

1 (2.12)

[Visszahelyettesitve:
> 1lhs (%)=subs (t=1n((1+x)/(1-x)) ,value(rhs(%)));

In 1 +x )
Lo dx=lln(m) 2.13)
1 —x 4 1 —x

| Ellendrizziik eredményiinket derivalassal:
> Diff (rhs (%) ,x)=diff (rhs (%) ,x);

I +x 1 I +x
I + 1 —
i(lln(l+x)2)=1 n(l—x)(l—x (1—x)2)( v

L 2.14
dx \ 4 1 —x 2 I +x 2.14)
EEbb(?l nem nagyon latszik, jo-e az eredmény! Hozzuk egyszerubb alakra a derivaltat:
> simplify (rhs (%)) ;
( 1l +x )
In{ —— I+
— = (2.15)
—1+x
>
| Igy mar ldtszik, hogy jol dolgoztunk!
Példa
Szamitsuk ki az
Je(z\/:‘ ) dx

integralt helyettesitéssel.
Megoldas

| Tobbfele helyettesités szoba johet. Az egyik lehetoség a t =2 \/?c
> Int(exp(2*sqrt(x)) ,x)=changevar (t=2*sqrt (x) ,Int(exp(2*sqrt(x)),

x),t);
Je(zf‘)dp %ettdt (2.16)

[Léthatéan innen parcialis integralassal mehetiink tovabb.
> Int(2*exp (2*t)*t,t)=intparts(rhs (%) ,t)

(2.17)



EA jobboldalon alapintegralt kaptunk. Ezt kiertekelve:
> lhs (%)=value(rhs (%)) ;

1 1
PR 2O IPEPI S
€ tdt 2et 26

LVisszahelyettesitve, tehata =2 \/; kapcsolat alapjan az integralds eredmenye
> eredmeény:=subs (t=2*sqrt(x),rhs (%))

eredmeny := e(z“/;)\/; — % e(z\/})

[Kaptuk tehat, hogy
> Int(exp(2*sqrt(x)) ,x)=eredmeény;

[eefPhaemgl1 7 1 o4
[EllenGrizzﬁk eredménytinket derivalassal::

> diff (%,x);
(25 ) _ (25

(x)),x),t);

Je(zﬁ)dx= iﬁ In () de

:Hozzuk a jobb oldalt egyszerubb alakra:

7> lhs (%) =simplify (rhs (%)) ;
(2vx) 4= L
Je dx zfln(t)dt

>

[Prébdlkozhatunk ugy is, hogy a teljes integralando fiiggvenyt helyettesitjiik 0j valtozoval:

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

2.21)

> Int(exp(2*sqrt(x)) ,x)=changevar (t=exp (2*sqrt(x)) ,Int(exp(2*sqrt

(2.22)

(2.23)



