Racionalis tortfiiggvények integralasa

V¥ Racionalis fiiggvények (ismétlés)

V Polinomok

[A valos egyvaltozos polinomfuggveny definicioja :
> restart:

poli:=x->Sum(a[i] *x"*i,i=0..n)=sum(a[i]*x"*i,i=0..n); #poli:
R->R
n n
poli:=x—>2al.xl=2aixl (1.1.1)
i=0 i=0

> n:=5:#Legyen pl. n=5
> poli (x);

5
zoal.xi=a0—|—a1x+a2x2+a3x3+a4x4-|-a5x5 (1.1.2)
i=

Tekintsiik 4t a polinomok kezelésevel kapcsolatos fontosabb Maple utasitasokat! Vegyiik a
| kovetkezo polinomot:

> polil:=x"6-x"5-9*x"4+x*3+20*x"2+12*x;

polil == =9+ +207 + 12« (1.1.3)
A factor utasitds szorzattd alakitja :
> factor (polil) ;

x(x—2) (x=3) (x+2) (x+1)° (1.1.4)
> poli2:=(x+3);

poli2:==x+3 (1.1.5)
EAZ expand ellentétes hatasu, kifejti a polinomot (kifejezest):
> poli3:=expand(poli2”6) ;

poli3 =x" +18x° + 135x" + 540 x° + 1215 x* + 1458 x + 729 (1.1.6)
> factor (poli3);
(x +3)° (1.1.7)
A solve megkeresi a zérushelyeket:
> polil;
=X o+ +20°7 +12x (1.1.8)

> ‘zerushelyek' :=solve (polil, x);




zerushelyek =0, —2,2,3, —1, —1

A zerushelyek ertekek listajat alkotjak ,a lista elemeit elerhetjiik:
> x2:="zérushelyek [3];
x2:=2

> polid.:=x*4-x"2-2;
poli4 .= = =2

:> factor (polid) ;
(xz—-2>(x2+-l>

7> factor (poli4d,real) ;
(x + 1.414213562) (x — 1.414213562) (2 +1.)

:> factor (poli4,sqrt(2));
(1) (x+4/2) (x=+/2)

7> factor (poli4,complex) ;
(x +1.414213562) (x+1.1) (x —1.1) (x — 1.414213562)

> with(plots):

| Warning, the name changecoords has been redefined

| Abrazoljuk a polil polinomot!

T:=textplot([-1.2,-15, Polil="],align=LEFT) :
P:=plot(polil (x) ,x=-2.2..3.05):
afug:=convert (polil,string):
H:=textplot([-1.2,-15,afug] ,align=RIGHT) :

VVVVYV

display([P,T,H],title="a polil polinom grafikonja’) ;

(1.1.9)

(1.1.10)

A faktor kiilonbdzd masodik argumenttel mas-mas szamtest felett alakitja szorzatta a polinomot:

(1.1.11)

(1.1.12)

(1.1.13)

(1.1.14)

(1.1.15)



a poli1 polinom grafikonja
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Poli1=x"6-x"5-9*x Ax"3+20*x"2+12*x

-20—

>

Figyeljiik meg ,azx = —1 keétszeres zérushelye a fiiggvenynek, az ( x+1) gyoktéenyezo masodik
_hatvanyon szerepel Itt érinti a gorbe az x-tengelyt!

> poli5:=x-3*x"4+45*x73-1-7*x"2;
polis=x—3x" +5x —1—7% (1.1.16)

I I

A degree utasitas megadja a polinom fokszamat:
> " fokszam =degree (polib) ;
fokszam =4 (1.1.17)

A" sort " rendezi - csokkenoleg - a polinomot:
> polib5:=sort(polih, x);
polis = =3x"+5¥ -7 +x—1 (1.1.18)

7Megkérdezhetjﬁk a polinom adott fokszamu tagjanak egytitthatojat:
> coeff (poli5,x,0);
—1 (1.1.19)

Aze egy lista ,amely a polinom egyiitthatoit adja meg, novekvo fokszam szerint rendezve:




> e:=[seq(coeff (poli5, x,i) ,i=0..degree(polib5))];
e=[—1,1,-7,5, —3] (1.1.20)

:> el[3];
-7 (1.1.21)

' Ha csak az egyiitthatokra vagyunk kivancsiak, akkor a coeffs valaszt ad:
> ‘“egyutthatok’ :=coeffs (poli5) ;
eviitthatok = —1,1, =7, 5, —3 (1.1.22)

Feladat

Hatarozzuk meg azt a legfeljebb harmadfoku polinomfiiggvenyt, amely athalad a kovetkezo
pontokon: A(L6); B(2,-4); C(-2,0); D(5,14).

[> restart:
[Létrehozzuk a polinomfliggvenyt, majd a negy egyenletet:
> f:=x->a[3]*x*3+a[2]*x*2+a[l]*x+a[0];
f:=x—>a3x3+a2x2—|—a1x+a0 (1.1.23)

el:=subs (x=1,£f(x))=6;
e2:=subs (x=2,f (x)=-4) ;
e3:=subs (x=-2,£f(x))=0;
ed:=subs (x=5,f(x))=14;
el =ay+ay,+a +ay,=6

VVVYV

e2:=8ay+t4a,+2a, +a,=—4

e3:=—8ay+4a,—2a +a,=0
ed:=125ay+25a,+5a, +a,=14 (1.1.24)
:Megoldjuk az egyenletrendszert, majd az assign hatasara a valtozok felveszik a kapott értckeket,

| az unapply pedig létrehozza a konkrét figgvenyt:

> S:=solve({el,e2,e3,ed},{al[l],a[2],a][3],a[0]});
S:={a,==5,a,=—4,a;=1,a,= 14| (1.1.25)

[> assign(S) ;
> £(x);
X —4x¥ —5x+14 (1.1.26)

> f:=unapply (£ (x),x);
fi=x—oxX —4xX —5x+ 14 (1.1.27)
EKeresiik meg a fiiggveny zérushelyeit!
> solve (f(x),{x});

r=—2}, x=3+/2 ], [x=3-+/2} (1.1.28)

> ‘a_zeérushelyek' :=evalf (%) ;
a_zérushelyek:= {x=—2.}, {x=4.414213562}, {x=1.585786438 } (1.1.29)




| Végiil abrazoljuk a fiiggvényt!

> with(plots):

:Warning, the name changecoords has been redefined

Kep:=plot (f(x) ,x=-2.4..4.6,title="A polinomfiuggveény) :
szoveg:=textplot([1l,2, £f(x)="],align=LEFT) :
fuggveny:=textplot([1l,2,convert(f(x) ,string)],align=RIGHT) :

VVVYV

display ({Kep, szoveg, fuggveny}) ;

A polinomfuggvény

f(x)=x"3x4*x"2-5*x+14

2 -1 0 1 2 3 4
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Probaljunk mas-mas pontokat felvenni! Azt tapasztaljuk, hogy négy pont mindig
egyértelmien meghataroz egy legfeljebb harmadfoku polinomfiggvényt!

Altalaban n+1 pont egyertelmiien meghataroz egy legfeljebb n-edfoku polinomot! Szemlelgessiik
ezt a tenyt kiilonbozo szamu pont ill. polinom felvetelevel!

Példaul:
Hatarozzuk meg a kovetkezo pontokra illeszkedo, legfeljebb negyedfoku polinomot: A(1,3)
» B(-2,5), C(0,4), D(-4,-3), E(5,8)!

Lattuk, hogy ha a polinomnak tobbszords gyoke van, akkor a gyok kornyezeteben jellegzetesen
viselkedik a polinom:gorbéje erinti az x tengelyt. Vizsgaljuk meg ezt a jelenséget egy kicsit




| részletesebben, animacio segitségével:

[>'restart:

> with (plots):

| Warning, the name changecoords has been redefined

> Trafo:=proc(f,x0,a,b,c,d,N,Sx,Sy)

local H,n,szam,S,P:

H:=textplot ([Sx,Sy, f(x)="]1,align=LEFT) :

for n from 1 to N do
szam:=convert (1/3*f (x) * (x-x0) *n,string) :
S:=textplot ([Sx,Sy,szam] ,align=RIGHT) :
P:=plot(1/3*f(x) * (x-x0) *n,x=a. .b,y=c..d,scaling=

VVVVVYV

constrained, color=BLUE, thickness=2) :
Kep| In:=display([P,H,S]):
od:
end:

f:=x->x+1;N:=8:

VVVYV

fi=x—ox+1 (1.1.30)

Trafo(f,1,-2.4,3,-6,6,8,3,0.85):
display ([Kep|| (1..N)],title="Tobbszoros gyok' ,h insequence=true,

I
Vv

Vv

scaling=constrained) ;
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Tobbsz0oros gyok

f(x)=1/3*(x+1)*(x-1)

Racionalis tortfiiggvenyek

Definicio
| Két polinom hanyadosat racionalis tortfuggvenynek nevezzik.

> f:=x->(x"4-3*x"24+5*x-4) / (x*3-6*x*2+5*x-2) ;
=3 +5x—4
X —6xX+5x—2

Def.:A racionalis tortet altdrtnek nevezzik ha a szamldlo fokszama legalabb akkora, mint a
| nevezoje,egyebkent valodi tortrol beszeliink.

EAZ altorteket - polinomosztas segitsegevel - atalakithatjuk polinom és valodi tort 6sszegere:
> “tort :=f(x);

fi=x— (1.2.1)

4 2
tort = = 3x2+5x 4 (1.2.2)
X —6x +5x—2

A tort szamlalojat ill. nevezdjet a numer(kifejezes) ill a denom( kifejezes) utasitassal kaphatjuk




| meg:
> ‘szamlalo’ :=numer ( tort’);
szamldlo =x' —3xX +5x —4 (1.2.3)

> ‘nevezo' :=denom( tort’);

nevezo :=x —6x* +5x —2 (1.2.4)
A kdvetkez6 sorban lathatjuk, hogyan torténik a polinomosztds a quo utasitassal. A negyedik
:argumentumként megadott r a maradekot is megadja:
> ‘hanyados' :=quo( szamlalo', ‘nevezd ,x,'r');

hanyados =x + 6 (1.2.5)

> ‘maradék’ :=sort(r) ;#Rendezve kapjuk meg a maradékot#

maradék:=28 x> — 23 x + 8 (1.2.6)

> ‘tort’ :="hanyados + maradék'/ nevezd';

28> —23x+8

x3—6x2+5x—2

fort:=x+6 + (1.2.7)

> “tort :=normal( tort’);

4 2
fore = 3 34 (12.8)
X —6x +5x—2

ENe'zziik meg, van e olyan valos x érték, melyre a tort nem ertelmezheto:
> "A nevezd zérushelyei' :=fsolve( ' nevezd', x);

A nevezo zerushelyei ;= 5.095823999 (1.2.9)
[Alakitsuk szorzatta - a valos szamok halmazan -a nevezot:

> factor (' nevezo  ,real);
(x — 5.095823999) (x* — 0.9041760014 x + 0.3924782333 ) (1.2.10)

Ldthatoan a mdsodik tenyezonek mar nincsenek valos gyokei. Ezt mutatja a nevezo grafikonja
Lis:

> plot( 'nevezo  ,x=-2..6,title="A nevezo’);




A nevezo

X
2 4 6
N I N I A A N N I O A
expr:=(x-1)*2/(x*2-1);
2
expr = —(x2 D
x =1
> discont (expr,x) ;
{—=1,1}
> plot(expr,x=-5..5,y=-10..10);

(1.2.11)

(1.2.12)
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:> kif:=x* (x+4)* (x-3)/ (x*2-1);
_x(x+4) (x=3)

kif: 3 (1.2.13)
x —1
> discont(%,x);
{—1,1} (1.2.14)
7> aszimptota:=quo (numer (kif) ,denom(kif) ,x,'r'");
aszimptota :=x + 1 (1.2.15)

> plot({kif,aszimptota} ,x=-20..20,y=-15..15,discont=true, title=
‘Tortfuggvény és aszimptotaja’) ;




Tortflggveény és aszimptotaja
1 —_
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A kdvetkez6 animadcio azt szemlélteti, hogyan valtozik a szamlalo fokszamanak novelésevel a
| racionalis tortfliggveny aszimptotaja:

[> restart:

> with(plots):

| Warning, the name changecoords has been redefined

> Asimptotak:=proc(f,a,b,c,d,N,6Sx,Sy)

> local H,n,szam,S,P,g,aszimptota:

> H:=textplot([Sx,Sy, f(x)="],align=LEFT) :

> for n from 1 to N do

> szam:=convert ( (f(x)“n+l) /x,string) :

> S:=textplot ([Sx,Sy,szam] ,align=RIGHT) :

> g:=(f(x)*n+l1) /x:

> aszimptota:=quo (numer (g) ,denom(g) ,x, 'r'):

> P:=plot({g,aszimptota},x=a..b,y=c..d,discont=true,scaling=
constrained) :

> Kep| |n:=display([P,H,S]):




od:
end:

f:=x->x;N:=6;

V VV

I
\'%

\

insequence=true) ;

FUggvény6és aszimptota

fi=x—>x
N:=6

Asimptotak(f,-5,5,-4,6,N,3.4,4.5):
display ([Kep|| (1..N)],title="Fuggvény és aszimptota’,

f(x)=(x+1)/x

-

V¥ Racionalis tortfiiggvények integralasa

(1.2.16)

| Mindenekel6tt elevenitsiik fel a racionalis tortfliggveny fogalmat! Nezziink el6szor nehany peldat!

[> restart:

> f:=x-> (x"3+3*x*2-4*x+4) / (x*2-5*x-4) ;

f=x—

43 —4x+4

f—Sx—4

2.1



> g:=x->(x-2)/ (x*2+4*x+5) ;

gi=x— 2";2 (2.2)
X +4x+5
Definicio
A 2(x) alaku fuggvenyt, ahol p(x) €s q(x) polinom, racionalis tortfiiggvenynek nevezzik.

q(x)
Ha a nevezdben szerepld polinom fokszama nagyobb a szamlaloban levonel, akkor valodi tortrol,
| egyebkent altortrol beszelink.

V' 1. Lépés: Fokszamvizsgalat, sziikség esetén polinomosztas

‘Minden altért felbonthatd egy polinom és egy valddi tort dsszegére. Mivel a polinomfiiggvény
integralasa nem okoz problémat, ezert a valodi tortek integralasaval kell csak foglalkoznunk.
| A polinom es valodi tort 6ssszegere valo felbontast polinomok maradékos osztasaval vegezzuk.
[Tekintsﬁk a kovetkezo tortet:
> fi=x->(x"5-x"4-3*x+5) / (x*4-2*x*3+2*x*2-2*x+1) ;
X —x' —3x+5
Y e 2.1.1)
X —2x +2x —2x+1
[A ‘szamlalo® ill. *nevezd' nevu valtozokban taroljuk a tortet alkoto polinomokat:
> “szamlalo ' :=x"5-x"4-3*x+5;
szamldlo :=x" —x* —3x+5 (2.1.2)
> ‘nevezo ' :=x"4-2*xA342*x"2-2%x+1;
nevezs =x' —2xX +2x —2x+1 (2.1.3)
[ A hanyados:
> Q:=quo (' szamlalo', ‘nevezd ,x);
Q=x+1 (2.1.4)
[A maradeék:
> R:=rem( szamlalo ', ‘nevezo ,Xx);
Ri=4—2x (2.1.5)
[Tért=Hényados + Maradék/Oszto:
> “f£(x) " :=f=Q+R/ nevezo";
fo)=f=x+1+ 34_22’“ (2.1.6)
X —2x +2x —2x+1

V 2. Lépés: A nevezd vizsgalata, szorzatta alakitasa

A valodi tortet egyszerubb, ugynevezett elemi tortek dsszegere szeretnenk felbontani, ezeket
ugyanis mar tudjuk integralni. Ehhez eloszor a tort nevezojet kell - altalaban - szorzatta alakitani.
Ennek elvi lehetoseget biztositja a kovetkezo tetel.

TETEL. Minden polinom felbonthato valos egytitthatos els6- €s masodfoku polinomok
szorzatara.

A felbontas nem mindig egyszeri. A Maple segitségevel azonban altalaban konnyen

| elvegezhetjiik. A factor utasitast hasznaljuk, sziikseg eseten kiegészité opciot adunk. PI.:




> ‘nevezo';
G2 —2x+1

7> factor ( nevezo’) ;
(x2+l) (x—l)2
7> factor (x76+1) ;
(xz—i-l) (x4—x2+l)

> factor(op(2,%) ,sqrt(3));
(xz—x\/g +1> (xz-l—x\/g —|—1)
[A valos szamok halmaza felett szorzatta alakitva:
> factor (x76+x*4+45,real) ;
(2 +2.047064056 x + 1.537063974 ) (3% +2.116343297) (4* — 2.047064056 x

+1.537063974 )

[A komplex szamok halmazan szorzatta alakitva:

> factor (%,complex) ;
(x +1.023532028 + 0.6996042894 1) (x + 1.023532028 — 0.6996042894 1) (x

+ 1.4547657191) (x — 1.4547657191) (x —1.023532028
+ 0.6996042894 1) (x — 1.023532028 — 0.6996042894 1)

3. Leépés. A valodi tortet resztortek osszegere bontjuk

- A résztortek alakja a nevezo tenyezoitol fugg, a kdvetkezokeppen:

2.2.1)

(2.2.2)

(2.2.3)

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

a) Legyen x-r a nevezo linearis tényezoje (valos gyoktényezo), s tartalmazza a nevezo ezt a

tényezot m-edik hatanyon, azaz legyen (x —r)" az a legnagyobb hatvanya a tényezonek,
amellyel a nevezd oszthato. Ekkor a kdvetkezo tortek jonnek létre a felbontaskor:

A A A
L2

m
2 +—m
X —r (x—r) (x—r)

Ugyanez igaz, a megfelel kitevovel valamennyi elsofok, tehat valos ,(x — x,) alaku
gyoktenyezore.
b) Legyen x” + p x + ¢ nevezd négyzetes, tehdt komplex gyoktényezdje, ahol p* —4 g < 0.
Tegyuk fel, hogy anevezo n-edik hatvanyon tartalmazza a kerdeses tényezot, azaz
2 n
(x +px+q )

emelhet6 ki maximalisan a nevezobdl. Ekkor ezen tényezo a kdvetkezo torteket indukalja:

B,x +C, . B,x +C, - B, ,x+C,

5 5 REEE ; -

X +px+gq (x —|—px—|—q) (x —l—px—l—q)

Ugyanez igaz, a megfelel6 kitevovel, minden tényezore.
| Termeészetesen az eredeti tort a kapott resztortek dsszegevel egyenlo.




V 4.Lépés. Meghatarozzuk a résztortek szamlaloiban szereplo egyiitthatokat.

A résztorteket k6z0s nevezore hozzuk, s a szamlaloban kapott polinom egyiitthatoit
Osszehasonlitjuk az eredeti tort szamlalojaban levo polinom egyutthatoival. Az igy adodo
egyenletrendszert megoldva kapjuk a keresett egytitthatokat
Példa. Bontsuk résztortekre az

f(x) —2x+4

gx) (=12 (F+1)

> ‘“valodi tort’ :=R/factor( nevezo’) ;
4—-2x

valodi tort = (2.4.1)
(Z+1) (x—1)
[A nevezo felbontasa alapjan a reésztortek:
> “resztortek' :=(A*x+B)/ (x*2+1)+C/ (x-1)+D/ (x-1)*2;
részidriek = Azx +5, ¢ D . (2.4.2)
x +1 x—1 (x—1)
> ‘valodi tort'-'resztortek ' =0;
4—2x Ax+B C D 0 (2.43)

(P+1) x=12 Z+1 x=1  (x—1)
EA torteket k6zos nevezore hozzuk:

> normal (1lhs (%)) ;

- ! (4425448 =242 +Ax+BP —2Bx+B+Cx —Cx* (244)

(Z+1) (x—1)
+Cx—C+DL2+D)

Az x hatvanyai szerint rendeziink:

7> collect (numer (%) ,x) ;
(—A—C)X+ (-D—B4+24+C)¥*+(2B—4—-2—-C)x+4—D—B+C (24.5)
EFeh'rjuk az egyenletrendszert.(Valamennyi egyenlet jobb oldalan 0 all)
> “egyenletrendszer :={coeffs(%,x)};
egyenletrendszer .= { —4—C, —=D—B+2A4A+C,4—D—-B+C,2B—A—-2—C} (24.6)
[Megoldjuk az egyenletrendszert :
> ‘megoldas’ :=solve( egyenletrendszer’) ;
megoldas = {D=1,C=—-2,B=1,4=2} (2.4.7)
[A megoldast behelyettesitjuk a résztortekbe:
> ‘parcialis tortek’ :=subs( megoldas’, ‘resztortek’) ;
2x+1 2 1
2 o t 2
X+l XL (x—1)

parcialis tortek .= (2.4.8)

5. Lepes Integraljuk a kapott torteket.
Integraljuk a parcialis torteket!
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]

> map (Int, parcialis tortek’,x);

20l e | — 2wt | (2.5.1)

X+ x—1 (x—1)?

7> value (%) ;
(24 1) +arctan (x) — 2 In(x — 1) — )ﬁ (2.5.2)

[ A Maple persze mindezt egy szuszra is elvegzi:
> Int(f£f(x),x)=int(£f(x) ,x);

5 4
e ox 23k gLy (241 (2.5.3)
o242 —2x+1 2

+arctan(x) —2In(x—1) — )ﬁ

6.Lépeés A résztortek integralasarol bovebben

A racionalis tortfuggvenyek mindig integralhatok. Ez azt jelenti, hogy az el6zokben leirt
felbontas mindig Ictezik, s igy a kdvetkezo tipusu résztortek (parcialis tortek) integralasa
vegzendo el:

(xir)hdx; B) ax+b de

o) 3
X +tpx—+gq

Az elsé tipus probléma mentesen "elintézhetd". Ha h# —1, akkor:

:> Int(1l/(x-r)*h,x)=simplify(int(1/ (x-r)*h,x));

1 (=)D
(x_r)hdx—— p— (2.6.1)
_ Példaul:
> Int(1/((x-3)%4),x)=int(1/((x-3)"4),x);
1 __1_ 1
(x_3)4dx— S oy (2.6.2)

EHahZ-l,akkor
> Int(l/(x-r),x)=int(1l/ (x-r),x);

(7.63)



1
x—

- de=In(x—r) (2.6.3)

" Az utdbbinak csak specidlis esetével foglalkozunk. Itt a nevezonek nincsenek valos zerushelyel,
s az altalunk vizsgalt esetben masodfoku!

:> Int ((3*x+4)/ (x*2+4*x+5) ,x)=int ((3*x+4) / (x*2+4*x+5) ,x) ;

IR = (P ax+5) —2arctan(x +2) (2.6.4)
x +4x4+5 2

| Nézziik, mi is tortént! A szamldloban kialakitottuk a nevezd derivaltjat, s ugy csinaltunk ket
|_tortet, hogy a masodik szamlaloja allando legyen:

> Int((3*x+4)/ (x*2+4*x+5) ,x)=3/2*Int((2*x+4) / (x*2+4*x+5) ,x)-2*
Int(1/ (x*24+2*x+5) ,x) ;

_3x+4 3| _2x+4 5 1 (2.6.5)

x2+4x+5 2 x2+4x+5 x2+2x+5

[A masodik integral nevezgijét (x +2)* + 1 alakban {rva mdr érthetd az eredmeény:
> Int((3*x+4)/ (x*2+4*x+5) ,x)=int ((3*x+4)/ (x*2+4*x+5) ,x) ;

S 3XH =3 (P4 4x+5) — 2arctan(x +2) (2.6.6)

X A4x+s 2

- A kbvetkezd példa azt illusztralja, hogy mekkora - szinte elvégezhetetlen munkatol ment meg
| benniinket a Maple! (S itt a részletszamitasok oldalakat tennének ki!)

> Int((4*x*3-5%x22+7*x-6)/ ( (X 2+3*x+10) A2% (X 2+2*x+5) A4* (x-2) A3*
(x+1) ~4) ,x)=int ( (4*x*3-5%x*2+7*x~6) / ( (X 2+3*x+10) ~2* (x 2+2*
x+5) A4* (x-2) A3% (x+1) ~) ,x) ;

4x’ =57 +7x—6 G 25 1
2 4 2
(C+3x+10) (P+2x+5) (=2+4x)> c+1)" 179472 (x+1)

(2.6.7)

1246717 1 2243012 x 4 5205324
In(—2
+ (=24 X))+ 20546462000 (€ +2x+5)

28149950088000
L 2926093 2x+2 43275205501 annan(l-vﬁ—l-)
233971712000 2 19,1+ 5  988530483200000 27 2

2333 (25 4 qg) - 2010 /5 arctan(i(zx

1638400000 787251200000 31
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1997766799 ) 2117 1

61783155200000 In( +2x+5) + 42467328 x + 1
N 1 —21419x 131902 , 1661 1

10158080000 2 43 ¢ + 10 36089679600 —2 + x
N 1 —14180924 x +43009132 11 1
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