Improprius integralok

| A hatarozott integral értelmezésénél feltettiik azt, hogy az integralas intervalluma véges, s azt,
hogy az integraland6 fliggvény korlatos ezen az intervallumon. Most olyan esetben is értelmezziik
a hatarozott integral fogalmat, amikor ezen feltételek nem teljesiilnek. Az igy értelmezett

| integralokat improprius integraloknak nevezziik

=/ Az integralas intervalluma nem korlatos

Ertelmezés

Legyen az f fliggvény az [ ago [ intervallumon értelmezett, s legyen barmely a < ¢ esetén az [a,t]

!
intervallumon integralhat6, azaz 1étezzen az Jf(x) dx integral minden a <t esetén. Ha létezik a

a

lim ff(x) dx véges hatarérték, akkor azt mondjuk, hogy 1étezik az f fliggvény [ao]

t—> o a

intervallumra vonatkoz6 improprius integralja, és ezzel a hatarértékkel egyenld, azaz:

lim jf(x) dx = Jmf(x) dx

t—> o a

Hasonloan, ha az f a ] —oo, b] intervallumon értelmezett, s integralhatdo minden # < b esetén a

[t,b] intervallumon, valamint l1étezik a  lim ff(x) dx véges hatarértek, akkor

t—>(—0) vy

lim ff(x) dx = f f(x) dx

t—> (o) v —0

Végiil, ha az integralas intervalluma az egész valos szamegyenes,akkor:

ff(x) dx = f f(x) dx + ff(x) dv,

azaz definicid szerint a baloldali integral a jobboldali integralok dsszege, feltéve, hogy azok
léteznek. Bizonyithatd, hogy az a allando tetszélegesen valaszthatod, téle nem fiigg a definialt
integral értéke. Ha a kérdéses hatarérték nem létezik, akkor az improprius integral nem létezik,
mas szoval divergens.

1. Példa

Az f(x) = e(_x) fliggvény tetszOleges véges intervallumon integralhato és
[ > a:='a': b:='b':
> Int(exp(-x) ,x=a..b)=int(exp(-x) ,x=a..b);

(—x) (—a) (=b)
fe dc=e —e

a




> Limit (Int(exp(-x) ,x=a..b) b=infinity)=Limit (int(exp(-x) ,x=a..
b) ,b=infinity) ;

. (—x) . (-a) (-b)
lim Jﬁej:dlenn etl—e

b—> b—>

> Int(exp(-x),x=a..infinity)=1limit(int(exp(-x) ,x=a..b) b=infini

ty);
Jme(x) PR

Legyen pl. a =0, akkor:
> a:=0;b:='b"':
a=0
> Int(exp(-x),x=a..infinity)=1limit(Int(exp(-x),x=a..b) b=infini

ty)
b
re(x) dy = lim Je”) dx
b —

0 0
> Int(exp(-x),x=a..infinity)=Limit(int(exp(-x) ,x=a..b) b=infini

ty) ;
—x -b
Jﬂ;( )dxz lim 1—-é )
0 b—>

> Int(exp(-x),x=a..infinity)=1limit (int(exp(-x) ,x=a..b) b=infini

ty);
JmJdex:I

0
> with (plottools):
Warning, the assigned name translate now has a global binding

> a:=0:b:=3:

> abra:=plot(exp(-x) ,x=a..b+l,y=-.1..1.1,color=blue, thickness=2
) :

> vonall:=line([a+0.02,0],[a+0.02,exp(-a) ], color=yellow) :

> vonal2:=line([b,0], [b,exp(-b)],color=yellow) :

> plots[display] ([abra,vonall,vonal2],title="f (x)=exp(-x) ) :
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[ > b:="b':
2. Példa
> Azf(x)= L fliggvény minden véges [0,b] intervallumon integralhato és
L +Xx

> Int(1/(1+x*2) ,x=0..b)=int(1/(1+x*2) ,x=0..Db) ;

, dx =arctan(b)
1 +x
0

> Int(1/(1+x*2),x=0..infinity)=Limit (Int(1/(1+x~2),x=0..b) ,b=in

finity) ;
b
1 :
, dx=lim , dx
1 +x bow | 14+x
L 0 0
[ > Int(1/(1+x*2) ,x=0..infinity)=Limit (int(1/(1+x*2) ,x=0..b) ,b=in
finity) ;
dx = lim arctan(b)
1+x b—

0
> Int(1/(1+x*2) ,x=0..infinity)=1limit (int(1/(14+x*2) ,x=0..b) ,b=in
finity) ;

T
Tehat az improprius integral 1étezik és értéke ;

3. Példa



2
Dontsiik el, hogy az J¢e( : dx integral konvergens vagy divergens!

1

Megoldas

Mivel a tekintett fiiggvény primitiv fliggvénye nem elemi fliggvény, az improprius integralt
nem tudjuk megvizsgalni, maés utat kell keresniink!

2
Vizsgaljuk az I(b) = Jme( ) ax integralt tigy, hogy kdzben annak geometriai jelentésére is

1
2

gondolunk: az f(x) = e(_x ) fiiggvény gorbe alatti teriiletét jelenti az[1,b] intervallumon.
Vilagos, hogy az I( b) szigorian monoton novekvd. Igy két lehetéség all fenn:

a) I(b) tart a co-be, midén b — o, vagy

b) I(b) véges hatarértékkel rendelkezik, midén b — oo.

Megmutatjuk, hogy az els6 eset nem allhat fenn. Ezt ugy érjiik el, hogy 6sszehasonlitjuk az
2
f(x)= e( ) ¢sag(x)= e( ) gorbe alatti feriiletét a kérdéses intervallumon.

i > plot([exp (-x*2) ,exp(-x)],x=0..5,y=0..1.1,color=[red,green],th
ickness=2,title= exp(-x"2)=piros, exp(-x)=z61ld’);
>




exp(-*2)=piros, exp{-x)=zold
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> b:='b';

b=>b

. (=x7) (=x) . , 1.z . s 112 Nz
Mivele  <e  minden 1 <x esetén(ez nyilvanvalo, s az dbran is jol lathato) és:
> Int(exp(-x),x=1..infinity)=Limit (Int(exp(-x),x=1..b) b=infini

ty) s
b
re(‘x) dx = lim Je(‘“ dx
b—>

1 1
> Int(exp(-x),x=1..infinity)=Limit(int (exp(-x) ,x=1..b) b=infini

ty)
(—=x) . (-1) (=b)
re ) de=1lm e -—e
| b—

> Int(exp(-x),x=1..infinity)=1limit(int (exp(-x) ,x=1..b) b=infini




ty)

(—x) (-1)
re ' dx=e

1

. " . (=) (-1)
vagyis tetszOleges b esetén J: dx<e
1

2
(=) (=x) (-1) (=b) (-1)
I(b)=fe deJl dx=¢ —e <e

1 1

| Ezért

b
hiszen, ha f(x) < g(x) az [a,b] minden elemére, akkor j f(x) dx < fg(x) dx. De ez azt jelenti,

b
2
hogy az J e( ) dx integral korlatos, tehat az els6 eset nem allhat fenn. Mivel pedig az integral

1
monoton novekvd is, valoban konvergens. Ertékét nem szdmoltuk ki, de annyit minden esetre

elmondhatunk rola, hogy kisebb e(i1 )-nél.

(>

=| Az integralandé fiiggvény nem Kkorlatos

Probléma

1 ,

Tekintsiik az f(x) = T fliggvényt! Ertelmezhet6-e a [0,1] intervallumon a fiiggvény hatarozott
X

integralja, s ha igen, mivel egyenld?

Megoldas

Nyilvén a kozonséges értelemben az integral nem 1étezik, hiszen a fliggvény az adott

intervallumon nem korlatos:
[ > £:=x->1/sqrt(x);

1
f=x>—F
, x
[ > plot(f(x),x=0.1..2,discont=true,thickness=2,title="f (x)=1/sqr
t(x) )




f(x)=1/sqrt(x)

2.5

1.5

02 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16 18 2

:> Limit(f(x),x=0,right)=limit(f(£),x=0,right);

1
—— =00
| o e
" Tekintsiik azonban a fiiggvényt a [0 + €,1] intervallumon, ahol 0<g < 1. Ezeken az
intervallumokon mar korlatos az f fiiggvény, s integralhat6 is. Vizsgaljuk meg, hogyan alakul
| az integral értéke. ha x — 0-hoz jobbrol!
[ > Limit (Int(f(x) ,x=epsilon..l) ,epsilon=0,right)=Limit (int (£ (x),
x=epsilon..1l) ,epsilon=0,right) ;
1

lim ﬁdx: lim -2+ +2

e—> 0+ £ — 0+
&€
> Limit (Int(£f(x) ,x=epsilon..l) ,epsilon=0,right)=1limit (int(£f (x),
x=epsilon..1l) ,epsilon=0,right) ;




1

1
lim ——dx=2
e —> 0+ «/;
A hatarértek létezik, s 2-vel egyenld. Kézenfekvd, hogy azt mondjuk, a [0,1] intervallumon az
f integralja 2-vel , tehat ezzel a hatarértékkel egyenld!
> Int(f(x),x=0..1)=int(£f(x) ,x=0..1);
1
1

de:2

0

Ertelmezés

Ha az f fiiggvény az [a,b] intervallum a végpontjanak kornyezetében nem korlatos, de minden
olyan [a+e , b] intervallumon integralhatd, amelyre a+€ < b, s 1étezik a

lim f f(x) dx

e — 0+

véges hatarérték, akkor megallapodas szerint elfogadjuk, hogy

ff(x)dxz lim f f(x) dx
€ — 0+

a a+e

a+e

Hasonloan, ha az f az [a,b] szdmkoz b végpontjanak kornyezetében nem korlatos, de minden
olyan [a , b — €] intervallumon integralhatd, amelyre 0<¢ < b — a és létezik a

lim f f(x) dx
e —> 0+

a

véges hatarérték, akkor megallapodas szerint elfogadjuk, hogy

b b—¢
j f(x) dx = lim f(x) dx

a e — 0+

Ha az f fliggvény az [a,b] intervallum egyik végpontjanak kdrnyezetében sem korlatos, de
minden olyan [a + €, b — €] intervallumon integralhatd, amelyre
0<e < b — a, tovabba létezik az

ff(x)dx: lim f f(x) dx

a e=>0+ Y, e

véges hatarérték, akkor megallapodasszertien elfogadjuk, hogy

b b—¢
J f(x) dx = lim f(x) dx

e>0+ Y, g

4. Példa



1

1
Mutassuk meg, hogy létezik az | — 7 dx integral, s szamitsuk ki az értékét!
1=
-1

Megoldas
. Abréazoljuk a fiiggvényt!
[ > plot(1l/sqrt(1-x72) ,x=-0.91..0.91,y=0..2.5,scaling=constrained

,thickness=2,color=green,title="f (x)=1/sqrt(1-x*2) ) ;
f(x)=1/sqrt{1-x2)
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| Az abrardl is latszik, de igazolhato is, hogy a fiiggvény a [-l,l)j intervallumon nem korlatos:
[ > Limit(1/sqrt(1-x*2) ,x=1,left)=1limit(1/sqrt(1-x"2) ,x=1,left);
1

Iim —T7—=w
2

L x—1- 1 —x

| A definici6 alapjan:

[ > Int(1l/sqgrt(1-x*2) ,x=-1..1)=Limit(Int(1l/sqgrt(1-x"2) ,x=-1l+epsil
on..l-epsilon) ,epsilon=0,right);




1 1-¢
1 d li 1 d
—7——dx= lim —T—dx
1-x g 0+ A1-x
-1 e—1
> Int(1/sqrt(1l-x*2) ,x=-1..1)=Limit(int(1/sqrt(1-x*2) ,x=-1l+epsil
on..l-epsilon) ,epsilon=0,right) ;
1

1
dx= lim -2 arcsin(e—1)
1 —x2 £ — 0+
-1
> Int(1l/sqrt(1-x*2) ,x=-1..1)=1limit(int(1/sqgrt(1-x"2) ,x=-1l+epsil
on..l-epsilon) ,epsilon=0,right);




