Newton-féle érinto modszer

=/ Newton-féle érinté modszer

B A modszer

Sok esetben az f{(x ) = 0 egyenlet gyokeinek, azaz az f fliggvény zérushelyeinek "pontos"
meghatarozasa nem lehetséges. Galois (francia matematikus, 1811-1832) megmutatta, hogy
otodfoku, vagy magasabb fokl polinomok zérushelyeinek meghatarozésara nincs
megoldoképlet, tehat olyan eljaras amely a négy alapmiivelet és a gydkvonas segitségével
szimbolikusan megadhato, pontos értékeket ad. Nem is beszélve az olyan egyenletekrdl,
mint példaul az

€=2-x
egyenlet!

Altaldban azonban ilyenkor is lehetéség van a gyokok tetszéleges pontossagl
meghatarozasara.
Elso lépéskent igyeksziink a lehetséges gyokokrol hozzavetdlegesen tdjékozddni.

A megoldando egyenletet f( x) = 0 alakra hozzuk.

Ezutan felrajzoljuk a szerepld fiiggvény grafikonjat, esetleg tobb kiilonb6zo szakaszon.
A fenti esetben az

e +x’ ~2=0
egyenlet gyokei az
f(x)=€e"+x" =2

fliggvény zérushelyei. Abrazoljuk tehat azf fiiggvényt!
[ > restart:

> plot(exp (x)+x*2-2,x=-3..2,color=blue, thickness=2) ;




>

| Az 4brarol latszik, de konnyen igazolhat6 is, hogy két gydk van, és az egyik a[—2, —1], a
masik a [0, 1] intervallumban van. Ebben az esetben gyorsan" tulestiink" azon az
eljarason, amit a gyokok elkiilonitésének neveznek. Ennek keretében meghatarozzuk
azokat az intervallumokat, amelyekben a fiiggvénynek pontosan egy gyoke van. Ezek utan
a gyokoket a Newton- féle érintémodszerrel akkor hatarozhatjuk meg, ha a kérdéses [ a, b ]
intervallumon (ezitta [-2,—1], illetve a [0, 1] intervallum ) teljesiilnek a kdvetkezd
tételben szabott feltételek.

Tétel

Teljesiiljenek az ffiiggvényre az [a, b] intervallumon a kdvetkezo feltételek.
1. Legyenfaz [ a, b] intervallumon kétszer derivalhato (akkor folytonos is ).

d
2. Ne legyen az f derivaltjanak zérushelye, azaz d_ f(x) # 0 az [a,b] intervallumon (
X

akkor f'szigoruan monoton ).
2

3. Ne legyen a masodik derivaltnak zérushelye, azaz ; f(x) # 0 az [a,b] intervallumon
X

(akkor f-nek nincs inflexios pontja).
Ha mindezek mellett f(a) f(b) < 0, tehat az f eldjele kiillonbodzo az intervallum
végpontjaiban, akkor az [a,b] intervallumon az f fliggvénynek pontosan egy zérushelye



_ van.
| Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkez6 fiiggvény teljesiti-e a tétel feltételeit:
[ > £:=x->2*x"3+x-1;

f=x—o2x +x—1

Newton-féle érintomodszer elokészitése

Els6 dolgunk a tétel feltételeinek megfeleld intervallum kivélasztdsa. Olyan intervallomot
keresiint tehat, ahol sem az elsd, sem pedig a masodik derivalt nem vesz fel nulla értéket,
ugyanakkor az intervallum végpontjaiban a fiiggvényértékek ellenkezd eldjeliiek.

| Rajzoljuk fel a fliggvényt!

| > plot(£f,-2..2);

| Els6 latasra a [0,1] intervallum megfelel6nek tiinik. Ellendrizziik azonban a tétel
feltételeit! Nézziik meg az elsd és a masodik derivalt viselkedését a kiszemelt

| intervallumon. A feltételek szerint egyik sem lehet nulla az vizsgalt intervallumban.
[ > D(f);

x> 6x +1
> (D@R2) (£) ;
x—>12x
Az els6 derivalt lathaton teljesiti feltételt, hiszen az egész szdmegyenesen pozitiv, és igy a
[0,1] intervallumon is az. A masodik derivalt azonban x=0 helyen zérus értéket vesz fel,
igy a 0 nem szerepelhet a kiszemelt intervallumban. Azonban a nulldnal kicsivel nagyobb
| érték mar megfelel kivanalmaknak. Valasztasszuk a [0.3,1] intervallumot




| > a:=0.3;b:=1;

a:=0.3
| b=1
| Vigyaznunk kellett azonban arra, hogy nehogy tul nagy értéket adjuka-nak mert a
végpontokban a fiiggvényértékeknek ellenkez eldjeliieknek kell lennie. igy pl. aza = 0.9
valasztas mar bizonyosan hibés lenne. A mi vélasztdsunk azonban helyes, mert
> signum(f(a)*£f (b)) ;

-1

>
A tétel allitasa szerint tehat ebben az intervallumban a fiiggvénynek pontosan egy gyoke
van.
Az el6készités utolso 1épéseként valaszzuk ki az [a,b] intervallumnak azt a végpontjat,
ahol fliggvényérték eldjele megegyezik a masodik derivalt eldjelével és jeloljiik ezt a
pontot x-lal. Esetiinkben a méasodik derivalt pozitiv az [a,b] intervallumon, igy a helyes

valasztas x, = b.

Newton-féle érintdmodszer elso 1épése

Huzzunk érintét az f fiiggvény gorbéjéhez a P(x,, f(x,)) pontban. A gyokot az érintd x
tengellyel val6 metszéspontjaval kozelitjik. Jeloljiil ezt a metszéspontot x,-gyel, az alabbi
abranak megfelelden.
> x0:=b:x1:=-£f(x0) /D (£f) (x0)+x0:
ticks:=[[x0="x0=b" ,x1="x1 "1,[1]:
kep:=plot([[x0,0],[x0,£(x0)],[-£(x0)/D(£f) (x0)+x0,0]],color
=red) :
szv:=plots|[textplot] ([x0-0.1,£f(x0), "PO(x0,£(x0)) "]):
rajz:=plot (£ (x) ,x=x0-0.7..x04+0.1,color=blue, thickness=2,ti
ckmarks=ticks) :
plots|[display] ([rajz,6 kep,szv]) ;




PO(x0,1(x0))

xi x0=b

| A Py(x,, f(x,)) ponton dtmend érintd egyenlete a kdvetkezd.
[ > y-£(x0)=D(£f) (x0) * (x-x0) ;
L y=2=T7x-17
| Az y = 0 helyettesitést elvégezve, az egyenletet rendezve adodik a gyok elsé kdzelitd
értéke. Figyeljiik meg, hogy x, kozelebb van a gy6khoz, mint x, tehat x, a keresett gyok
| jobb kozelitését adja.
| > x1:=evalf (solve(subs(y=0,%) ,x));
x1:=0.7142857143

Newton-féle érintémodszer masodik 1épése

Az otlet mar a keziinkben van. Most azt tessziik, hogy az elsd 1épésben meghatarozottakat
megismételjiik x,, helyett x,-re. Tehat most a P(x,, f(x,))

pontban huzunk érintét. A keresett gyok ujabb kozelitését ennek az érintdnek az x

| tengellyel val6 metszéspontja adja, melyet x,-vel jeloliink, az alabbi abranak megfelelden.
> x0:=b:x1:=-£(x0) /D(£f) (x0)+x0:x2:=-£(x1) /D (£) (x1)+x1:

ticks:=[[x0="x0=b" ,x1="x1 " ,x2="x2 °],I[11]1:
kepO:=plot([[x0,0], [x0,£(x0)],[-£(x0)/D(£f) (x0)+x0,0]],colo
r=red) :
szv0:=plots[textplot] ([x0-0.1,£f(x0), "PO(x0,£(x0) "]):
kepl:=plot([[x1,0],[x1,£(x1)],[-£(x1)/D(£f) (x1)+x1,0]],colo
r=red) :
szvl:=plots[textplot] ([x1-0.1,£f(x1), P1l(x1l,£f(x1) " ]):
rajz:=plot(f(x) ,x=x0-0.7..x0+0.1,color=blue, thickness=2, ti
ckmarks=ticks) :
plots[display] ([rajz,kepO,szv0,6kepl,szvl]) ;



PO(X0,(x0)

P1(x1,f(x1)

x2 x1 x0=b

" Most felirjuk a P,(x,, f(x,)) ponton atmend ¢érintd egyenletét, melybdl azy=0
| helyettesitést elvégezve, az egyenletet rendezve adddik a gyok masodik kozelitd értéke
| > y-£(x1)=D(f) (x1) * (x-x1) ;

152 199x 995

YT 3437 49 343

> x2:=evalf (solve(subs (y=0,%) ,x));
x2 :=0.6051687006

Newton-féle érintomodszer tovabbi lépései

Vilagos, hogy az els6 és masodik [épésben megmutatott eljarast minden hataron tal
folytathatjuk. Igy valos szamok €gy Xy, X, X,, ... végtelen sorozatahoz jutunk, amelyrdl
megmutathato hogy konvergens, és hatarértéke a keresett gyok. Mi ennek a végtelen

| sorozatnak az x,-bol kiindulva csak két tovabbi elemét szamoltuk ki.
> x0,x1,x2;

5
I, ;, 0.6051687006

Azt is latjuk azonban, hogy "végtelen sok" szamértéket a gyakorlatban nem tudunk



eldallitani. De nincs is ra sziikség. mert abbol, hogy az x sorozat a gyokhoz tart, az
kovetkezik, hogy f(x, ) a nullahoz tart, igy annak ¢ sugaru kornyezetébdl az f(x, )
sorozatnak csak véges sok eleme marad ki. Mas szdval, akarmilyen kis € értéket is vesziink
fel, véges sok 1épés utan eljutunk olyan xn0 értékhez, amelyre| f(xno) | <egEztaz xnoértéket

a keresett gyok megfeleld kozelitésének tekinthetjiik. Ezzel a észrevétellel elértiik azt,
hogy Newton-féle érintdmodszer véges sok 1épés utan végetér.

Newton-féle érintémodszer 6sszefoglalasa

Legyen az faz [a,b] intervallumon kétszer differencialhato, és tegyiik fel, hogy az
intervallumon f-nek sem az els6, sem a masodik derivaltja nem vesz fel nulla értéket.
Tegyiik fel tovabba, hogy f(a) és f(b) kiillonbozo eldjelti. Ekkor f~nek az [a, b]
intervallumon pontosan egy gyoke van, amit a kovetkez0 eljarassal kozelitiink meg.
Legyen x,, az intervallum valamelyik végpontja. Felirjuk a Py(x,, f(x,)) ponton dtmend
érintd egyenletét

¥ = f(x,) = DU, (¥~ %) .
¢s meghatarozzuk ennek y tengellyel valdo metszéspontjat, vagyis y =0 utdn megoldjuk a
fenti egyenletet. A keletkez6 pontot x,-gyel jeloljiik.

f(x())
X =X~ <
D(f)(xo)
Ezutan legyen
f(x1)
X=X -,
D(/)(x,)
f(>x,)
X=X =
D(f)(xz)
altalanosan
f(xn -1 ) ( 1.2 )
X, = 9 n=1, 4,
n n—1 D(f)(xn . )

Belathato, hogy a x,, x,, x,, ... sorozat konvergens ¢s monoton moédon az f(x) fliggvény
egyetlen [a, b] -beli & zérushelyéhez tart.

Az eljarast tobbféleképpen is leallithatjuk. Egyik lehetséges megoldas, hogy az eljaras
akkor ér véget, ha az egymast kovetd értékek kiillonbségére egy 0 < € hibakorlatnal kisebb

xn +17 xn <e.
érték adodik.
A masik modszer, hogy a fliggvényértékekre tesziink feltételt, és akkor allunk meg ha
| f(x )| <.

Megjegyzés:



f(x)

A Newton-féle érinté modszer N(x)=x — fliggvénnyel végzett iteracid

—f(x
dx( )
_ végrehajtasat jelenti.
Az iteracio kifejezés itt a kovetkezdt jelenti: Az N iteracios fliggvény felhasznalasaval

képezziik az N, N@N, (N@N)@N , .. .((N@N)@N )@N, ...sorozatot, tehat a sorozat
n-edik eleme az N -bol képezett n-szeres kompozicio:

M)

Az iteracids sorozat tehat

x, =N(x,),
x, =N(x,),
x; =N(x,),

altalanosan:

=] A kézi szamitas modellezése

A moddszer mély bevésése érdekében hasznos legalabb néhany esetben a részleteket is
figyelemmel kisérni, esetleg néhanyszor manudlisan is végigszamolni. Ez hozzasegithet a
mentalis kép megfelel kialakitasahoz és megszilardulasdhoz.Ezt szolgélja a newton-eljaras,
amely az iteracios lépéssorozat részletes dokumentacidja, tehat a manualis megoldas
szimulacidja. Az f fiiggvényre a kezdd értékbdl kiindulva elvégzi az iteraciot lépésszdam
-szor. Az eljarads miikodésével itt nem foglalkozunk, mert ezek dontden olyan ismeretek
taglalasat kivannak, ami inkéabb elterelné a figyelmet.
[ > restart:
> newton:=proc(f::algebraic,kezdo,lepesszam)

local i,x,M,n:

n:=lepesszam:x:='x'

M:=matrix (lepesszam+1l,5,0):

M[1,1]:="n':M[1,2]:=x['n']:M[1,3]:="£(x[n]) ':

M[1,4]:='"D(f) (x[n]) ':

M[1,5]:=x['n']-"£(x[n])'/'D(£) (x[n])':

x[1] :=evalf (kezdo) :

for i to n do

M[i+1,1]:=i: M[i+1,2]:=x[i]:



M[i+1,3] :=f£(x[1i]) :M[i+1,4]:=D(f) (x[i]) :M[i+1,5] :=x[i]-£(x[
i]) /D (£) (x[i]):
x[i+1] :=M[i+1,5]:
od:
evalm (M) ;
end:

Példa
Hatarozzuk meg a
€=2-x
.. N .
egyenlet pozitiv gyokét 10~ pontossaggal!
Megoldas

Az f(x)=¢"+ xX=2 fliggvény pozitiv x értékekre szigoritan monoton ndvekvd, tehat csak
egy zérushelye lehet.
> f:=x->exp (x)+x*2-2;
{ f=x—>e+x -2
Mivel a 0 és a 2 helyen vett fliggvényértékek szorzata negativ, a gyok a0, 1]
intervallumban van
> evalf (£(0)*£(2));
{ -9.389056099
- > plot([£f(x),D(f) (x), (D@A2) (£f) (x)],%x=0..1,color=[blue,red,gr
een] ,thickness=2,title=" f=kék,D (f)=piros, (DQRQR2) (f)=z61d") ;
>



f=kék,D(f)=piros,(D@@2)f)=zold

1
Lathatoan az elsé €s a masodik derivalt is az egész intervallumon pozitiv, tehat a feltételek
teljesiilnek. Kezdoértékként a zérushelynél nagyobb értéket kell valasztanunk, mert ekkor

egyezik meg a masodik derivalt eldjele a fliggvényérték eldjelével. Legyen a kezddérték 1.
> newton(f,1,4);

f(x,)

" D(N(x,)
1 1. 1.718281828 4.718281828 0.6358246729
2 0.6358246729 0.292851974 3.160228305 0.5431566927
3 0.5431566927 0.016451520 2.807745712 0.5372973587
14 0.5372973587 0.000063825 2.785970090 0.5372744493 |
Az eljaras eredményeként megjelenitddik a gyok kozelitését szolgald 1épéssorozat, tigy,
ahogy azt kézi szamolas esetén dokumentalnunk kellene.

Lathatoan 4 1épés még kevés, hiszen a harmadik és a negyedik érték kiilonbsége nagyobb a
hibakorlatnal. Legyen a [épésszam eggyel nagyobb, 5.

> newton(f,1,6);

n X, f(x,) D(A(x,)  x




N B~ W N =

6

xl’l

1.
0.6358246729
0.5431566927
0.5372973587
0.5372744493
0.5372744493

f(x,)

1.718281828
0.292851974
0.016451520
0.000063825
0.
0.

D(/)(x,)

4718281828
3.160228305
2.807745712
2.785970090
2.785885065
2.785885065

f(x,)

" D(A(x,)
0.6358246729
0.5431566927
0.5372973587
0.5372744493
0.5372744493
0.5372744493 |

X

gy mar a kivantnal is nagyobb pontossaggal megkaptuk a gyokot, amelynek értéke négy
tizedesjegy pontossaggal 0.5373.

=| Eljarasok

B A newton eljaras

crer

manualis megoldés szimulacidja. Az f fiiggvényre a kezdo értékbdl kiindulva elvégzi az
iteraciot lépésszdam-szor.
[ > restart:
| > newton:=proc(f::algebraic,kezdo,lepesszam)
local i,x,M,n:
n:=lepesszam:x:="x"':
M:=matrix (lepesszam+1l,5,0):
M[1,1]:="n':M[1,2]:=x['n']:M[1,3]:="£(x[n]) ':
M[1,4]:='D(f) (x[n]) ':
M[1,5]:=x['n']-"£(x[n])'/'D(£f) (x[n])':
x[1] :=evalf (kezdo) :
for i to n do
M[i+1,1]:=i: M[i+1,2]:=x[i]:
M[i+1,3] :=f(x[i]) :M[i+1,4]:=D(f) (x[1i]) :M[i+1,5] :=x[i]-£f
(x[1]) /D (£) (x[i]):
x[i+1] :=M[i+1,5]:
od:
evalm (M) ;
end:

Példa

Tekintsiik az

£ R+>R; f(x)=e " —In(x)

Siiggvényt!
1. Mutassuk meg, hogy a fiiggvénynek egyetlen zérushelye van!
2. Hatarozzuk meg a zérushelyet a Newton modszerrel, 5 tizedesjegy pontossaggal!

Megoldas

1.
A fliggvény a pozitiv valds szamok halmazan értelmezett. Meg kell mutatnunk elészor,




hogy van zérushelye, majd azt, hogy csak egy van.
[ > f:=x->exp(-x"*2)-1n(x) ;

(=)
L f=x—>e —In(x)
[ Abrazoljuk a fiiggvényt, mondjuk a [0,10] intervallumon!
| > plot(f(x),x=0..10);

6_

2

Sikeresnek mondhatjuk az dbrdzolés intervalluméanak megvalasztasat, hiszen lathatéan
az [1,2] intervallumon van zérushely. Nem mindig sikeriilhet mar az els6 1épésben ez!
Ilyenkor kisérletezniink kell! Valtoztatgatva az intervallumot tobb 1épés utan
sikeriilhet az, ami most elsd 1épésre "6liinkbe hullott".

A fliggvény szigortian monoton csdkkendnek latszik. Az dbra alapjan azonban nem
kovetkeztethetiink a fliggvénynek a nagyobb valtozoértékek esetén valo viselkedésére.
A derivalt viszont segitségiinkre lehet. Tudjuk, ha egy adott intervallumon negativ az
els6 derivalt értéke, akkor azon a szamkozon a fliggvény szigoruan monoton
csokkend. Képezziik a derivalat!

> Diff (f(x) ,x)=diff (£ (x) ,x);
2 2
)

d ) = 1
(e —In(x))=-2xe -
dx X

Azonnal latszik, hogy pozitiv x-ekre a derivalt negativ, tehat f szigorian monoton
csokkend. Ezzel igazoltuk, hogy a fliggvénynek nincs tobb zérushelye.

2. A Newton-algoritmus alkalmazhat6sagahoz mar csak a masodik derivaltat kell
megvizsgalnunk. Olyan, a zérushelyet tartalmazé intervallumot kell keresniink,
amelyben a masodik derivalt alland6 eldjeli.




I Abrazoljuk a masodik derivaltat a zérushelyet tartalmazo [ 1, 2] intervallumon!
| > plot ((DRR2) (£f) (x) ,x=1..2,y=0..2);

27
1_85
1_65
1.4—?
1_2—2
y 1
o_a—f
0_6-2
0_4—5

0.21

L X

>

| Lathat6an a masodik derivalt az egész intervallumon pozitiv, tehat az f fliiggvény az
egész szamkozon alulrdl konvex. A kezddértéket ugy kell megvalasztanunk, hogy a
kiszemelt pontban a fiiggvényérték eldjele a masodik derivalt eldjelével megegyezd
legyen. Rajzoljuk 61 most egyiitt a fiiggvényt s az elsd két derivaltat, s az abrat is
figyelve dontsiink a kezddértékrol!

:> plot([£f(x) ,D(f) (x), (DRQA2) (f) (x)] ,x=1..2,color=[blue,red
,green] ,thickness=2,legend=["£f","D(£f)"," (DRR2) (£)"]) ;




f
D(f)

(De@2))

>

| Lathatéan az x = 1 megfeleld kezddérték. Hivjuk meg a newton-eljarast az f
| fiiggvényre, azx = 1 kezddértékre, és 4 1épésre!

[ > newton(£f,1,4);

I f(x,)

n X, f(x,) DN X =5 Ay

D(N)(x,)
1 I. 0.3678794412 -1.735758882  1.211941558
2 1.211941558 0.0379773557 -1.383102667 1.239399647
3

1.239399647 0.0005892417 -1.340320382  1.239839275
4 1239839275  0.148410°  -1.339642169 1.239839386 |

| A két utolso érték kiilonbsége még nagyobb a kivant pontossagnal, that emelniink kell
| a lépésszamot!
[ > newton(£f,1,5);

f(x,)
n X, f(x,) D(f)(x,) X, — DU(x,)
1 1. 0.3678794412 -1.735758882 1.211941558
2 1211941558 0.0379773557 -1.383102667 1.239399647
3 1.239399647 0.0005892417 -1.340320382 1.239839275
4 1239839275 0.1484 10°  -1.339642169 1.239839386
L5 1.239839386 0.2 107 -1.339641998  1.239839386 |

>
| Most mar megallapithatjuk, hogy az egyetlen zérushely 6t tizedes jegy pontossaggal:
x=1.23984




=/ A Newton1 eljaras
A Newtonl eljaras akkor 4ll le, ha vagy eléri a kivant pontossagot, vagy tullépi az eldirt
1épésszamot.
| Az eljaras paraméterei: az f fuggvény, a kezdo kezd6érték, epsilon a pontossag,
| lepesszam a maximalis 1épésszam.
| > Newtonl:=proc(f,kezdo,epsilon, lepesszam)
local regi,uj,p;
global n:
Digits:=ceil (abs (log[10] (epsilon)))+1;
regi:=evalf (kezdo) :n:=1: print(x[0]=regi) ;
uj:=regi-f(regi) /D (f) (regi) ;print(x[1]=uj) :
while (abs (regi-uj) ) >epsilon and n<lepesszam do
n:=n+1:
regi:=uj:
uj:=regi-f(regi) /D (f) (regi) :
print(x[n]=uj)
od;print ( Az iteracidés lépések szama =n):
print (A gyok =uj)
end:

Példa

Keressiik meg -mintegy ellenorzésként is- ezzel az eljardssal is az elozo szekcioben
szereplo fliggvény zérushelyét! Emlékeztetoiil a fiiggvény:
2
£ R+>R; flx)=¢ " —In(x)
| Az el6z6 szekcioban megallapitottuk, hogy az x = 1 megfelel kezd6értéknek.
[ > Newtonl (£,1,10~(-5),10);

x,=1.
x, =121194
x, = 1.23940
x, =1.23984
x, =1.23984

Az iteracios lépések szama = 4
A gyok=1.23984

>
B A Newtonrajz
Célszerli a numerikus reprezentacio mellett grafikusan is nyomon kovetni az iteraciot. A
Newtonrajz eljaras elvégzi az iteracio 1épéseit és dbrazolja a kozelitd sorozatot. Az
eljaras paraméterei: az f figgvény, a kezdo kezd6érték, epsilon a pontossag, lepesszam a
maximalis 1épésszdm, bal ill jobb az dbrazolési intervallum végpontjai.
> Newtonrajz:=proc(f,kezdo,epsilon,lepesszam,bal, jobb)
local regi,uj,p,graf;
global n:



graf:=plot(f (x) ,x=bal..jobb,color=blue, thickness=2) :
regi:=evalf (kezdo) :n:=1:
uj:=regi-f (regi) /D(£f) (regi) ;
p:=plot([[kezdo,0], [kezdo, f (kezdo) ], [uj,0]]) :kep||1l:=p1
ots[display] ([graf,p]):
while (abs (regi-uj) ) >epsilon and n<lepesszam do
n:=n+1l:
regi:=uj:
uj:=regi-f (regi) /D(£f) (regi):
p:=plot([[regi,0], [regi,f(regi)], [uj,0]]):
kep| |In:=plots[display] ([kep| | (n-1),p]):
od;

plots[display] ([kep| | (1..n)],insequence=true,title="Az
iteracié’) ;

| end:
>
B Példa a Newtonl1 eljaras alkalmazasara

Példa
Hatarozzuk meg az

¢ = cos(x) + sin(2 x)

=5

egyenlet legnagyobb negativ gyokéte = 10( )-nél kisebb hibaval!
Megoldas
Az egyenlet gyokeinek meghatarozasa egyenértékil azf(x) = €' — cos(x) — sin(2 x)
fliggvény zérushelyeinek meghatarozasaval.
1. Lépés:
Vegyiik fol és abrazoljuk az f fliggvényt 0 alkalmas intervallumon, hogy a keresett gyokot

elkiilonithessiik!
> f:=x->exp (x)-cos(x)-sin (2*x) ;

fi=x—¢€ —cos(x)—sin(2x)
> plot(f(x) ,x=-5..0.1,color=[blue,red,green], thickness=2) ;
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2. Lépés

Lathatoéan a keresett gyok a[—2, —1 ] intervallumban van. Nézziik meg, hogy ebben az

intervallumban teljesiilnek-e a megkivant feltételek, azaz dbrazoljuk az f fiiggvényt és elsd

két derivaltjat!

> plot([f(x),D(£f) (x), (DA@2) (£f) (x)],x=-2..-1,color=[blue, red,
green] ,thickness=2,legend=["£f" , "€ '" , "£ ''"]);



0 —38 16 14 12 1
1 X

_1 E

_2—

f!

f"

1. Legyenfaz [ a, b] intervallumon kétszer derivalhato (akkor folytonos is ).

Az f fliggvény tetsz6leges sokszor derivalhato fliggvényekbdl épiil fel, hiszen azx, az €
fliggvény és a szogfiiggvények ilyen fliggvények, €s az alapmiiveletek valamint az
Osszetett fliggvény képzése megdrzi ezt a tulajdonsagot.

d
2. Ne legyen az f derivaltjanak zérushelye, azaz d_ f(x) # 0 az [a,b] intervallumon (
X

akkor f'szigoruan monoton ).
Lathatoan az elsdderivalt az intervallum egészében poziviv, tehat az f fiiggvény itt

szigorian monoton névekvo.
2

3. Ne legyen a masodik derivaltnak zérushelye, azaz ; f(x) # 0 az [a,b] intervallumon
X

(akkor f-nek nincs inflexios pontja).

A masodik derivalt az intervallumban eldjelet valt. Emiatt szlikiteniink kell az
intervallumot. A [ -2, —1.6] intervallum megfelel, mert tartalmazza a keresett zérushelyet,
¢s ebben az intervallumban mar a mésodik derivalt is 4llando eldjeld, ti. pozitiv. Készitsiik
el az f és derivaltjainak abrajat ebben az intervallumban!

> plot([f(x),D(£f) (x), (DEA@2) (£f) (x)] ,x=-2..-1.6,color=[blue, re
d,green], thickness=2,legend=["£f" , "£ '","£ """]);
>
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3. Lépés
Kezdoérték valasztasa: A fiiggvényérték és a masodik derivalt eldjele az intervallum
| jobboldali végpontjaban egyezik meg, tehat ezt valaszthatjuk kezddértékként:
4. Lépés
Alkalmazzuk a Newton1 eljarast. Ennek paraméterei rendre: az f fliggvény, a kezdoérték,
az ¢ pontossag ¢és a maximalisan elvégzendd 1€pésszam (biztosan legyen vége az

| eljarasnak)
> Newtonl(f,-1.6,0.00001,10);
x,=-1.6
x, =-1.74407
x,=-1.75113
x;=-1.75116
x,=-1.75116

Az iteracios lépések szama = 4
L A gyok=-1.75116
- A legnagyobb negativ gyok a kivant pontossaggal tehat—1.75116. Ellenérzésként




megvizsgalhatjuk a fliggvény értékét ezen a helyen.

"> £(-1.75116) ;

| 0.49805 10~
=/ Ujabb példak
Példa.
A kovetkezo fiiggvény példajan figyeljiik meg, hogy ha a feltételek nem teljesiilnek, akkor
véletlenszeriive valhat, hogy az eljaras melyik gyokét adja meg.
A fiiggveny legyen az
f(x)=x (sin(x)—cos(2x))
| Megoldas:
[ > f£:=x->x*(sin(x)-cos (2*x)) ;
L fi=x—>x(sin(x)—cos(2x))
| > plot(f(x),x=-4..5);
3-
5.
1-
4 -2 ] 2 4
o
-
3
4.

C>

" Legyen a kezdéérték rendre 1.2, 1.64, 1.65, 1.7, 1.85, 2.2. irjuk rendre ezeket az értékeket
az eljaras masodik paramétereként, s figyeljiikk meg, hogy az eljaras mindig mas és mas

| zérushelyet talal meg!

| > start:=[1.2, 1.64, 1.65, 1.7, 1.85, 2.2];

start :=[1.2,1.64,1.65,1.7,1.85,2.2]




| > epsilon:=0.000001;1lépés:=10;

£:=0.110"

i lépés =10

> Newtonl (f,start[1] ,epsilon, lépés) ;
x,=12

x, =0.6622500
x,=0.5494115
x;=0.5249146
x,=0.5236026
x;=0.5235988
x,=0.5235986

Az iteracios lépések szama = 6

L A gyok=0.5235986
| > Newtonrajz (f,start[1l] ,epsilon,lépés,-0.1,1.2);

Az iteracio
2
15
-
0.5-
02 04 06 08




| > Newtonl (f,start[2] ,epsilon, lépés) ;
x,=1.64

x, =-0.652640
x,=3.758764
x; =4.853074
x,=4.783167
x5 =4.747965
xo =4.730235
x,=4.721327
xg =4.716859
xy=4.714623
x,,=4.713504

Az iteracios lépések szama = 10

L A gyok=4.713504
| > Newtonrajz (f,start[2] ,epsilon, lépés,-3,5.3);
Az iteracié

> Newtonl (f,start[3] ,epsilon, lépés) ;



x,=1.65

x, = -0.805808
X, = -2.281456
x, = -1.898985
x,=-1.741332
x5 = -1.659091
X, =-1.615951
x, = -1.593666
xg = -1.582310
X, = -1.576575
X, =-1.573690

Az iteracios lépések szama = 10
A gyok=-1.573690

> Newtonrajz (f,start[3],epsilon,lépés,-3,1.7);
Az iteracié
3
25
}2
15
1
05
3 2 A 1
X

>
A tovabbi kezddértékkel végezze el a felhasznald a kisérletezést! Ehhez csupan az



|| _ eléz6kben latott 1épéssorozatot kell ismételgetni a megfeleld kezddértékkel.

=1 Ujabb példak

=1 1. Példa

1

. Hatarozza meg az x° + 5 x — 3 = 0 egyenlet pozitiv gyokét!
> f:=x%->x"3+5*x-3;

f=x—>xX +5x-3

> D(f) (x);
3x°+5
> (D@R2) (£) (%)
6x
> plot(f(x) ,x=0..2);
14
12
10
81
61
41
2
0: o 0|2 - 0|4 - 0.6I - OIB - ‘i | I1.|2‘ - I1.|4‘ - ‘116‘ - 1l8 - ‘2
2 X
] > newton(f,2,5);
_ ) _
n X, f(x,) D(f)(x,) X, -
D(f)(x,)
1 2. 15. 17. 1.117647059
2 1.117647059 3.984327296 8.747404844 0.6621602755
3 0.6621602755 0.601129676 6.315368691 0.5669750685
4 0.5669750685 0.017135560 5.964382185 0.5641020869
L5 0.5641020869 0.000014016 5.954633493 0.5640997331 |



[ > Newtonl (£,1,10~(-5),10) ;
x,=1.
x, =0.625000
x,=0.565190
x;=0.564101
x,=0.564101
Az iterdcios lépések szama = 4

A gyok=0.564101

> Newtonrajz (f,3,10~(-3),5,0,3);
Az iteracio

30+

20

10

0/;//;//d§' 1 15 2

= X

=] 2. Példa
Hatarozza meg a cos(x) = x egyenlet gyokeét!
> plot([cos(x) ,x],x=0..1,color=[blue,red]) ;
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:> f.:=x->cos (x) -x;
L fi=x—>cos(x)—x
[ > D(f) (x);

L —sin(x) — 1

[ > (DQRR2) (£f) (x);

L —cos(x)
> plot([£(x),D(f) (x), (DQAEG2) (£f) (x)],%x=0..2,color=[blue,red,gr
een]) ;



K

>

= 3. Példa

0.

0.

Az iteracios lépések szama = 4
A gyok=0.739085

1_
5.
: X
] 02 04 0608 1 12 14 16 18
0]
5
q-
5;
]
r > newton (£f,1,5);
| f(x,)
n X, f(x,) D(f)(x,) X, - .
D(/)(x,)
1 1. -0.4596976941 -1.841470985 0.7503638679
2 0.7503638679 -0.0189230739 -1.681904953 0.7391128909
3 0.7391128909 -0.0000464559 -1.673632544 0.7390851334
4 0.7390851334 0.3 107 -1.673612029 0.7390851332
| L5 0.7390851332 0. -1.673612029 0.7390851332 |
[ > Newtonl(f£,1,10~(-5),6);
x,=1.
x, =0.750364
x,=0.739113
x; =0.739085
x,=0.739085

Adja meg az xt—5x+2x-5=0 egyenlet 2 és 3 kozé es6 gyokét!



[ > f:=x->x"4-5*x"2+2*x-5;
fo—xf—5f+2x—5

> £(2);

-5
> £(3);

37
> D(f) (x);

4 -10x+2

> (DQQ2) (f) (x)

12x* =10
> plot([£(x),D(f) (x), (DQAAG2) (£f) (x)],x=2..3,color=[blue,red,gr
een]) ;
100

60
40

20

o4 23 24 26 28 3

7> newton(f,3,6) ;




B
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a) xt-x-2=0;
) 2x +e'=0;

e) 2x—5—sin(x)=0;

x}’l

3.
2.537500000
2.315012981
2.260388890
2.257281490

2.257271760

= Kérdések, feladatok

=] Ellenérzé kérdések

1. Milyen feltételek teljesiilése esetén alkalmazhatjuk a Newton-féle érintémaodszert?
2. Mit jelent a gyokok elkiilonitése?

2

X

B Gyakorloé feladatok

Oldja meg a kovetkezo feladatokat a Newton-féle érinté modszerrel és szemléltesse a
munkalapban latott moédon az iteraciot!

f(x,)

37.
9.33998245
1.555537262
0.079526610
0.000247460

-0.10 1077

5. Hogyan kell a kezd6értéket megvalasztani?

. Hatarozza meg a cos(x) = x egyenlet gyokét!
. Adjameg a cos(x) + x = 2 egyenlet gyokeét!

D()(x,)

80.
41.97989844
28.47712851
25.59265474
25.43346870

25.43297108

4. Miért van sziikség a ; f(x)20x € [a, b] feltételre?

. Hatarozza meg az x° + 5 x — 3 = 0 egyenlet pozitiv gyokét!

. Adja meg az X =3x+1=0 egyenlet legnagyobb gyokét!

. Szamitsa ki az €' — sin(x) = 0 egyenlet legnagyobb gyokét!
. Szamitsa ki az alabbi egyenletek 6sszes valos gyokét!

b) ¥ —2x+4=0;

d) 2e+x-1=0;

e) x’—2—e

(=2x)

0.

f(x,)

" DN(x,)
2.537500000
2.315012981
2.260388890
2.257281490
2.257271760

2.257271760

X

d
3.Mit biztosit az a feltétel, amely szerint d_ f(x) # 0 az [a,b] intervallumon?
X

. Hatdrozza meg az X2 -5 +1=0 egyenlet 1 és 2 koze es6 gyokét!

. Adja meg az x5 +2x-5=0 egyenlet 2 és 3 koze es6 gyokét!




