Fiiggvénydiszkusszio

Ebben a fejezetben attekintjiik €s helyenként tovabb finomitjuk a fuggveényvizsgalat eszkdzrendszereét.
| Ezutan peldakat mutatunk a teljes figgvenyvizsgalatra.

V A fiiggvényvizsgalat szempontjai

V Ertelmezési tartomany

A fuggveény megadasakor keétfelekeéppen is eljarhatunk.:

1) A fliggvenyt az ertelmezesi tartomannyal egyiitt adjuk meg ,vagy valamilyen jelenseg
megfigyelésekor jon Ictre a fliggveny, amely az utobbi esetben véges szamu éertekparbol all.
Ezekben az esetekben az értelmezési tartomany vizsgalata nem jon szoba.

2) A fuggvenyt generalo utasitast adunk meg csupan. Ilyenkor mintegy "geépnek" tekintjiik a
fuggvenyt, amely kiszamitja a bemeneti ertekhez tartozo figgvenyerteket:

Ilyenkor feladat Iehet az ertelmezési tartomany vizsgalata.A kerdes ugy vetodhet fol, hogy
hatarozzuk meg egy adott halmaz (az sokszor a valos szamok R jeli halmaza) legbovebb olyan
reszhalmazat, amelyen a szobanforgod utasitassal figgveny hozhato létre.
Példa.
Legyen adott mert értekek ket adatsora. A fuggetlen valtozo ertekei:
> X:=[1/4, 1/2, 3/4, 1, 5/4, 3/2, 7/4, 2, 9/4, 5/2, 11/4, 3,
13/4, 7/2, 15/4, 4];
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[A megfeleld fuggvenyertekek:

> Y:=[-2.468, -1.587, -1.126, -.7148, -.4858, -.2662, -.07670,
.2329, .3243, .4907, .5865, .6667, .8094, .8844, .9189, 1.062]

4

7
i a ,4] (1.1.1)

Y:=[—2.468, —1.587, —1.126, —.7148, —.4858, —.2662, —0.07670, 0.2329, 0.3243, (1.1.2)
L 0.4907, 0.5865, 0.6667, 0.8094, 0.8844, 0.9189, 1.062 ]

Keészitsiik el a zip utasitassal az 0sszetartozo ertekparokat. Termeszetesen sokszor inkabb ezek
adottak, a merés nyoman keletkezo jegyzokonyvben, de mi most be szeretnénk mutatni a ket
| adatsor egyesitését is.

> PontOk:=ZiP((XIY) ‘>[er] X, Y);

pontok == [[i, —2.468}, [%, —1.587], [%, —1.126}, [1, —.7148], [%, —.4858}, [(1.1.3)
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> .2662], 1 0.07670}, [2,0.2329], [4, 0.3243 ], [2, 0.4907}, [ 1




0.5865 } [3,0.6667], [14—3 0.8094], [% 0.8844}, [% 0.9189}, [4, 1.062]]

[Ezuta'n abrazolhatjuk az értékparoknak megfeleld pontokat:
> plot(pontok,style=point,color=red,symbol=circle,title="Az
adatsor’) ;

Az adatsor
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Ebben az esetben az lehet a feladat, hogy olyan képlettel kezelhetd fuggvenyt hatarozznk meg,
amelyhez "jol ileszkednek" a tapasztalat altal szolgaltatott pontok. De ez mar egy masik kurzus
feladata lehet. Mindenesetre, olyan megerzesiink van, hogy a kozelito figgveny valamely

| logaritmus fuggveny!

>

Ha meg kell allapitanunk az értelmezesi tartomanyt, akkor a kdvetkezd dolgok nemelyiket kell -

sok esetben- sorra venniink:

a) A tort nevezoje nem lehet 0;

b) Paros kitevoju gyoke csak nem -negativ valos szamnak van;

¢) logaritmusa csak pozitiv valos szamnak van;
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+ k 1t (k€Z) alaku szamoknak (szogeknek) nem ertelmezhetd a tangense;



€) A k Tt (k€Z) alaku szamoknak (szogeknek) nem ertelmezheto a kotangense.

Példa.
Hatarozzuk meg a valos szamoknak azt a legbovebb részhalmazat, amelyen az

f(x)=\/1ogl (3x—4)
2

utasitassal fiiggveny ertelmezheto!

Megoldas.
A négyzetgyok fuggveny nem-negativ szamokon ertelmezhetd, ezert
0<log, (3x—4)
2
Azlog, (x) figgveny a pozitiv valos szamok halmazam értelmezheto €s szigoruan monoton

2
csokkeno, zérushelye az x = 1. Ezért
0 <3x—4es3x—4<I
Oldjuk meg az egyenldtlensegrendszert:

> solve ({0 < 3*x-4,3*x-4 <= 1});
g <x,x§§ (1.1.4)

Tehat a g-nél nagyobb €s g-naﬂ nem nagyobb szamok alkotjak

Példa
Hatarozzuk meg a valos szamoknak azt a legbovebb reszhalmazat, amelyen az

f(x)=log,  ,(*—8x+15)
utasitassal fiiggveny ertelmezheto!

Megoldas

Két megszoritast kell tenniink:
1. A logaritmus alapja 1-t6l kiilonbdz6 poitiv szam;
2. A logaritmus fiiggveny értelmezési tartomanya a pozitiv szamok halmaza.
Az 1. alapjan
0<x+2, x+2+#1
A 2. alapjan
0<x*—8x+15
Oldjuk meg mindenekel6tt a ket egyenlotlensegbol allo rendszert. Ezt a solve utasitassal tehetjilk
meg.
[> solve ({0 < x+2,0 < x"*2-8*x+15},x) ;
{2 <x,x<3}, {5<x} (1.1.5)
Azx 4+ 2+#1 egyenertekl az x# —1 feltetellel. Az ertelmezési tartomany tehat:
2, xF—1
A szobanforgo kifejezeseket €s y = 1 egyenest jellemz6 intervallumon abrazolva grafikus
megerositest nyerhetink.

> plot([x+2,x"*2-8*x+15,1] ,x=-4..6,-4..10,color=[blue,red,green])



V Zérushely

A fuggveny viselkedesenek leirasaban a jellegzetes pontok megtalalasa sokat segithet. A
zerushelyek ismerete mas tulajdonsaggal, peldaul a folytonossaggal egyitt kiillondsen ertekes.

Példa.

Hatarozzuk meg az f(x) =x*—6x +50x" —45x* — 108 x + 108 zerushelyeit. Jellemezziik a

fliggveny viselkedeset a zerushelyek kornyezeteben!

Megoldas.

A fluggvény szorzatta alakitasat a factor utasitassal kiscrelhetjilk meg.

> f£:=x->%"6-6*x"54+50*x*3-45*x*2-108*x+108;

L Fi=x—=x"— 6 +50° —45x* — 108 x + 108 (1.2.1)
> factor(f(x)):;

L (x—1) x+2) x=3) (1.2.2)
A factor alkalmazasa teljes sikerrek jart, ami nem meglepo, hisz az f polinomfuggveny minden
zerushelye racionalis egesz szam. a zerushelyek kozvetlentll leolvashatok, a solve alkalmazasa




| most inkdbb a megjelenitést szolgalja:
> zh:=[solve(£(x)=0)];

i zhi=[1, =2, -2,3,3,3] (1.2.3)
A solve a zerushelyeket multiplicitasuk ("tobbszordsseg) szerint adja meg. Esetiinkben az 1
egyszeres, a —2 ketszeres, a 3 pedig haromszoros zérushely. Vizsgaljuk meg, mit jelent ez a

fuggveny viselkedése szempontjabol! Mindenekel6tt rajzoljuk fol a fliggveny grafikonjat a
| zérushelyeket tartalmazo intervallumban!

> plot(f(x) ,x=-2.5..4,color=blue, thickness=2) ;
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A grafikon alapjan ugy tunik, hogy a fliggveny gorbéjenek a tobbszoros zerushelyeken ¢rintdje
az x tengely, azaz ezeken a helyeken a polinomfliggveny derivaltja is 0 erteku. Emellett azt is
megfigyelhetjik, hogy a paratlan multiplicitasu zerushelyen a fuggveny eldjelet valt, a paros
multiplicitast zérushelyen ez nem kovetkezik be. Elso észreveteliinket tétel formajaban is
megfogalmazzuk. (Ez a tétel kiegeszito ismeretet tartalmaz!!!)

Tétel.

Ha egy o szam az f polinomnak pontosan k-szoros gyoke (1 <k), akkor a polinom derivaltjanak,
a D (f) polinomnak pontosan k-1-szeres gyoke. Specialisan, ha o az f-nek egyszeres gyoke,
akkor a polinom derivaltjanak, D (f)-nek nem lehet gyoke.

I I




Bizonyitas.

Legyen o pontosan k-szoros gyoke f-nek. Ekkor f az x — o gyoktényezot pontosan a k-adik
hatvanyon tartalmazza, azaz

f=x—a)g,

g (a)#0,
ellenkezo esetben ugyanis g oszthato lenne x — a-val, tehat f-nek o legalabb k + 1-szeres gyoke
lenne, a feltevessel ellentétben.Derivaljuk f-et

D))=k (x—a) Vet (x —a)Dd(g)=
x—a) 7 (kg + (x—a)D(2)).

ahol mar

Az f derivaltjanak ebbdl az alakjabol nyilvanvalo, hogy o neki legalabb k — 1-szeres gyoke. Az
is latszik, hogy o nem lehet & — 1-n€l nagyobb multiplicitasu gyok, mert a masodik zarojelben
| k g nem 0 az o helyen.

V Paritas

A parossag-paratlansag vizsgalatakor sokszor celszert eloszor ellenpeldat keresni, azaz olyan x
valtozoerteket, amelyre sem az

f(—=x)=f(x)
sem az
, f(=x) = =f(x)
egyenloseg nem teljesul.
Példa.
Mutassuk meg, hogy az
5
X
)=

fiiggveny nem is paros es nem is paratlan. A fiiggveny ertelmezesi tartomanya legyen a valos
szamok megengedheto legbovebb reszhalmaza.
Megoldas.

A fuggvény ertelmezesi tartomanyahoz az x = 1 hely nem tartozik hozza, ugyanakkor az x = —1
helyen ertelmezve van. Ezert nem lehet sem paros, sem paratlan.
Mas esetben nem tekinthetiink el a definiciot kdvetd eljaras alkalmazasatol.

Példa.
vizsgaljuk meg paritas szempontjabol az
f(x) =1n(x /¥ +1 )
fuggvenyt!
Megoldas.

Lathatoan a figgveny minden valos x-re értelmezheto. Szamitsuk ki eldszor a figgvenyt nehany
helyen ¢€s az adott hely ellentett helyen:

> f:=x->1ln(x+sqrt(x*2+1));

f:=x—>1n(x+\/x2+1 ) (1.3.1)

:> array(l1..8,1..2,[['£(x)',"'£(-x)"'],seq([evalf(f(-1)) ,evalf (£ (i)
)1,i=1..7)1);




S(x) J(=x)
—.8813735879 0.8813735869
—1.443635477 1.443635475
—1.818446460 1.818446459
—2.094712544 2.094712547
—2.312438337 2.312438341
—2.491779856  2.491779853

L | —2.644120787 2.644120761 |
Ugy ldtszik , hogy a fiiggvény paratlan. Probaljuk meg ezt igazolni!
Mutassuk meg, hogy

S(=x)=—f(x)

S(=x) +/(x)=0

azaz

| teljestil, az x valasztasatol fuggetlenill.
> kif:=f(-x)+£f(x);

kif:=ln( —x+\ P+ 1 ) +ln(x /1 )

" Alkalmazzuk a logaritmus muveleti azonossagat, amely szerint:
log(u) +log(v)=log(uv),
hacsak 0 < u¢és0 <.

> combine (kif) ;

L ln(—x—l—\/xzi—l—l)—l—ln(x-l—\/xzi-l—l)

> assume (x,real) ;about (x) ;
Originally x, renamed x~:
is assumed to be: real

> combine (kif) ;

L ln(<—x~+\/x~2+1) (x~+\/x~2+l))

[Egyszerﬁsitsﬁk a kifejezest:
> simplify (%)
>
EA fuggveny valoban paratlan. Ezt mutatja a fuggveny kepe is:
> plot(f(x) ,x=-10..10,color=blue, thickness=2) ;

0

(1.3.2)

(1.3.3)

(1.3.4)

(1.3.5)

(1.3.6)



>
V Periodus

vesszilk, hogy az milyen atalakitasokon esett at.

Példa.
Hatarozzuk meg az

f(x) =cos(x)’
fiiggveny periodusat!

Megoldas.

[> x:="x"':
> cos (x)“2=combine (cos (x)*2) ;

cos(x)ZZ% cos(2x) + %

A fuggvény cos fuggveny linearis transzformaltjakeént adhato meg:

A periodus vizsgalatakor sokszor az ismert alapfiigveny periodusbol indulunk ki, €s figyelembe

(1.4.1)



Mivel a cos(x) periodusa 2 7t, a cos(x ) periodusa 22—TC = 1. Abrazoljuk a fiiggvényta [0, 2 7]

intervallumon:

> plot(cos(x)”2,x=0..2*Pi,scaling=constrained,title="A cos(x) "2
periodusa Pi’) ;

A cos(x)*2 peridodusa Pi
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Példa.

Legyen az [ fiiggveny ertelmezve az [0, p ] intervallumon. Adjuk meg az f periodikus
kiterjeszteset, vagyis azt a g fiiggvenyt, amely az [0, p | intervalumon azonos az f fiiggvennyel és
amelyre:

gx)=g(x+p)
teljesul minden x-re.

Megoldas.
Legyen ap =5 ¢s az f fuggveny:




X —x<0 and x < %

Jx)= 5
5—x E—xSO and x —5<0
| Az f fuggvenyt megadhatjuk a piecewise utasitassal...
[> p:=5:
> f:=x->piecewise (x>=0 and x<p/2,x,x>=p/2 and x<=p,5-x);

f:=x—>piecewise(0£x and x < %p, X, %pﬁx and x<p,5 —x (1.4.2)
> 'f(x) '=£(x);
X 0<x and x < %
flx)= 5 (1.4.3)
5—x 5 <x and x<5
> £(4) '=£(4);
L f(4)=1 (1.4.4)

[...Vagy eljarassal is.

> f:=proc(x)
> if x>=0 and x<p/2 then x elif x>=p/2 and x<=p then 5-x fi;
> end;
f=proc(x) (1.4.5)
if0 <=x and x < 1/2* pthen
X
elif1 /2*p <=x and x <=pthen
5—x
end if
L end proc

> plot('f(x)',x=-1..6,color=blue);
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EA periodikus fuggvenyt létrehozo eljaras:
> g:=proc (x)
> local c:
> if x<0 then c:=p*(frac(x/p)+1l) else c:=p*(frac(x/p)) £fi;
> f (evalf(c));
> end;
g =proc(x) (1.4.6)
localc;
ifx < 0 then
c:=p* (frac(x/p)+1)
else
c:=p*frac(x/p)
end if;
Sevalf(c))
L_end proc
Az imént kiszamitottuk az f(4 ) értékét. Szamitsuk ki a g erteket nehany
4+5k

| alakt helyen, ahol k egész:



> seq('g' (4+5*k)=g(4+5*k) ,k=-5..5);

g(—21)=1,g(—16)=1,g(—11)=1,g(—6)=1,g(—1)=1,g(4)=1.,g( (1.4.7)

L 9)=1l,g(l4)=1,g(19)=1,g(24)=1.,g(29)=1.

[Az ertekek megfelelnek annak, hogy a g periodusa 5. Abrazoljuk is a g fuggvenyt :

> plot(g,-10..10,scaling=constrained,color=blue, thickness=2,
discont=true,title= Az f periodikus kiterjesztettje’);

Az f periodikus kiterjesztettje

>

V Hatarérték, folytonossag
A figgveny hatarértekét az x,, helyen meg kell vizsgalnunk, ha a fiiggveny az x, helyen nem
folytonos, de az x;-nak legalabb egyik oldali kdrnyezetében ertelmezve van. Ezen kiviil

megvizsgaljuk a figgveény co-ben illetve — co-ben vett hatarerteket, ha a fliggveny elég nagy
illetve elég kis szamokra crtelmezve van. A szakadasi helyek felkutatasara ¢s a folytonossag
vizsgalatara hasznalhatjuk a Maple eljarasait is.

Példa.
Mutassuk meg, hogy az




X
£(x) =
x +1
fuggveny folytonos.

Megoldas.

Mivel a fuggveény minden valos x értékre ertelmezhetd, azt kell megmutatnunk, hogy minden
valos x-re folytonos is. Ez teljesiil, mert folytonos fliggvenyek hanyadosa €s a nevezo semmilyen
valos x ertekre sem 0. Megallapitasunkat a Maple iscont ("folytonos-e") eljarasa is megerositi:

> f:=x->1/(x"2+2);

1
f=x— 5 (1.5.1)
L X +2
> iscont (f(x) ,x=-infinity..infinity)
true (1.5.2)

Példa.

Vizsgaljuk meg folytonossag szempontjabol az

fx) = cos(x )2
)7 Sin(x) — cos(2 x)
fiiggvenyt!

Megoldas.

Az f fuggveny folytonos figgvenyek hanyadosa. Tehat mindeniitt folytonos, kivéve a nevezd
| zérushelyeit.

> f:=x->cos (x)*2/ (sin(x)-cos(2*x)) ;

f=xo cos(x)2 (153)
’ sin(x) —cos(2 x) o

[Keressﬁk meg a nevezo zerushelyeit.

> zh:=[solve(denom(£(x)))]:;
Zh:=|:—l7't l'rc én}
L 276 6
A fuggveny 2 Tt szerint periodikus, ezek a nevezo egy periodushoz tartozo zérushelyei, s

egyszeresmind a fliggveny szakadasi helyei. Vizsgaljuk meg a fliggveny hatarértéket a szakadasi
| helyeken!

(1.5.4)

> for i to nops(zh) do

> Limit(f(x),x=zh[i])=limit(£f(x) ,x=zh[i])
> od;

lim ( cos(x)z )=_—2
N sin(x) —cos(2 x) 3

cos(x )2
lim ( - ) = undefined

ol sin(x) —cos(2x)
( cos(v)2 )
li - = 1.5.5
1 ine) —cos(any )~ memed (1:32)
L 6



T
2
hatarertek, ezeken a helyeken nem megsziintetheto szakadas van. A kapott eredményeket
segithet ertelmezniink a szamlalo €s a nevezd egyiittes abraja.

Azx = —— helyen van véges hatarertek, itt megsziintethetd a szakadas a masik ket helyen nincs

> plot([cos(x)"2,sin(x)-cos(2*x)],x=-Pi..2*Pi,thickness=2);

T
2
nevezo nullava valik, mindket fliggveny erinti az x tengelyt.

| a tobbi helyen a szamlalo nem 0 erteku. A fiiggveny kepéet is felrajzoljuk:

Lathatoan azx = —— helyen (€s a periodicitasnak megfelel6 helyeken) mind a szamlalo, mind a

> plot(f(x) ,x=-2*Pi..2*Pi+l,-5..5,color=blue);




I I

>
Ha a szamlaloban a cos(x )2 helyett cos(x ) szerepel, amely lassabban tart 0-hoz, midon , akkor

0 . . ~ ,
azx=—7 helyen is nem megszuntetheto a szakadas!

7> fl:=x->cos (x)/ (sin(x) -cos (2*x)) ;

— cos(x)
L S=x sin (x) —cos(2 x) (15.6)
> limit (f1l(x),x=-Pi/2);
undefined (1.5.7)

> plot([numer (fl(x)) ,denom(fl(x)),£fl1(x)],x=-Pi/1-1..2*Pi,-5..5,
color=[green,red,blue] , thickness=[1,1,2] ,discont=true) ;




>
V Derivalhatosag

Az f figgveny azx, pontban akkor derivalhato, ha az x,, ponthoz tartozo kiilonbségi hanyadosanak
az x, pontban van (véges) hatarerteke, azaz

. [f(x) —1(%) J

x—>x0 X — xO

létezik a

veges hatarertek.
Azt is tudjuk, hogy ha az f fliggveny azx, pontban derivalhato, akkor ott folytonos is.

Példa
Vizsgaljuk meg derivalhatosag szempontjabol az

, S =h +x—2)
fuiggvenyt!

Megoldas




[>»f:=x—>abs(xA2+x—2);

f=xol+x—2 (1.6.1)
Tudjuk, hisz mintapéldakent szerepelt, hogy az abszolutertek fuggveény nem differencialhato az
x =0 helyen. Ezért valoszinusithetjiikk, hogy az f fliggveny a zerushelyein nem derivalhato!
Keressiik meg a zérushelyeket!

> zh:=[solve (f(x),x)];
- zhi=[-2,1] (1.6.2)
Abrazoljuk az f fliggvenyt a zérushelyeit tartalmazo intervallumban!
> plot(f(x) ,x=-3..2);
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Az abra is aldtamasztja az iménti megjegyzesunket, vagyis azt , hogy a fliggveny azx = —2 €s az
x =1 helyen nem differencialhato.. Adjuk meg szakaszonkent ertelmezett figgvenykent
(piecewise) az f-et, Ezt a convert utasitassal tehetjilk meg. Ennek elsé paramétere a konvertalando
fuggvenyt definialo kifejezes, a masodik pedig az eloallitando tipus, esetiinkben a piccewise.

> convert (f (x) ,piecewise) ;

(1.6.3)



x2+x—2 x<—=2
——x+2 x<1 (1.6.3)

L FHx—2 1<x
Készitsiik el a kapott, szakaszonkent ertelmezett fuggveny derivaltjat!

> diff (%,x);

2x+1 x < =2
undefined x=-=2

—2x—1 x <1 (1.6.4)
undefined x=1

2x+1 1 <x

Leithatc'), hogy a derivalt nem definialt, tehat nem létezik azx = —2 €s azx =1 helyen.
> plot([f(x),D(f) (x)],x=-3..3,discont=true,color=[blue,red],
thickness=2) ;

10.0—




| A discont eljdrassal is megallapithatjuk a derivalt szakadasi helyeit.

> discont (D (f) (x),x);

. (=2,1} (1.6.5)
Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy az f fligggveny az x = —2 €s azx = | helyeken nem
differncialhato, masutt viszont igen. Mindez megfelel az elozetes varakozasnak ¢s a
szeml¢letnek is. Az utobbi azt jelenti, hogy amely helyeken "toréspontja" van a fuggvenynek, ott

| nem differencialhato.

V Monotonitas, szélsoérték

A monotonitasi intervallumok elkiiloniteset legtobbszor a derivalt zerushelyeinek
meghatarozasaval kezdjik Ezutan a derivalt zeérushelyei altal elkiilonitett intervallumokon
megvizsgaljuk a derivalt elgjelet. Azokon az intervallumokon, ahol a derivalt pozitiv, a fuggvény
szigorian monoton nd, ahol a derivalt negativ, ott a fliggveény szigoraan monoton csokken.

A helyi szelsoertekre vonatkozolag ket elégseges feltetelt ismertettiink.

Az els6 szerint, ha (D(f)) (xo) =0 ésD(f) az x, pontban eldjelet valt, akkor az f fliggvénynek az

x, helyen helyi szélsoérteke van.

A masodik eleégseges feltétel szerint a (D (f)) (xo) =0¢s ( (D(z)) U)) (xo ) #0 feltetelek egytuttes
teljesiilése esetén az f fiiggvénynek azx, pontban helyi szelsoerteke van.

Példa
Vizsgaljuk meg monotonitas es szélsoertek szempontjabol az
f(x)=x3 — 6 +9x—4

fiiggvenyt!
Megoldas
A fuggveny minden valos x ertekre differencialhato. Ezert csak olyan pontokban lehet heyi
szelsoerteke, ahol a derivalt 0.
Vegyiik fol mindenekel6tt a fuggvenyt:

> f£:=x->x"3-6*x"2+9*x-4;
i fi=x—>xX —6X+9x—4 (1.7.1)
Készitsiik el a derivaltat!

> D(f) (x);
L 3¢ —12x49 (1.7.2)
Keressuk meg a derivalt zérushelyeit!

> zh:=[solve (D(f) (x))];

zh:=[3,1 1.7.3
Most konnyt helyzeben vagyunk, mert a deriv[dlj[ m]a'sodfokﬁ fuggveny, amelyet zémshelyei(nek :
birtokaban mar egéeszen jol el tudunk keépzelni. Abrazoljuk a figgvenyt €s derivaltjat kozos
koordinatarendszerben!
> plot([£(x) ,D(f) (x) ,signum(D(f) (x))],x=-1..5,color=[blue,red,
green] ,thickness=[2,2,1],discont=true, title="f=kék, f'=piros,
f''=z01d’);




f=kék,f'=piros,f'=z0Id

>
Feltiintettiik a derivalt el6jelet is. Az abra alapjan, figyelembe veve a derivalt zerushelyeire kapott
crtékeket, mar mindent tudunk az f fiiggvény monotonitasarol:
A fliggveny szigoruan monoton novekvd a ( — oo, 1) €s a (3, «) intervallumokon, €s szigoraan
monoton csokkend az (1,3) szamko6zon. Ennek megfeleloen az 1 helyen helyi maximuma, a 3
helyen helyi minimuma van a fuggvénynek. Ezek érteke:
> £(1);
0 (1.7.4)

[> £(3);

—4 (1.7.5)
Mi a helyzet azonban akkor, ha az f fiiggveény az x, helyen nem differencialhato? Tekintsiik a
kovetkezo fuggvenyt!

Példa.

Vizsgaljuk meg monotonitas és szélsoertek szempontjabol az



J(x)=
(—2 +x)

—
W
~—
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Siiggvenyt!
1

Megjegyzes: A fuggveny f(x) = ( (x—2 )2) > alakban is felithato.

Megoldas.
> f:=x->piecewise (x<=2, (2-x)*(2/3) ,x>2, (x-2)*(2/3));
L f:=x—>piecewise(x$2, (2 —x)(2/3), 2 <ux, (x— 2)(2/3)) (1.7.6)
> £(2);
0 (1.7.7)

:> 'f(x) '=f(x);

(2 —x)?3) x<2
f(x)= RENETE L (1.7.8)

A fiiggvény zérushelye és "kritikus helye" egyuttal az x = 2. Készitsiink mindenekeldtt dbrdt a
fuggvenyrol az x = 2 helyrt tartalmazo intervallumon!

> plot(f(x) ,x=-2..6,color=blue, thickness=2,numpoints=1000,
scaling=constrained) ;




Azx=2 helyen a fuggvény folytonos, de az abra szerint nem derivalhato! Valoban a
| derivaltfuggveény

> 'D(f) (x) '=D(f) (x);

2 1
_E.E;:;;afﬁ x <2
(D)) (x)= undefined x=2 (1.7.9)
2 1
v

EAzx =2 helyen a fuggvény nem differencialhato! A derivalt hatarertekere:
> limit ('D(f) (x)',x=2,1left) :=Limit(D(£f) (x) ,x=2,left)=1imit (D (£)
(x) ,x=2,1left) ;

(1.7.10)




2 1
_5.25:33675- x<2
linzl (D)) (x) = linzl undefined x=2 |=—o (1.7.10)
x—2- x—2-
2 1
3 (240073 ey

:> limit ('D(£f) (x)',x=2,right) :=Limit (D (£f) (x) ,x=2,right)=1imit (D
(£) (x) ,x=2,right);

2 1
__g z;t:;;TEj x <2
xl—i>1%l+ (D(f))(x)::xilf+ undefined x=2 |=o (1.7.11)
2 1
3 (=240 2

>

A derivaltnak az x =2 helyen hatarerteke sincs. Az x = 2-n€l kisebb x ertekekre a derivalt
negativ, a 2-n€l nagyobb valtozoertekekre pozitiv. Tehat a fliggveny a (— oo, 2) intervallumon
szigoruan monoton csokkend, a (2, ) intervallumon pedig szigoruan monoton novekva.

| Emellett az x =2 helyen folytonos, hisz hatarérteke €s helyettesitesi erteke megegyezik:

> Limit (£(x) ,x=2)=1limit(£f(x),hx=2);

I I

(2 —x)?3) x<2
lim =0 (1.7.12)
L 2 (=240 2 <x
> £(2) '=£(2);
£(2)=0 (1.7.13)

:> is(limit (£ (x),x=2)=£(2)) ;
true (1.7.14)

 Ezért elmondhatjuk, hogy a fiiggvénynek azx =2 helyen helyi és abszolut minimuma van.
| Megalapitasainkat dsszegzi a kovetkezo abra.

> kep:=plot([£(x) ,D(f) (x)],x=-2..6,view=[-2..6,-4..4] ,color=
[blue, red], thickness=[2,1] ,discont=true) :

> vonal:=plottools[line] ([2,-5],[2,5] ,color=green,linestyle=3,
legend=["x=2"]) :

> plots[display] ({kep,vonal}, title="A fiuggvény és derivaltja az
x=2 kornyezetében') ;

Warning, the following options are not used by plottools: [legend = ["x=2"]]




A fuggvény és derivaltja az x=2 kornyezetében
4.0

3.2

>

Elofordul, hogy a fuggveny a szelsoerteket az ertelmezesi tartomany veégpontjaban, vagy az
crtelmezesi tartomanyt alkoto intervallumok valamelyikének végpontjaban veszi fol. Tlyenkor ez
nem helyi széls6ertekhely, s a derivalt zérushelyei kozott nem is szerepelhet, hisz ezeken a
helyeken a fiiggveny nem differencialhatod. Ilyen modon veszi fol példaul az f(x) :\/; a
minimumat azx =0 helyen.

> plot([sqrt(x) ,diff(sqrt(x),x)],x=0..4,0..5);




—
I |

o

o
N
N
w
S

>

A "szélsoértek-gyanus" helyek tahat altalaban a kovetkezok:

1) A derivalt zérushelyei;

2) Azok az ertelmezési tartomanyhoz tartozo belsé pontok, ahol a fliggveny nem
differencialhato;

3) Az ertelmezesi tartomany vegpontjai (ha ilyenek vannak) illetve az ertelmezesi tartomanyt
| alkoto intervallumok végpontjai.

I I

V Konvexitas, inflexio

A fliggveny konvexitasa illetve konkavitasa lényeges informaciot jelent a fuggveny altal leirt
folyamatrol. Ha a differencialhato fliggveny gorbéje alulrol konvex egy adott intervallumon,
akkor ezen az intervallumon a derivaltja novekvd. Ha a fuggveny ndovekvd, akkor novekedesenek
uteme egyre nagyobb, ha csokkend, akkor egyre lassabban csokken. Hasonloan, ha az alulrol
konkav fiiggveny novekvo, akkor novekedese lassulo, ha csokkend, akkor egyre gyorsabban
csokken. Az elterd konvexitasu ivdarabok talalkozasi pontja az inflexios pont.

Ha a fuggveny legalabb ketszer derivalhato, akkor konvexitasi intervallumait a masodik derivalt
segitségevel vizsgalhatjuk meg a legegyszerubben. Ha az adott intervallumban a masodik derivalt
pozitiv, s igy az elso derivalt novekvd, akkok ebben az intervallumban a fliggveny gorbeje alulrol
konvex, ha amasodik derivalt negativ, akkor az elsé derivalt csokkend, s a fuggvenygorbe alulrol




konkav.

Példa
Vizsgaljuk meg konvexitas szempontjabol az
fx)=In(1+2?)
fiiggvenyt!
Megoldas
Vegyiik fol mindenekelott a figgvenyt!
> f:=x->1n(1+x"2);
L f:=x—>1n(x2+1)
Képezziik a figgvény masodik derivaltjat!
> Diff (f(x),x$2)=diff (£ (x),x$2);
2 2
d—z ln(x2+1>= 22 . B 5
dx x +1 (x2 41 )

i—Iozzuk a derivaltat egyszerubb alakra!
> Diff (f(x),x$2)=simplify(diff (f(x) ,x$2));

N 201
- ln(x +1 ) =— 3
L dx (xz + 1 )
Keressiik meg a masodik derivalt zérushelyeit!

> zh:=[solve(rhs (%) ,x)];

zhi=[—1,1]

Megj egyzes: A rhs(%) az el6z0 utasitas jobb oldalara valo hivatkozast jelenti.

Rendezzik novekvoleg a zerushelyeket!

[> zh:=sort (zh) ;
zh:=[—1,1]

Meg kell allapitanunk a masodik derivalt elojelet a zerushelyek altal meghatarozort

(1.8.1)

(1.8.2)

(1.8.3)

(1.8.4)

(1.8.5)

intervallumokban! Ehhez tk. csak az eldjelre hatassal lenni tudo 1 — X kifejezest kell figyelembe

venniink. De a fuggvény és a masodik derivalt egyliittes abrazolasa mindent megmutat!
> plot([£f(x), (DRA2) (f) (x)],x=-5..5,color=[blue,red], title="£f=

kék,f' '=piros’, thickness=2) ;




f=kek,f"=piros

I I

>

Innen mar minden latszik. A (— o, —1) €s az (1, o) intervallumban a masodik derivalt negativ,
ezert itt a fuggveny konkav, a (—1, 1) intervallumban a masodik deivalt pozitiv, ezert itt a

| fuggveény konvex. Azx= —1 ¢s azx =1 inflexios pontok.

V Ertékkészlet

A fuggvenyvizsgalat utolso elotti allomasa az ertekkeszlet megallapitasa. A hatarertekvizsgalat, a
szelsoertekek megallapitasa utan elegendo informacioval rendelkeziink arra, hogy megadjuk a
~ fuggveny altal felvett értéckek halmazat.

V A fiiggvény grafikonja

Utolso lépeskent megrajzoljuk a fliggveny grafikonjat, vagy annak jellemzo reszletet. A Maple
segitségevel akkor juthatunk valoban jellemzd grafikonhoz, ha az el6zd vizsgalatok eredmenyeit
figyelembe vessziik.Ez azt jelenti, hogy meg kell talalnunk azt az alkalmas intervallumot,
amelyben abrazolva a figgvenyt, azt jol leiro grafikont kapunk.

V Teljes fiiggvényvizsgalat



Végezziik el - mintaképpen - két fuggveny teljes vizsgalatat!

Példa.
2

Vizsgaljuk meg az f(x)= ﬁ fiiggvenyt!
x—1

Megoldas.

> f:=x->x"2/(x-1)"2;
2

f=x

1. A fuggveny értelmezési tartomanya:
Az f fuggveny racionalis tortfuggveény, tehat mindeniitt ertelmezett, kivéve a nevezd zcrushelyeit.
Az értelmezéesi tartomany tehat: minden valos szam, kiveve azx = 1 erteket.
2. Meghatarozzuk a fuggveny zérushelyeit :
> ‘Zérushely =solve (£ (x)=0) ;
Zerushely = (0,0) (2.2)
Az f fuggvenynek egyetlen, ketszeres, zerushelye van az x =0.
3. Paritas vizsgalata: Azertelmezési tartomanybol kovetkezik, hogy a fliggvény nem paros €s nem
paratlan.
4. A fuggvény lathatoan nem periodikus.
5 . Hatarérték, folytonossag, derivalhatosag vizsgalata:
A fliggvenyt hatarerték szempontjabol a szakadasi helyein €s (' ha ennek van értelme ) a co-ben €s
— oo-ben kell megvizsgalni. A fuggveny azx = 1 hely kivetelevel mindeniitt folytonos, sot
differencialhato, hiszen derivalhato fuggvenyek hanyadosa:
> Limit(f(x) ,x=1)=1limit (£ (x),x=1);
2
lim | —— |= o (2.3)
L = (x—1)
[Azx =1 helyen a fuggvenynek nem megszintetheto szakadasa van.

2.1

T -1y

> Limit(f(x),x=infinity)=1limit(f(x) ,x=infinity)
2

lim | ———= |=
L e\ (x— 1)

1 (2.4)

> Limit(f(x) ,x=-infinity)=limit (£f(x) ,x=-infinity)
2
lim | —— )= 1 (2.5)
I e )
Mindket vegtelenben 1 a hatarerteke a fuggvenynek. Ez eguttal azz is jelenti, hogy a fuggveny
| "vizszintes" aszimptotaja, aszimptotafiiggvenye az y = 1 egyenes.

6. Monotonitas és szélsoérték vizsgalata:
| Az elsé derivalt zérushelyei a lehetséges szelsoertekhelyek:
> Diff(f(x) ,x)=diff (f(x),x);
2

2
d x 2x  2x (2.6)

i Wl x=12) =172 @x=1)
EHozzuk egyszerubb alakra a derivaltat:
> Diff (f(x) ,x)=normal (diff (£f(x) ,x));

Ve NEay AN



d x2 2x
dj__x |___2x 2.7
L dx((x—l)zj (x—1) @7)

Innen azonnal latszik, hogy a derivalt azx =0 helyen 0 .A derivalt elgjele is azonnal adodik, ha
szamlalojanak €s nevezdjenek eldjelet figyelembe vessziik:

A derivalt negativ x értckekre €s 1-nél nagyobb x ertekekre negativ, a (0,1) nyilt intervalumon
pozitiv. Tudjuk, hogy azokon az intervallumokon, ahol a derivalt negativ a fliggveny szigoruan
monoton csokkend, ahol a derivalt pozitiv, ott szigoruan monoton névekvo. Tehat:

X (—,0) 0 (0,1) 1 (l,:o)
% f negativ 0 pozitiv - negativ
3
f csokken6 min  novekvo -  csokkeno.

A helyi szelsoertek erteke (0) =0

7. Konvexitas, inflexios pont.
A masodik derivalt, rogton egyszerubb alakban folirva:

> Diff (£(x),x52)=normal (diff (£ (x),x$2)) ;
& X 2@x+1)

@ L (x—1) (x—1)"

(2.8)

Ebbdl rogton latszik, hogy azx = —% helyen 0, enné€l kisebb ertekekre negativ, enn€l nagyobb €s az

1-t61 killonbdzo ertekekre pozitiv. Tehat az x = —% helyen a fiiggvenynek inflexios pontja van,

ennel kisebb ertekekre konkav a fliggveny egyebkent konvex. Reszletezve:

1 1 1
i , , ,
(—2 f negativ 0 pozitiv pozitiv
ax
f konkav  inflexio konvex konvex

8. A fiiggvény értékkeészlete: A monotonitas €s a szelsoertek valamint a hatarertekrol tett

megallapitasokat figyelembe véve adodik, hogy a fliggveny értekkeszlete a nemnegativ szamok
halmaza.

9. Végiil elkeszitjiik a fiiggvény grafikonjat. Ez, ha Maple nelkil csinaljuk, komoly figyelmet
kovetel. Figyelembe kell venni -egymassal Osszevetve - valamennyi megallapitasunkat €s ki kell
szamitani nehany jellemzo fuggvenyerteket is.

> kep:=plot([f(x),1] ,%x=-5..5,-0.5..10,color=[blue,cyan], thickness=
[2,1] ,discont=true):

> vonal:=plottools[line] ([1,-0.5],[1,10],1linestyle=3,color=
magenta) :

> plots[display] ({kep,vonal},title="A fluggvény és aszimptotai’);




A fuggveny és aszimptotai

10.0

Példa.
Vizsgaljuk azf(x) = (x + 1 )2 arctan( )lc ) fiiggvenyt!

Megoldas.

Ezuttal a fuggvenyvizsgalat szempontrendszeret kevesbe szorosan kovetve igyekszink a fuggvenyt
megismerni. Bar nem minden ponton tudunk a fiiggvenyrol teljesen bizonyosat mondani, az
eredmények alapjan mégis megbizhatoan tudjuk a fuggvenyt jellemezni.

7> restart:
> f:=x->(x+1)"2*arctan(1l/x);

f=x—>(x+1 )2 arctan( )% ) (2.9)

Igencsak bonyolult a fiiggveény! Azt mindenesetre latjuk, hogy a 0 kivételevel minden x re

ertelmezheto. A zerushely lathatoan az x = 1.

A fuggvenyt alkoto szorzat elso tenyezoje ismert fliggveny, vizsgaljuk meg a masodik tenyezot!

> plot([arctan(l/x) ,arctan(x)],x=-10..10,discont=true,color=[red,
blue] ,thickness=[2,1],legend=["arctan(1l/x)","arctan(x)"]);




— arctan(1/x)

arctan(x)

:Meg kell vizsgalnunk a szakadasi hely - tehat a 0 - kdrnyezeteben €s co-ben a fuggveny
_viselkedését!

> Limit(arctan(l/x),x=0,right)=limit (arctan(1l/x),x=0,right);

: 1 1
1 tan| — | == 2.10
x_1)1(1)1+ arcan(x) 27t ( )

> Limit(arctan(l/x) ,x=infinity)=limit (arctan(1l/x),x=infinity);

lim arctan( 1 ) =0 (2.11)

X— o X

és lim ( 1 ) =0, valamint
X X

— 00

: . . 1 ;.
Ertheto,hiszen lim ( - ) =00 és lim arctan(x) = E,
x—0 4+ X xX— oo 2

lim0 arctan (x) =0. A fuggveny paratlan, azaz f( —x) =f(x) mindenx#0 esetén, ezert eleég
X—

kozvetleniil a fenti ket hatarérteket vizsgalnunk.
| Abrazoljuk a fuggveny tényezoit kozos koordinatarendszerben:

> plot({arctan(l/x), (x+1)*2},x=-3..3,discont=true) ;




Illl|ﬁﬁllll|llll|llll|
s 2 T—3 1 2 o3

X

A fiiggvény két tényezGiét egyiitt szemlélve, s az elobbi hatarérték-vizsgalat miatt latszik, hogy
lim f(x)es lim f(x) tisztazando! A ket tenyezo egyike co-be a masika 0-hoz tart, midon .
| x— x— —

> Limit (f(x),x=infinity)=limit (£ (x),x=infinity);

lim ((x+ 1) arctan(l ) ) - w 2.12)
L xX— o0 X
> Limit(f(x) ,x=-infinity)=limit (£f(x) ,x=-infinity)
lim ((x+1)2arctan(l))=—oo (2.13)
xX— —© X

A fuggveny derivalhato figgvenyekbol van dsszeteve, tehat minden 0-t6l killonb6z6 x-re
| differencialhato:

> diff(£f(x),x);
2
2 (x—i—l)arctan(l)—w (2.14)
X 2 1
X (1 + B )

L X
EHozzuk a kifejezest egyszerubb alakra! (A simplify hatasa is ugyanez lenne. Probaljuk ki!)
> normal (%) ;




(x+1) (2arctan<)lc)x2+2arctan<)lc)—x—l)

3 (2.15)
L x +1
[Ke'szitsi’mk a kifejezesbal fuggvenyt!
> f£d1:=unapply(%,x);
(x+1) (2arctan<l>x2+2arctan(l) —x—l)
fdl =x— e X (2.16)
L X +1
[Készitsﬁk el a masodik derivaltat, mint kifejezest, majd hozzuk létre a derivalt-figgvenyt!
> simplify(diff (£d1 (x) ,x));
2 (arctan( 1 ) X2 arctan( 1 ) X+ arctan( 1 ) — X —x— 2)
X X X
) 5 (2.17)
I (P +1)
> £d2:=unapply (%,x);
1) 4 1) 2 1 3
2 | arctan| — |x +2arctan| — |x” +arctan| — | —x" —x —2
fd2 =x— X X X (2.18)

) 2
i (@ +1)
A derivaltak elég bizarr kinézetuek, miel6tt az esetleges zérushelyeket megprobalnank
| megkeresnenk, abrazoljuk a fliggvenyt, ¢s derivaltjait.
> plot([£f(x),£fdl(x),fd2(x)],x=-4..3,discont=true,color=[blue, red,
green] ,legend=["£f","D(£f)"," (D@@2) (£f) "], thickness=[1,2,2]);




f
D(f)
— (D@@2)(f)

I I

>

Az elso derivaltnak az x = -1 helyen levo zerushelyet a kepletbdl is lattuk, ugy tunik tobb zerushelye
nincs, de haa oo-ben €s - co-ben vett hatarertek pozitiv, ahogy az abrarol latszik, akkor ez mar
hihetGbb, s ha meg azt is belatjuk, hogy a masodik derivalt allando elGjeln, akkor bizonyosak

| lehettink.

> Limit (£fdl (x) ,x=infinity)=1limit (£d1l (x) ,x=infinity)
(x+1) (Zarctan(l)x2+2arctan()lc) —x—l)
X

lim
> Limit (£d1(x) ,x=-infinity)=1imit (£d1 (x),x=-infinity) ;

(x+1) (2arctan(%)x2+2arctan(i)—x—l)

~1 (2.19)

lim 5
L oo x +1

Abrazoljuk a masodik derivaltat killonb6z6 intervallumokon! A figgvenyek egyiittes abrajabol nem
| latszott vilagosan, az masodik derivalt viselkedése a 2 kezdett intervallumokon. Nézzik:

> plot(£fd2 (x) ,x=2..10,discont=true) ;

=1 (2.20)




Negativ x ertekekre a masodik derivalt viselkedése nehezen tanulmanyozhato, mindenesetre a — oo-
| ben vett hatarértek:

> Limit (£d2 (x) ,x=-infinity)=1imit (£d2 (x) ,x=-infinity) ;
2 (arctan(l>x4+2arctan(l)xz—i-arctan(l) —x3 —x—2>
0

X X X

lim
— — 2
L * <x2 +1 )
[A masodik derivalt egy negativ ertekekbdl allo intervallumon:
> plot(£fd2 (x) ,x=-10..-5,discont=true) ;

2.21)




10’3
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| Mindezekbdl igen valoszint, hogy a masodik derivalt minden negativ x értékre negativ.

[Az elso derivalt egyetlen zérushelyét a fsolve is megadja!
> fsolve (fdl (x) ,x=-1..4);

i ~1. (2.22)
A lr(naisodik derivalt abrazolasa soran adodott, hogy a [2,4] szamkdzben van zerushelye a (D(2)> (f)-
nek:
> fsolve (f2(x) ,x=2..4);

fsolve(f2(x),x,2..4) (2.23)

It a mdsodik derivalt elgjelet is valt, tehat inflexios pontot talaltunk!
| Rajzoljuk fol most még egyszer a fuggvenyt!

> plot(f(x),x=-4..3,discont=true,color=blue,title="Az f(x) kepe",
thickness=2) ;




Az f(x) képe
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Ugy tunik, hogy egyenes a fuggveny aszimptotaja? Mikor is mondjuk,hogy az y=mx + b egyenes
aszimptotgja az f figgvénynek?
DEFINICIO: Az y=mx + b alaku egyenes az f fuggveny aszimptota egyenese, ha:
lim 1x) ) =m ¢s lim (f(x)—mx)=b
X— o X X— o
teljesul.
| Hatdrozzuk meg az m ¢s a b érteket!

> Limit(f(x)/x,x=infinity)=1limit (£ (x)/x,x=infinity);

(x+1 )2 arctan 1
X

lim
X— oo X

=1 (2.24)

7> m:=rhs (%) ;
m:=1 (2.25)

> Limit(f(x)-m*x,x=infinity)=1limit(f(x)-m*x,x=infinity);

lim ((x-l— 1) arctan()lc)—x) —2 (2.26)

X— ©




> b:=rhs (%) ;

L b:=2 (2.27)
Az aszimptota:
> y=m*x+b;
L y=x+2 (2.28)
> aszimptota:=unapply (rhs (%) ,x);
aszimptota :==x—Xx + 2 (2.29)

> plot([f(x),aszimptota(x)],x=-4..4,title="A fuggveny és
aszimptotaja' ,color=[blue,red], thickness=[2,1],discont=true) ;

A faggweny és aszimptotaja
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Az aszimptota meghatarozasa €s abrazolasa megerositi eddigi vizsgalataink eredmenyeit!

| Feladat.
A példat kovetve vizsgalja meg a kovetkezo fliggvenyeket:

I I

f(x)=(x+1)2arctan(%); f(X)=(x+1)2arctan(L3);
X

X




L flx)= (x+1)3arctan(%).
X
>

V Keérdeések, feladatok

V Ellendrzo kérdések

. Melyek a fuggvenyvizsgalat szempontjai?

. Mir ertiink a fuggveny ertelmezesi tartomanya alatt?

. Mit neveziink a fuggvény zcrushelyének?

. Mikor mondjuk a fuggvényt parosnak (paratlannak)?

. Mit ertiink az alatt, hogy a fuggveny periodusa a0 < p szam?

. Mely helyeken kell a fuggvenyt hatarertek szempontjabol megvizsgalni?
. Melyek a szelsoertekgyanus helyek?

. Hogyan hatarozhatjuk meg a szélsoertekeket?

. Mirél nyujt informaciot a fuggveny konvexitasa?

10. Tegyiik fol, hogy az f fuggveny legalabb ketszer differencialhato! Mely pontokban lehet a
fuggveénynek inflexioja?

_11. Milyen elégséges feltetelet ismeri az inflexios pont Ietezesenek?

O 0NN kW —

V Gyakorlo feladatok
Vegezzunk teljes fuggvenyvizsgalatot az alabbi fiiggvenyeken:
4
1A(x)=3x—x% 2.f(x)=1+x —’L; 3./(x)=(x+1) (x—2)% 4.f(x)= 24’“1 . 5.
X+

2 —x —2

S(x)= 15 0./(x)= —;
I+x V41

7 f(x) =sin(x) +cos(x)% 8. f(x)=el2* 7). .9.f(x)=1‘f:x; 10.f(x)=h\l/(_—x); 1,
X

.~ f(x)=xarctan(x).



