A hatarozott integral alkalmazasa

V Teriiletszamitas

Definici6

Legyen f az (a,b) intervallumon eldjelet nem valto, korlatos és legfeljebb véges szamu ponttol
eltekintve folytonos valos fiiggvény(az a = - o és a b = o esetet is megengedve).
A sikbeli derékszogl koordinata-rendszerben

az y=f(x) egyenletli gorbe

az (a,b) intervallum, valamint

az x = a és az x = b egyenletli egyenes
altal hatarolt sikidomot az f fiiggvény és az (a,b) intervallum altal meghatarozott gérbevonali
trapéznak nevezziik. Ha a = - « ,akkor a nem létezd x = a egyenes, ha pedig b = o, akkor a nem
1étezd x = b egyenletii egyenes figyelmen kiviil hagyando.
(A definicionak az eldjelre vonatkozo kovetelménye tigy is megfogalmazhatd, hogy az (a,b)
intervallumon mindvégig 0 < f(x), vagy mindvégig f(x) < 0 legyen)
Véges (a,b) intervallum esetén a megfeleld gorbevonalu trapéz teriiletére érvényes a kovetkezo:

Tétel

Ha az egyvaltozos valos f fliggvény a véges (a,b) intervallummal egyiitt gorbevonalu trapézt hataroz

meg, akkor ezen a gérbevonalu trapéz a teriiletének a szamértéke az
b

|/ (x)] dx

a
hatarozott integrallal egyenld.

Megjegyzés: Ha az f fiiggvény a figyelembe veendo (a,b) intervallum egyes részintervalumain az
0 < f(x), az (a,b) tobbi részintervalluman pedig az f(x) < 0 egyenl6tlenségnek tesz eleget, akkor
részintervallumonként szamitjuk ki a teriiletet, és az ezekre kapott értékeket 6sszeadjuk.

Példa

Hatdrozzuk meg azf (x) =sin(x) + sin(2 x) + sin(3 x) fiiggvény gorbe alatti teriiletét a [0, 2 ]
intervallumon!

Megoldas:

[Vegyiik fel, s abrazoljuk a fliggvényt!

> f:=x->sin(x)+sin(2*x)+sin(3*x);

L f=x—sin(x) +sin(2 x) +sin(3 x) (1.1)
> plot(f(x),x=0..2*Pi);
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A grafikon szemmel lathatéan szimmetrikus a (i, 0) pontra. Ezt kdnnyen igazolhatjuk is! A

| fliggvényértekek am-re szimmetrikus helyeken:

> f(Pi-x);

> f(Pi+x);

sin(x) —sin(2 x) + sin(3 x)

-sin(x) +sin(2x) —sin(3 x)

[Az is utasitas is igaz értéket ad:
> is(f(Pi-x)=-f(Pi+x));

[ Igy a [0,m] szamkozre esd érték kétszerese a keresett teriilet:
> T:=2*(Int(f(x),x=0..Pi/2)-Int(f(x),x=Pi/2..2*Pi/3)+I nt(f(x),
x=2*Pi/3..Pi));
1

T

2

T:=2 [ (sin(x) +sin(2x) +sin(3x)) dx | —2 [
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dx | +2 [ (sin(x) +sin(2x) +sin(3x)) dx
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7> "A gorbe alatti terulet =value(T);
A gorbe alatti teriilet = 13—7 (1.6)

Gorbék kozotti teriilet

Tétel

Legyenf(a)=g(a),f(b)=g(b) ésg(x) <f(x) minden (a,b)-beli x-re. Ekkor a két gérbe altal
bezart teriilet méroszama:

T=[ (f(x) —g(x)) dx

“a

ETekintsiik a kovetkezo6 két fiiggvényt:
> f:=x->-(x-1)*2+3;

L f=x—-(x—1)+3 (1.7)
> g:=x->x"2-2;

L g=x—ox" =2 (1.8)
> plot([f(x),g(x)],x=-1.41..2.1,thickness=2,titl e=" Gorbék kozti

| terilet’):
%
[Hatérozzuk meg a két gorbe metszésgontjainak abszcissszajat:
> sol ve(f(x)=g(x), x);
L -1,2 (1.9)
Ha mindkét gorbét az y tengely mentén pozitiv irdnyban eltoljuk annyival, hogy a kisebb értékeket

felvevd is pozitivva valjon, akkor lathato, hogy a két tertilet kiilonbsége adja a gérbék kozotti
teriiletet, tehat a képlet ilyenkor is érvényes. (az eltolas mértékét ado C "kiesik")

> with(plots): with(plottools):
f:=x->-(x-1)*2+3+2. 5;
f=x—-(x—1)24+3+25 (1.10)
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> g:=x->x"2-2+2. 5;

g=x—ox"—2+25 (1.11)
[> abra:=plot([f(x),g(x)], x=-1.41.. 2.1, t hi ckness=2):
[> vonal1:=line([-1,0],[-1,f(-1)], color=yellow |inestyle=3):
[> vonal 2:=line([2,0],[2,f(2)], color=yellow I|inestyle=3):
[> di spl ay([abra, vonal 1, vonal 2] ,title=" A két gorbét eltoljuk
ugy, hogy a mi ni mum pozitiv | egyen’):



> T:=Int(sinplify(f(x)-g(x)),x=-1..2);

>
2

T:=[ (<22 +2.x+4.) dx (1.12)
L 7-1

> " A gorbék kozti teril et =value(T);
A gorbék kozti teriilet =9. (1.13)

Paraméteres alakban adott gorbék teriiletszamitasa.

Legyen x=£(1);
y=glt); o<1<=B
egy gorbe paraméteres egyenletrendszere, €s legyen

a=f(a), b=f(B).

ekkor az [a,b] intervallumhoz tartozé gérbevonalu trapéz tertilete:

T=‘[Bg(t) (%f(t}) it

A képlet akkor is érvényes, ha a fenti paraméteres egyenletrendszerrel adott gorbe zart, ilyenkor a
zart gorbe altal hatarolt sikidom teriiletét kapjuk meg.

Példa
Szamitsuk ki az
x= cos(t)3;y = sin(z‘)3 0<=t<2m
egyenletrendszerrel adott asziroida teriiletet!
| Megoldas: Abrazoljuk a gorbét:
> plot([ cos(t)”3,sin(t)”*3,t=0..2*Pi], thickness=2, color=
magent a, scal i ng=const rai ned) ;




> f:=t->cos(t)*3;

i fi=t—cos(t)’ (1.14)
> g:=t->sin(t)*3;
N g =t—sin(1)’ (1.15)
> T:=Int(g(t)*diff(f(t),t),t=0..2*Pi);
27
T:=J (-3 sin(n)* cos(£)?) dr (1.16)

0
> Az asztroida terul ete =val ue(T);

Az asztroida teriilete = - % T (1.17)

A negativ eldjel itt az dramutat6 jarasaval ellentétes iranyu koriilfutds miatt van.
V Térfogatszamitas
A forgastest térfogata

A forgastest térfogatanak meghatarozasanal a kovetkezd két szemléletes elvbdl indulunk ki:
1.A testek térfogata additiv, azaz az egész test térfogata egyenld a részek térfogatanak osszegével;




2. Az egyenes korhenger térfogata egyenld a henger alapteriiletének €s a magassaganak a
szorzataval.

Ezek utan legyen y =f(x) (>=0) egy, az [a,b] zart intervallumban folytonos fiiggvénygorbe,
amelyet az x tengely koriil megforgatunk. Hatarozzuk meg annak a forgastestnek a térfogatat,
amelyet az [a,b] szamkozhoz tartozo gorbeiv €s a két sz€lsé ordinataszakasz megforgatasaval
kapunk!

Legyen a = x;<x<x,<...<x, = b az [a,b] intervallum egy tetszéleges beosztasa, €s képezziik az
ezen beosztashoz tartozo beirt €s kortilirt 1€pcsds sokszoget.
Példaul:
> f:=x->x"2+1;
L f=xox +1 (2.1.1)
> abral:=student[| eftbox](f(x),x=0..2,shadi ng=YELLOW :
> abra2: =student[rightbox](f(x),x=0..2, shadi ng=BLUE) :
> pl ots[display](abra1, abra2,title="A | épcsds sokszogek');

A lépcsos sokszogek
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Ha ezeket a sokszogeket a gorbével egyiitt forgatjuk, akkor ezek is leirnak egy-egyforgéstestet,
amelyek térfogata kozrefogja a gorbe altal leirt forgéastest térfogatat.

A lépcsds sokszdgek koriilforgatasakor a 1épcsds sokszog téglalapjai egy-egy hengert irnak le.
Ha az f(x) fliggvénynek az [x, _ |,x;] intervallumo felvett legkisebb érté€ke m,. legnagyobb érteke

pedig M,, akkor a k-adik részintervallumhoz tartozé beirt, illetve koriilirt henger térfogata




2 . 2
T, (xk—xk_ 1), illetve M, (xk—xk_ 1)
(k=1,2, .. .,n), és a gorbe koriilforgatasabol szarmazo forgastest V térfogata a beirt és koriilirt
hengerek térfogatanak osszege kozé esik:

n n
2 2
Minthogy feltevésiink szerint 0 < f(x)(ez a forgastestre nézve nyilvanvaldéan nem jelent
megkotést), ezért w mi anf (x)2 fliggvénynek az [x; _ ,x;] intervallumon felvett legkisebb,

TE]W]? pedig a legnagyobb értéke(k = 1,2....,n). Igy
n n
2 . 2

amf (x)2 fliggvénynek az [a,b] intervallum tekintett beosztasdhoz tartozoé also, ill. felsd
integralkozelité Osszege. Ha a beosztas az [a,b] minden hataron tul finomodo6 beosztassorozatan
fut at, akkor ezek konvergélnak az

om0

“a
integralhoz. A fenti egyenl6tlenségbdl a kozrefogési szabaly alapjan kovetkezik, hogy

b b
V=J ch(x)2dx=nJ F(x)2 dx.

a a

Példa

Szamitsuk ki az f(x) = sin(x) [0,r] intervallumra eso ivének az x tengely koriili forgatasakor
keletkezo forgastest térfogatat/

> V:=Int(Pi*sin(x)A2, x=0..Pi);
T
Vi=| msin(x)? dx (2.1.2)
L “0
> " A térfogat =val ue(V);
4 térfogatZ% T 2.1.3)

Haa koriilforgatott gorbe egyenlete paraméteres alakban van megadva:
x=f(1);

y=g(1); (o <<=p).
akkor a térfogat

Példa

Szamitsuk ki azx =7 (¢ —sin(¢)); y=r (1 —cos(¢t)) (0<=t<=2 m) cikloisznak az x tengely




koriili forgatasakor keletkezd forgastest térfogatat!
Megoldas
[Mindenekelé’tt abrazoljuk magat a gérbét, majd a forgastestet!
> r:=4;
L r:=4 2.1.4)
> plot([r*(t-sin(t)), r*(1-cos(t)),t=0..2*Pi], scaling=
constrai ned, col or=green, t hi ckness=2,title="a ciklois );

a ciklois

:> plot3d([r*(t-sin(t)),r*(1-cos(t))*sin(v), r*(1-cos(t))*cos
(v)],t=0..2*Pi,v=0..2*Pi, grid=[40,40],title="A cikloid');




i

e
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:A képlet alapjan:

> V:=Pi*Int(r*(1-cos(t))*2*diff(r*(t-sin(t)),t),t=0..2*Pi);
>

2
szn[ 4 (1 —cos(t))* (4 —4 cos(t)) t] (2.1.5)
0

:> Vi=sinplify(Pi*Int((r*(1-cos(t)))*2*diff(r*(t-sin(t)),t),t=
0..2*Pi));
2n

V.=64m [ ( 1 — cos(t)3 +3 cos(t)2 — 3 cos(?) ) t] (2.1.6)
0

'> "Acikloid t érfogata =val ue(V);

T

A cikloid térfogata=320 T @.1.7)

Eljaras a forgastest térfogatara

A térfogat eljaras kiszamitja az f'(x) fliggvény [a, b] intervallumra es6 ivének az x tengely kortli

megforgatasakor keletkez6 forgasfeliilet és a két megfeleld korlemez altal hatarolt forgastest



térfogatanak szamértékét és szemlélteti a forgasfeliiletet.
> térfogat:=proc()
l ocal f,a, b, vol, pont, graf:
f:=args[1]:
a: =args[2]:b:=args[3]:
vol : =val ue(Int(Pi *f(x)*2,x=a..b));
if not(type(vol/Pi,nuneric)) then
vol : =abs(eval f(vol))
fi:
print('V =vol);
if type(vol, nuneric) or type(vol, real cons) then
plot3d([t,f(t)*cos(v),f(t)*sin(v)],t=a..b,v=0..2*Pi, style=
pat ch, | i ght nodel =1 i ght 3, ori ent ati on=[ - 64, 52] , axes=nornal ) ;
fi;
end proc:
> f:=x->exp(x/2)*sin(x);

X

f=x—e” sin(x) (2.2.1)

N|>—'

> térfogat(f,0,5);
V'=321.7225979
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A sikgorbe ivhossza

Ertelmezés

Egy gorbe ivhosszanak azt a hatarértéket nevezziik, amelyhez a beirt tortvonal hossza tart, ha
oldalainak hossza minden hataron til nd, Ggy, hogy kdzben a leghosszabb oldal hossza is 0-hoz tart.
Az olyan gorbéket, amelyeknek van ivhosszuk, rektifikalhaté gorbéknek nevezziik

Tétel

Ha az f(x) fiiggvény f' (x) differencidlhanyadosa folytonos az [a,b] zart intervallumon, akkor
grafikonjanak az [a,b] intervallumhoz tartozo ive rektifikalhato, és ezen iv hossza:

L=J / 1+ (%f(x))z dx.

a

Példa

Szamitsuk ki az f(x) =x* parabola [0,1] intervallumhoz tartoz6 ivének hosszat!
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[> wi t h(student):
> f:=x->x"2;

i f=x—x G.1)
> L:=Int(sqrt(1+diff(x"2, x)*2), x=0..1);
1
L:=[ 1 +4x% dx (3.2)
L Yo
> " Az ivhossz értéke =value(l);
Az ivhossz ertéke = % J5 — % ln( 245 ) 3.3)

A paraméteres alakban adott gérbék ivhossza:
Ha a gorbe paraméteres egyenletrendszere az elébbi, akkor ivhosszat az

| képlet alapjan szamithatjuk ki.

A forgastest palastjanak felszine

Tétel

.Ha az f fliggvény differencidlhanyadosa az [a,b] intervallumon folytonos, akkor f(x) [a,b]-hez

tartozo ivének az x tengely koriili forgatasaval eléallo forgasfeliilet felszine:
b

2
F=2n {f(x)/l + (%f(x)) dr |,
“a
Ha a kortlforgatott gérbe paraméteres egyenletrendszere
x=f(1);
y=g(1); (o < 1<=P),
akkor a gorbe o0 < <=P3 ive altal meghatarozott forgasfeliilet felszine:

P 2 2

F=2m {g(t)/(%f(t)) +(%g(z)) it

o

Példa
Hatarozzuk meg a cikloisz egy ivének az x tengely koriili megforgatasaval eloallo forgasfeliilet
felszinét!

Ha a cikloisz egyenletrendszere:
x=r(t—sin(?)); y=r (1 —cos(?)), (0<=t<=2 m),
akkor a forgastest paldstjanak felszine az utobbi képlettel:

[> r:="r':



> F:=2*Pi*Int(r*(1-cos(t))*sqrt(r”*2*(1-cos(t))*2+r*2*(sin(t)
A2)),t=0..2*Pi);

2n
F=2nm U r (1 —cos(£)) 7 (1 —cos(t))> + P sin(r)? dt @.1)
L ‘o
> " A pal ast felszine =sinplify(value(F));
A palast felszine = 63—4 e csgn(r) 4.2)

[> assune(r>0):
> " A pal ast fel szine =sinplify(value(F));

A palast felszine = 63—4 o “4.3)

>




