Differencialegyenletek I.

-/ Bevezet6 példa, alapfogalmak

Probléma

A radium bomlasi sebessége minden idopillanatban egyenesen aranyos a még el nem bomlott
radium mennyiségével.

Hatarozzuk meg a t idopontban még el nem bomlott radium mennyiségét, ha a kezdeti
idoépontban m, gramm radiumunk van!

Megoldas

Jeloljiik m(t)-vel a t idopontban még el nem bomlott rddium mennyiségét. Ekkor
m( ¢+ h)jelenti a t+ & idépontban még el nem bomlott rddium mennyiségét, s igy
—(m(7+h) —m(z))

a [t, t + h] iddintervallumban elbomlott radium mennyiségét. ( A negativ eldjelre azért van
sziikség, mert a bomlas soran a radium mennyisége csokken) Az egységnyi id6 alatt elbomlott
radium mennyiségét, a

m(t+h)—m(t)
h

hanyadost a bomlas atlagos sebességének nevezziik; ennek hatarértéke # — 0 esetén a bomlas t
1dopontbeli sebessége.Matematikai szempontbol a bomlas atlagos sebessége a -m(t) fliggvény
kiilonbségi hanyadosa, igy a t idOpontban a bomlési sebesség a -m(t) fiiggvény t pontban vett
differencialhanyadosa:

(h # 0)

-m'(t).
Mivel- a kisérletek szerint - a bomlés sebessége a t idOpontban aranyos a meg el nem bomlott
radium mennyiségével:
-m'(t) = k m(7), (1)

ahol a k (>0) aranyossagi tényez6 a bomld anyagra jellemz6 allando. Meghatarozasa kisérleti
uton torténik.
Az m(t) tehat csak olyan fliggvény lehet, amely kielégiti az (1) egyenletet t minden értékére. Az
(1) egyenlet igy is irhato:

d

™

m(r)

2

azaz

il
1 n(m(t)) =—k.

Ez pedig csak ugy allhat fenn, ha
In(m(¢))=—kt+C (Callando),




ahonnét

(=kt+C) (=kt)
m(z)=e =e‘e .

Az m(t) fliggvény teljes meghatarozasahoz még C-t, azaz az e szorzo értékét kell
meghataroznunk. Ehhez hasznaljuk fel, hogy a kezdeti (t = 0) idopontban ismerjiik a rddium
mennyiségét:

c (k0) ¢
e =e.

my=m(0)=e
Tehat

m(t)=mye " (2)

A fenti (1) egyenletben az ismeretlen fliggvény mellett annak derivaltja is szerepelt. Az ilyen
egyenletet differencidlegyenletnek nevezziik.

Definicio

A differencidlegyenlet olyan egyenlet, amely egy vagy tobb fliggvény derivaltjait vagy
differencidljait tartalmazza. A szerepld fliggvények egy- vagy tobbvaltozos fiiggvények is
lehetnek. Ha a differencidlegyenlet csak egyvaltozos fliggvények derivaltjait (un. kézonséges
derivaltakat) tartalmazza, akkor kézonséges differencialegyenletrdl, egyébként (ha a
differencidlegyenlet parcialis derivaltakat is tartalmaz) parcialis differencidlegyenletrdl
beszéliink.

Példak
d 2 dy du
(a) == =—— L (b)) = ut Ay
dx y(x) cos(y(x)) dx  dx
© (y—-1)d Dydy=1; @) o
C - + X cos =1; —u=""u;
y X+ x y)day 8tu 6x2u
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(@) Xy +xy + (" —n)y=0; (D Su="ju
Ot ox

Az (a), (b), (c) és az (e) kdzonséges, a (d) és az (f) parcialis differencidlegyenlet.

A differencialegyenletek osztalyozasa

1.Rendiiség szerint. A differencialegyenlet rendje az egyenletben szerepld legmagasabb rendt
derivalt rendjével egyenlé. Igy pl. az (a), a (b) ill. (c) alatti differencialegyenlet elsérendi, az (e)
alatti masodrendii.

2.Fokszam szerint. A kozonséges differencialegyenlet linearis (n-ed rendii), ha

" "y dy
—ta, (x) ooy oot al(x)d—+a0(x)y:f(x)
X dx X

an(x)

alakban irhato fel, ahol az a/(x) , j = 0,1.,...n; ¢s f(x) adott fiiggvények ¢és legalabb az a,(x) nem
az azonosan 0 fliggvény.
fgy példaul az elsérendii linearis differencialegyenlet altalanos alakja:



d
al(x)d—ﬁwo(x)y: ),

egy konkrét elsérendii linearis egyenlet:

Ay .
sin(x)——+cos(x)y=¢e.
dx
Ha a differencialegyenlet nem felel meg a fenti kovetelményeknek, akkor nem lineérisnak
mondjuk.
Példa

Az y'+xy -1 =0 egyenlet linearis, az y" + cos(y) = 0 nem linearis.

3. Homogenitds szerint. A d.e. homogén, ha nem tartalmaz olyan tagot, amely allando, vagy
amelyben csak a fiiggetlen valtozo szerepel (adott fliiggvény ). Egyébként a d.e. inhomogén.
Példa. Az y'- 2y =0 d.e. homogén, az y"-2y' + 4y-2x = 0 d.e. inhomogén.

A differencialegyenlet megoldasai

Definicio

Egy fliggvény egy adott intervallumon a differencidlegyenlet megoldasa, ha az adott
intervallumon folytonos és derivaltjaival egyiitt azonosan kielégiti a differencialegyenletet.

Példa
Igazoljuk, hogy az adott fliggvények megoldasai a megfeleld differencialegyenletnek:
dy (3x) & u
(a) o 3y, y(x)=e (b o2 +16 =0, u(x) =cos(4 x); és (c) y"+2y'+ty = 0, y(x) =
X X

(=x)
xe .
Megoldas
(a)

| > restart:
| > de:=diff (y(x),x)=3*y(x);

d
de 2=d_y(x)=3 y(x)
| x
| > subs (y(x)=exp (3*x) ,de) ;
CAPIER) (3%)
e

=3
| dx(e )
- (b)
> del:=diff (u(x),x$2)+1l6*u(x)=0;

p2
del = (; u(x)] +16u(x)=0

X

[ > u:=x->cos (4*x) ;

u:=x—cos(4x)
> del;

0=0



| > D(u) (x);
—4 sin(4 x)
> (D@E2) (u) (%) ;
—16 cos(4 x)
> ' (DRR2) (u) (x)+16*u(x) '=(DRR2) (u) (x)+16*u(x) ;
i (D) (u)(x) + 16 u(x) =0
" (c) Allitsuk el§ a fiiggvényt, majd képezziik a derivaltakat, végiil szamitsuk ki a

differencialegyenlet baloldalat:
> y:=x->x%*exp (-x);

> dl:=diff (y(x),x);
> d2:=diff (y(x),hx$2);

> d2+2*dl+y (x) ;

A kifejezés azonosan 0, tehat a tekintett fliggvény valoban megoldasa a d.e.-nek.
Rajzoljuk is fel a megoldasfiiggvényt a[-1,1] intervallumon!
> plot(y(x) ,x=-1..1,thickness=2,title="y (x)=x*exp(-x) ) ;




y(x)=x"exp(-x)
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| Az el6z6 példakban a megoldas a valtozo fiiggvényeként, explicit alakban adott. Sok esetben
a differencialegyenlet megoldasanem adhat6 meg explicit alakban, de implicit alaki megoldas
| megadhat6.Ezt szemlélteti a kdvetkezo példa.
Példa
Igazoljuk, hogy az adott implicit fliggvény kielégiti a kovetkezo d.e.-et
Flggvény: 2x2+y2—2xy+5x:0
dy 2y—-4x-5

Differencialegyenlet: 2
dx 2y—-2x

Megoldas
Derivaljuk az implicit alakban adott fiiggvényt:

2ydy 2xdy
i dx  dx
dy(2y—-2x)

dx

4 x -2y+5=0

=2y—4x-5




dy 2y—4x-5

dx 2y—-2x
Oldjuk meg a feladatot a Maple segitségével is!

[> x:="x":1y:="y"':
| > “elsé lépés’ :=D(2*x"2+y*2-2*x*y+5*x=0) ;

elso lepés =4 D(x)x+2D(y)y—-2D(x)y—-2xD(y)+5D(x)=0
> "masodik lépés :=subs(D(x)=1, 'elsdé lépés’);

masodik lépés :=4x+2D(y)y—-2y-2xD(y)+5=0

> ‘dy/dx =solve ( masodik lépés  ,D(y));
-4x+2y-5
L 2(y—x)
| Abrazoljuk a megoldasnak bizonyult fiiggvényt! Az abrat az implicitplot utasitassal
| végeztethetjiik el, amely a plots csomagban talalhato:
| > with(plots):

Warning, the name changecoords has been redefined

dy/dx =

> implicitplot (2*x*2+y*2-2*x*y+5*x=0,x=-7..2,y=-7..2,color=gree
n,thickness=2) ;




Példa

Mutassuk meg, hogy az adott, dllandot tartalmazo, megoldas az allandé minden értékére
kielégiti a differencidlegyenletet!

Megoldas

y=Csin(x),
7
A differencidlegyenlet: E y(x) [+y(x)=0

> y:=x->C*sin(x);

y:=x— Csin(x)
> dyl:=diff (y(x),x);

dyl := Ccos(x)
> dy2:=diff (y(x),x$2);
>



] dy2 :=—C sin(x)
[ > 'dy2+y (x) '=dy2+y (X) ;
dy2+y(x)=0
[ > c_ertekek:=seq(-2.5+0.5*i,i=0..10):
[ > rajzhoz:={seq(subs(c=i,c*sin(x)) ,i=c_ertekek)};
rajzhoz == {0., 2.5 sin(x), —2.0 sin(x), —1.5 sin(x), —1.0 sin(x), —0.5 sin(x), 0.5 sin(x),
1.0 sin(x), 1.5 sin(x), 2.0 sin(x), 2.5 sin(x) }
| > plot(rajzhoz,x=0..4*Pi,scaling=constrained, thickness=2,title=

"Megoldéasok’) ;
Megoldasok

[ >

=/ Megoldas-tipusok, kezdeti- és peremérték problémak

A differencidlegyenletek alkalmazésa soran az egyenlettel egyiitt adott egy vagy tobb feltétel,
amelye(k)et a megoldas(ok)nak ki kell elégiteni(6k). Tipikus esetben a feltételek szama
megegyezik az egyenlet rendjével. Bevezetd példanknal, a




-m'(t) =k m(?)
differencialegyenletnél a megoldas

(—kt+C)
m(t)=e

a k mellett C allandot is tartalmazza.(itt a & tk. adott, ha a bomlasban részt vevo anyag
milyensaégét figyelembe vessziik) Mivel ez a megoldas a tetszdleges C allando fiiggvénye, ezt
dltalanos megolddsnak nevezziik. Mint legtobbszor maskor is, bevezetd problémanknal is adott
egy un. kezdeti feltétel: m(0) = m,.Az 4ltalanos megoldasba helyettesitve a kezdeti feltételt
megkapjuk a C értéket, itt e = m,, adodott. Az igy adodott

(—k1)
m(t)=mg,e

megoldast a diferencialegyenlet egy partikularis megoldasanak nevezziik.

Definicio

Az n-ed rendii kozonséges differencialegyenlet altalanos megoldasa az a fiiggvény, amely
pontosan n szamu, tetszéleges, egymastol fiiggetlen allandot (paramétert) tartalmaz és
derivéltjaival egylitt azonosan kielégiti a differencidlegyenletet.

Definicio

Az n-ed rendii kozonséges differencialegyenlet partikularis megoldasa az a fiiggvény, amely
legfeljebb n-1 szamu, egymastol fiiggetlen allandot tartalmaz €s derivaltjaival egyiitt azonosan
kielégiti a differencidlegyenletet.

Példa

Tekintsiik az m=1 tomegt, a légellenallasnak kitett test pillanatnyi sebességét leird elsérendl
differencidlegyenletet

—=32-v,
dt

ahol v(t) a test t idOpontbeli sebességét adja meg. Az egyenlet altalanos megoldasa
v(t)=32-c e(it). Hatarozzuk meg a v(0) = 0 kezdeti feltételt kielégité megoldast!

Megoldas

A kezdeti feltételt az altalanos megoldasba helyettesitve kapjuk: v(0) =32 +c =0.

Innen, ¢ =-32, s igy a kezdeti feltételt kielégitd partikularis megoldas:

(=)
v(1)=32-32¢

Mivel az elsérendii differencidlegyenletek egy kiegészitd feltételt tartalmaznak, s ez tobbnyire
kezdeti feltétel, a kovetkezd példa kapcsan egy magasabbrendii differencidlegyenlettel
szemléltetjiik a kezdeti- és a peremérték probléma kozotti kiillonbséget.

Példa

Tekintsiik az y" + x = 0 masodrendi differencidlegyenletet, amely leirja a rugd végéhez
rogzitett, egységnyi tdmeg mozgasat, ahol k = 1 a rugdallando értéke és x(t) a tdmegpontnak az
egyensulyi helyzettdl, azaz az x = 0 helyzettdl, valo tavolsagat jelenti a t idopontban.

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa
x(t) = A cos(t) + B sin(¢).
Mivel az egyenlet masodrendii, az ismeretlen dllandok meghatarozasadhoz két kiegészitd feltétel



sziikséges.

(a)Tegyiik fel, hogy a kiindul6 helyzetben a részecske pozicidjax(0) = 0 és a kezdeti iddpontban
a sebessége: x'(0) = 1. Ekkor ez egy kezdeti érték probléma, mert két kiegészito feltételiink van
ugyanarra a t idOpontra, nevezetesen a t = 0-ra. A kezdeti feltételeket felhasznalva, hatdrozzuk
meg a megoldast ad6 fiiggvényt!

(b)Masrészt tegyiik fel, hogyismerjiik a részecske helyzetét két kiilonb6z6 idépontban: x(0) =0

T
és x(zj =—4. Mivel a feltételek két kiilonbozd idépontra vonatkoznak, ezuttal peremérték

problémardl van szo. A peremérték feltételeket felhasznalva hatdrozzuk meg a megfeleld
fliggvényt!

Megoldas
.(a) Sziikségiink van az altalanos megoldas elsé derivaltjara:
x'(t) =—A4 sin(¢) + B cos(?).
A helyettesités révén adodik: x(0) = A = 0 és x'(0) = B = 1. Innen a megoldas: x(t)= sin(t).

T
(b) Az éltalanos megoldasba valo helyettesitések révén adodik: x(0) = A=0 ¢és X(E) =B=-4.

fgy a peremérték-probléma megoldasa: x(z) = —4 sin(z).

Iranymezok

A Ey =1f(x, y) {y'=f(x,y)} alaku elsérendl differencidlegyenletek megoldasainak geometriai

interpretacidja fontos az ilyen egyenletekkel leirhatd problémak megértéséhez.
Legyen az egyenlet egy megoldasa azy = ¢(x) fliiggvény. Geometriailag a megoldast a fiiggvény
grafikonja reprezentalja. Ilyenforman, ha (x,y) a gérbe egy pontja, akkor az ezen pontbeli érintd

d d
meredeksége (d—y) adott az f(x,y) altal. Azt mondhatjuk tehat, hogy a d_y =1f(x,y)
X X

differencidlegyenlet az f(x,y) fliggvény értelmezési tartomanyanak minden pontjadhoz egy iranyt
rendel. Az irdnyok dsszessége un. iranymezét alkot. A keresett integralgdrbék ehhez az
irinymez06hoz illeszkednek ugy, hogy az integralgérbe P (x,, v, ) ponthoz tartoz6 érintdje
parhuzamos a differencialegyenlet altal a Py(x,, y,) -hoz rendelt iranyhoz.

Az irdnymez0t vonaldarabkékkal, iranyvektorok rendszerével szemléltetjiik.

Példa

d —x
(a) Szemlé¢ltessiik a L e( ' 2 y differencialegyenlet kiilonb6z6 megoldasait.
X

(b) Rajzoljuk fel az egyenlethez tartozo iranymezot.

Megoldas

(a) Egyelére még nem ismerjiik a tekintett differencialegyenlet megoldasi modjat, ezért a
megoldast a Maple-re bizzuk.Definialjuk az egyenletet, majd a dsolve utasitast hasznaljuk az
altalanos megoldas megkeresésére.



[ > y:="y':
| > Diffegy:=diff (y(x) ,x)=exp(-x)-2*y(x);
, d (-x)
Diffegy :=d—y(X)=e —2y(x)
X

:> Alt megold:=dsolve (Diffegy,y(x));
x)

i Alt_megold = y(x) = (" + Cl)e
| Az assign értékiil adja a valtozonak a dsolve altal megtalalt megoldast.
[ > assign(Alt_megold) :

| A rajz utasitas képezi az abrazolando fliggvények sorozatat:

[ > rajz:={seq(subs( Cl=i,y(x)),i=-3..3)}:

[ > plot(rajz,x=-1/2..2,-1..1);
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| (b) Az egyenlethez rendelt irdanymez6 megrajzolasdhoz a DEplot utasitast hasznaljuk, amely a
| DEtools csomagban talalhato.

[ > with (DEtools) :

[




[ > y:="y":
[ > DEplot (Diffegy,y(x),x=-1/2..1,y=-1..1,title="Iranymezd °);
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| A DEplot segitségével a megoldasokat azok explicit generalasa nélkiil is abrazolhatjuk. Ez
kiilonosen hasznos olyankor, ha a megoldas explicit alakja nem érdekel benniinket,vagy nem is
lehet azt eldallitani. A kovetkezokben éppen ezt mutatjuk be, tehat néhany kezdeti feltételnek
| megfeleld partikuldris megoldést az iranymezdvel egyiitt szemléltetiink:

> DEplot(Diffegy,y(x) ,x=-1/2..1,{[0,.75],[0,.5],[0,0],[0,-.51,1[
0,-.75]1},y=-1..1,title="Irdnymezd partikularis
megoldasokkal’) ;




Iranymezd partikularis megoldasokkal
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| Az arrows=none opcio hasznalata esetén a megoldasok az irinymezd nélkiil jelennek meg.
" > DEplot (Diffegy,y(x),x=-1/2..1,{[0,.75],[0,.5],[0,0],[0,-.5],1
0,-.75]1},y=-1..1,arrows=none) ;




y(x)

-0.57

L >

=| Elsérendii, kozonséges differencialegyenletek

B Szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletek

Definicié
Ha a differencidlegyenlet felirhato
y'=1(x) g(y)

alakban , akkor szétvalaszthato valtozoja differencidlegyenletnek nevezziik.

Megjegyzés: A Maple szintaktikat kdvetve a fenti differencidlegyenletet

d

RN — f

2 Y =1(0) 8()
alakban irhatjuk fol.




Tétel

Ha az f(x) az (a, b) intervallumon, a g(y) a (c, d) intervallumon folytonos ¢s g(y) # 0, ha ¢ <
y <d, akkor az

y ' =f(x) g(»)
differencidlegyenletnek az a <x <b, ¢ <y < d téglalap minden egyes pontjan egy €s csak egy
integralgorbéje halad at.
Bizonyitas
Tegyiik fol, hogy a tétel feltételei teljesiilnek és 1étezik megoldas! Ez utobbi arra utal, hogy a
megfeleld hatarozatlan integralok léteznek.

d
2 Y3 = 10x) g(3), ahol g(y) # 0
x

Szétvalasztva a valtozokat és az x-tdl valo fiiggést a g-nél is jelolve:

a4
7Y
— = f(x)
g(y(x))
Mindkét oldalt az x szerint integraljuk:
i y(x)
E— f(x) dx
g( Y(X))
d
Alkalmazzuk az y = y(x) helyettesitést! Ekkor (x) =" tehat ( (x)j dx =dy és igy
1 d Jf( ) d
——dy= |f(x)dx
g(y)
Jeloljiik a baloldalt G(y)-nal, a jobboldalt F(x)-szel. Ekkor
G(y) = F(x)

Megmutatjuk, hogy azy egyértelmiien van meghatarozva. A primitiv fliggvény fogalma
szerint

1

G(y)="—"_ o)

Tudjuk, hogy a g(»)-nak a fent deﬁnlalt téglalapon nincs zérushelye és azt is, hogy a g
folytonos. Ebbdl kovetkezik, hogy allando eldjelii. Ezért a G(y ) szigorian monoton , tehat y
egyértelmiien adott.

A szétvalaszthato valtozoju differencialegyenletet a tétel bizonyitdsa soran kovetettek szerint
oldjuk meg. Tehat ugy rendezziik az egyenletet, hogy az egyik oldal kozvetleniil csak az
y-t6l, a masik pedig az x-tdl fiiggjon. Ezutan mindkét oldalon kijeloljiik az x szerinti
integralast. Elvégezve az y = y(x) helyettesitést, a valtozok szétvalasztasa teljessé valik.
Ezutan mindkét oldalon a megfeleld valtozo szerint integralunk.

Példa



Mutassuk meg, hogy a

1
“ MO
dx= X

differencidlegyenlet szétvalaszthato valtozoju, s oldjuk meg az egyenletet!

Megoldas
Az egyenlet szétvalaszthato valtozoju, mert
dy dx
1 =
3
2y =2y

alakban irhato6 fel.Integraljuk az egyenlet mindkét oldalat:

1 1
2
y -2y
azaz:
1 1
2 2
2y \l-y
1
. . 2 dy
A baloldali integralban helyettesitsink u =1 —y -t, s akkor du = — (1 )
2y ?
Ekkor adodik:
1 1
——du=[—dx+C,
u X
S innen:

—In(u)=In(x) + C,.

1
Felhasznalva, hogy —In(u) = ln(—jz
u

1 1
—=Cx, ahol C=e
u

Visszahelyettesités utan adodik:




-y
5)
dy 2y =2y
a — =" é&ltalanos megoldasa.
dx X
Példa

Oldjuk meg azy' =y (4 — 3 y) — 1 differencialegyenletet
Megoldas. A differencialegyenlet szétvalaszthaté valtozoju, hiszen

d
Y =dx,
y(4-=-3y)-1
vagy masképp
d
5 Y =dx
-3y +4y-1
alakban irhat¢ fel.
Mindkét oldalon integralunk:
1
5 dx=|1dx
3y +4y-1

A nevez0 valos gyoktényezdk szorzatara bonthato:

| > factor (-3*y*2+4*y-1);

i -Gy-DH»-1)
A baloldali tort integralasat a bizzuk a Maple-re:

> Int(1/(%),y)=int(1/ (%) ,y)’

1 1 1
— (3y_1)(y_1)dy:EIn(3y—1)—Eln(y—l)

[ A jobboldali integral: x+c

[ > rhs (%)=x+c;

1 1
Eln(3y—1)—51n(y—l):x+c

| Az isolate eljaras segitségével y-t kifejezhetjik:
| > isolate(%,y)

(2x+2¢)
-1+e

Y= axi20)
e

E Oldjuk meg az egyenletet a Maple segitségével is!
[ > de:=diff (y(x),x)=y(x)*(4-3*y(x))-1;

d
&%=;‘WX)=YUJ(4—3YUO)—1
| x

> dsolve(de,y(x));



e

Cl1-3

2
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(2x)
y(x)=—x y(x)’

> altmegold:=dsolve (de,y (x)) ;

—1+e
y(x)

_4a
dx

ialegyenletet!

y(x)

-x*y(x)"*2;
de :

altmegold :

x y* differenc

r X)

y'_

Vy':

" > DEplot(de,y(x),x=-2..2,{[0,1],[0,2],[0,3]1},y=0..3.2);

| > de:=diff (y(x)

Oldjuk meg az
[ > y:

\\
M
,///////4//ﬁ//

Példa

e e e
T T T T T

'y':

[ > y(x):="y(x)":y:
[ > with(DEtools):



Példa

24y — 1 differencialegyenletet!

_ Oldjuk meg azy'
[ > assume (y>1) :

=2*sqrt(y(x)-1);

r X)

| > de:=diff (y(x)

d

y~(x) -1

=2

:;YN(X)

de :
: > altmegold:=dsolve(de,y(x));

x—4y«(x)-1+ CI=0

altmegold :

r > isolate(altmegold,y(x)) ;

(x+ CIy+1

" > DEplot(de,y(x),x=1.01..5,{[2,2]1,[3,4],[4,5.61,[5,10]1},y

y~(x)

=1.

05..10);
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Példa

Newton hiilési torvénye szerint a lehtild test T(#) hdmérsékletének valtozasa egyenesen




aranyos a lehild test és kornyezete homérsékletének kiillonbségével, azaz

L (T-T0), T(0)=T
Pt ), T(0)=T,,

ahol T, a test homérséklete a ¢ = 0 kezdeti id8pontban, 7, pedig a kornyezet hdmérseklete.
A siiteményt a 250°C  hdmérsékletii siitdbol , 1évén szine szép barnas, jol megsiilt,
kivessziik. A konyha hdmérséklete 20°C. 15 perc mulva a siitemény homérséklete 70°C.
Mennyi idé mulva ehetiink bel6le, ha 30°C-on ehetd?

Megoldas

1. "Kézi" megoldas:

A E =k (T — Tk) egyenlet un. szétvalaszthatd valtozoja, azaz
dT
=kdt (1)
T-Tk
alaktira hozhat6. Mindkét oldalt a megfeleld valtozo szerint integralva:
dT = jk dt.
T-Tk
Innen:
| 7 Tk|
Inf———|=kt
C
Ebbdl:
(k1)
|T-Tk|=Ce ", 0<C, éallands.
Ezért:

(kt)
I'=Ce +Tk

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa.
Mivel T(0) = T, tehat C e + Tk =T, C= T, - Tk,
s igy
(k1)
T(t)=(Ty—Tk)e +Tk,
a hiilési folyamatot leiré fiiggvény.
2. Nézziik mindezt a Maple segitségével:
> restart:
> egy:= int(1/(T-Tk),T)-1n(C)=int(k,t);
ey =In(T—-Tk)-In(C)=kt
> isolate(egy,T);

(kt)
T=e¢e C+Tk

> T:=unapply(rhs (%) ,t);

(kt)
I''=t—>e C+Tk

> C:=so0lve(T(0)=TO,C);

C=-Tk+T0
> 'T(t) '=T(t);



k
] T(t)=e" " (=Tk+T0) + Tk
" 3. Most oldjuk meg a problémat a Maple beépitett, dsolve, eljarasaval. Egyuttal adjuk meg
a kérdésre is a valaszt:
[ > T:="T':
> de:=diff(T(t),t)=k*(T(t)-Tk);
d

de :=ZT(t) =k(T(t)—-Tk)

> altmegold:=dsolve({de,T(0)=TO0},T(t))

k
alimegold =T(1)=¢ " (=Tk+T0) + Tk
> lepes_1l:=subs({T0=250,Tk=20},rhs (altmegold)) ;

k
lepes 1:=230¢ " +20
> k:=solve(subs (t=15,lepes_1)=70) ;

> simplify(lepes_1,exp);

> T:=unapply(%,t);

(1/150)
T:=t—>230(—J +20
23

> plot(T(t),t=20..35);



50+

45+

40+

351

30

20 22 24 26 28 30 32

L t

[ > jo:=solve (T (t)=30);
15 In(23)
jo = ——( s j

In| —
| 23
> evalf (jo);

i 30.81957927

| Tehat kb.fél 6ra mulva ehetiink a siitibol.

>

Homogén fokszamu differencialegyenletek

Definicio
Az f(x,y) kétvaltozos fliggvényt n-ed fokti homogén fliggvénynek nevezziik, ha
f(AxAy) = A" f(x, y)
Példaul az
flx,y)=x'~xy
fliggvény negyedfoku homogén fiiggvény, mert

34



frx, Ay)=(Ax) = (Ax)’ Ay=1"f(x, ).
Definicio

Az M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 elsérendil differencidlegyenletet akkor nevezziik homogén
fokszamunak, ha az M(x,y) €s N(x,y) ugyanolyan fokszami homogén fliggvények.

A homogén fokszamu differencidlegyenlet az Y t, azaz y = x t helyettesitéssel
X

visszavezethetd szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletre. Ha az y = x ¢ helyettesitést

xdt
alkalmazzuk, akkor y'=—""=¢t+—",
dx dx
ill.
dy=tdx+xdt.

Ha a differencialegyenlet homogén fokszamu, akkor kell6 rendezés utan
oL
v
X

Példa. Oldjuk meg az (x* - yz) dx + x y dy = 0 differencidlegyenletet!
Megoldas. Megmutatjuk, hogy az egyenlet homogén fokszamu:
[ > egy:=(x*2-y(x)*2) *dx+x*y (x) *dy=0;

alakra hozhatd.

i egy = (x" —y(x)") dx+x y(x) dy=0

| > ### WARNING: persistent store makes one-argument readlib
obsolete
readlib (isolate) :

| Rendezziik az egyenletet:

| > isolate(egy,dy) ;

(o)) dx

dy =
L xy(x)
> %$/dx;
dy Xy
| dx xy(x)
| > lhs (%) =expand(rhs (%)) ;
a X yx)

-+

L dx y(x) X
| Az egyenlet valoban homogén fokszamu!

Végezziik el a helyettesitést:

Z:z‘; y=t(x)x=tux;
X

' t+dt 1th
= _X:__
y dx t
Innen
dx
tdt=——,azaz



1
Jtdt: ——dx
X

t2
5= “In(x|)+In( )= ln(

|

Ebbdl:
2
2) ¢
e =
x
Visszahelyettesitve:
6l
y
2 c
e =
X
.. C|. c
Az explicitalak: y=xA/ 2 In —) il y=-x4/2 ln(—)
x

x
Oldjuk meg az egyenletet Maple segitségével is:
[ > de:=diff (y(x),x)=y(x)/x-x/y(X);

>

PN S (€))
de.—dxy(x)— y(x)+ .

: > dsolve(de,y(x));

I y(x) =4/ -2 In(x) + CI x,y(x)=—/-21In(x)+ CI x
>

B Linearis differencialegyenletek

DEFINICIO. Az y'=P(x)y+ Q(x) alakban felirhato differencialegyenletet linearis
differencidlegyenletnek nevezzik.

A P(x) és a Q(x) adott fiiggvények. Ha Q(x) az azonosan 0 fiiggvény, akkor a
differencidlegyenlet homogén, egyébként inhomogén.

Elébb a homogén linearis differencidlegyenlet megoldasaval foglalkozunk, majd ennek
felhasznalasaval oldjuk meg az inhomogén linearis differencialegyenleteket.

1. Tekintsiik tehat az

dy
y'=P(x)yazaz — =P(x)y
dx

homogén egyenletet. Ez szétvalaszthato valtozojh, igy
1
—dy= jP(x) dx, azaz
y

1n<|y|)—1n<|c|>=fP<x)dx

Y

. j = fP(x) dx.

vagyis ln(




( |P(x) dx)

Y
Innen —=e )

c

(JP(x) dx)
azaz y=ce ,
ahol c tetsz6leges 0-t6l kiilonbozd valos szam. Ez tehat a homogén egyenlet altalanos
megoldasa.
2. Most tekintsiik az
y' =P(x)y+Q(x) 1)

inhomogén linearis differencidlegyenletet. Ha ebben Q(x) helyére 0-t irunk, akkor az
inhomogén differencialegyenlethez tartozdé homogén linearis differencidlegyenletet kapjuk:
Y'=Px)Y
(ennek ismeretlenjét azért jeloltiik Y-nal, mert y-t fenntartjuk az inhomogén
differencidlegyenlet megoldasanak a jeldlésére) Az eldbbiek szerint ezen homogén linearis
differencidlegyenlet altalanos megoldésa:
(IP(x) dx)
y=ce
Keressiik az (1) inhomogén egyenlet megoldasat is ilyen alakban, de abban a ¢ helyére x-nek
olyan c(x) fliggvényét tegyiik, hogy
(JP(x) dx)
y=c(x)e ()
mar az inhomogén egyenlet megoldéasa legyen. Feladatunk igy a c(x) fiiggvény
meghatarozasa. Ehhez helyettesitsiik a (2) fliggvényt az (1) egyenletbe. Ekkor kapjuk, hogy
(JP(x)dx) (JP(x) dx) (JP(x) dx)
c'(x)e +c(x)e P(x)=P(x)c(x)e + Q(x).
Ebbdl
(—fp(x) dx)
c'(x)=Q(x)e
Innen

(—fP(x)dx)
c(x)=|Q(x)e dx + c.

fgy az (1) inhomogén differencialegyenlet altalanos megoldasa

(—JP(x) dx) (IP(x)dX)
y=| |Q(x)e dx+c|e

Ezt a modszert, amellyel a homogén differencialegyenlet megoldasabol az inhomogén
linedris differencidlegyenlet megoldasat megkerestiik az allando varidlasanak nevezziik. A
modszer L.Euler-t6] szarmazik.

PELDA.Oldjuk meg az

] +F +1
y yTx
X

differencidlegyenletet. Adjuk meg azy(1) =1 kezdeti feltételt kielégitd partikularis
megoldast is!

MEGOLDAS. A megoldandé egyenlet linearis inhomogén.Elészor megoldjuk a hozza
tartozo



homogén egyenletet, majd az Euler-féle alland6 varidlasanak modszerével megadjuk az
eredeti egyenlet altalanos megoldasat.
A homogén egyenlet:
2
y' ="y, azaz
X
dy 2dx

y o oox
Mindkét oldalt integralva:

1 2
—dy=|"dx
¥ X

Ebbdl:

In(| y[) = In( ¢ £*)).
Az y-t kifejezve:

2
y=cx.

Megkaptuk a homogén egyenlet altalanos megoldasat. Most az dllando varialasa

kovetkezik.

y=c(x)x’
y' =c'(x) X +2x c(x)
Ezeket az eredeti egyenletbe helyettesitve:
c'(x)x2+2 xc(x)=2xc(x)+ X+ 1.
Ebbdl

cx)=1+—,
x
tehat integralva

c(x)=x——"+c.
X

fgy az inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa:

1

y=(x——+c)x2 =x —x+cx.

x
A keresett partikularis megoldast ugy kapjuk meg, hogy az altalanos megoldasba
helyettesitjiik a kezdeti feltételt:

y(H)=1"-1+c1*=1.

Ebbdl c=1,

tehat a keresett partikuldris megoldas: y= X —x+x
Nézziik meg most mindezt Maple segitségével:

| > restart:
> de:=diff (y(x),x)=2/x*y (x)+x"2+1;

2y(x)
+ X

d d (x) 1
= = +
e dxyx

- > Alt megold:=dsolve(de,y(x))



1
Alt megold =y(x)= (x -—+ _Clj X
X

[ > assign(Alt_megold);
[ > rajz:={seq(subs(_Cl=i,y(x)) ,i=-3..3)}:
[ > plot(rajz,x=-1/2..2,-1..1,thickness=3,title="Az altaléanos
megoldas néhany gorbéje’) ;
Az altalanos megoldas néhany gorbéje

1
0_85
0.6
0_4:
0.2
05 05 | 15
02 x
04-

06-

08

L 1
| Szemléltessiik az egyenlethez tartozd iranymezét:

[ > with (DEtools):

[> y:="y'

> DEplot(de,y(x) ,x=-1/2..1.6,y=-1..1,title="Iradnymezd ) ;



— T T T e e e e e S

ffffffff
e .
e e Ve Ve e, e e S T e
R
e e e e S S T T S S
N
L

o]
= L T I L /

T T U
IR A

R N N
A N N N
PSSO NN N

\
/
/
7

A
.

v
J
S

\\N\kﬂ\Lﬂ\MV\WW\V\\V\\ g
N\

AN
AN
AV B BN

/ e T e e R S
/ e e T e e e e e

"A
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+1
y
X

1

1} ,y(x) ,explicit);
-—+1
X

g

+ X
> plot(y(x) ,x=-2..1.2,color=blue, thickness

2y(x) ,

d
dxﬂX)
=y(x)

de :
:=dsolve({de,y (1)

partmegoldas
partikularis megoldas gorbéje a jellemzdé intervallumon ) ;

[ > de:=diff (y(x),hx)=2/x*y (x)+x*2+1;
E> with (DEtools) :
E> assign( partmegoldas’) :

[ > restart:
| > “partmegoldas’




A partikularis megoldas gorbéje a jellemzd intervallumon
-2
1
2 15 1 05 0, 1
X

-1

| -2

_L>

B A Bernoulli-féle differencialegyenlet

A Bernoulli-féle differencidlegyenlet nem lineéris, altalanos alakja:

Y +p(x)y=q(x)y".
Ezt a differencélegyenletet Jacob Bernoulli (1654-1705) allitotta fel 1695-ben, megoldasat
Johann Bernoulli (1667-1748) adta meg 1697-ben. A Bernoulli-féle differencialegyenlet

helyettesitéssel linearissa tehetd.Ha n = 0, vagy n=1, akkor az egyenlet linearis. Han # 0,

vagy
1, akkor az egyenlet helyettesitéssel linedrissa tehetd. Legyen

(1-n)
w=y 5

ekkor
aw (1-m)y ™ dy
dx dx '
Ezeket az egyenletbe helyettesitve:

y'dw

A-max +p(x)y' w=q(x)y"




1-n

Az egyenletet nel szorozva elsérendii linearis egyenletet kapunk:

n

y

dw
2 T A - plx)w=(1-n)q(x),

amelyet w(x)-re a linedris egyenleteknél latott médon megoldunk, majd az y(x)-et az
1
(1-n) 1-n

w=y vagy y=w Osszefliggés felhasznalasaval kapjuk meg.
, d 1
PELDA. Oldjuk meg a & + Y —, » 0 <x Bernoulli-féle egyenletet!
dx X Xy
, 1 1
MEGOLDAS. Ebben az esetben p(x) =—, q(x) = — és n = —2. Ezért a helyettesités
X X
(1-(-2) 3
= =)V,
ami azt jelenti, hogy
dw 3y dy
dx  dx
A derivaltat az egyenletbe helyettesitve:
I dv y 1

3y2 dx X_xyz.

Szorozzunk 3 yz-telz

dw 3 y3 3
—+— =
dx X X
Természetesen az w = y3 helyettesitést is el kell végezniink, s ekkor w-ra elsérendd, linearis

egyenletet kapunk:
dw 3w 3

dx x o ox
Oldjuk ezt meg !

[ > w:i='w':y:="y'

[ > de:=diff (w(x) ,x)+ 3*w(x)/x=3/x%;
[d j 3w(x) 3

de =|—w(x) [+ =—
dx X

X

> alt megold:=dsolve (de,w(x))

Cl
alt_megold :=w(x)=1+""
L X
> alt megold:=subs (w(x)=y(x)"3,alt megold);
3 _Cl
alt_megold ==y(x)" =1+77
X

E A Maple segitségével természetesen az egyenletet kozvetleniil is megoldhatjuk.
| > del:=diff (y(x),x)+y(x)/x = 1/ (x*y(x)"2);

yx) 1

d
del = (— y(x)j +
i dx x o xy(x)
- > dsolve(del,y(x),implicit) ;




y(x) —1-

cl
; =0
X



