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Ebben a fejezetben megismerkediink azokkal a tételekkel, amelyek segitségével megvizsgalhatjuk a
fliggvény monotonitasat s szélsoértékét. A helyi szE€lséérték 1étezésére vonatkozd sziikséges feltételt
mutatunk be, majd a monotonitas vizsgalatira vonatkozo és a helyi szélsdérték 1étezését biztositd, mas
szoval a helyi sz¢€lsdértek 1étezésére vonatkozo elégséges feltételeket targyalunk. Eljarasokat adunk a
sz€lsoérték kiszamitasara.

V A differencidlszamitas alaptételei

A f'(x) (masként jeldlve: di f(x), még masként D( /) (x)) differencidlhanyados segitségével az
X
f(x) figgvény viselkedését jellemezhet;jiik.
Tétel
Ha az f fiiggvény az x,, pontban differencialhato €s ' (x))>0 ( ' (x))<0 ), akkor az x;-hoz elég kozel
fekvo x < x, ért€kekre f(x) <f(x0) (f(xo) <flx))illL.x, <x eseténf(xo) < flx) ( flx) <f(x0) ).
Szavakban kifejezve: Ha a derivalt az x,, pontban pozitiv, akkor f az x,, ponton szigorian monoton

novekvoleg halad at, ha a derivalt az x, pontban negativ, akkor szigorian monoton csékkendleg halad
at.
Bizonyitas.
Tekintsiik az f'(x;)>0 esetét. Tudjuk, hogy

Sx) = f(x
lim ( S0 7/(%)

X—X J—
0 X=X

)=f'(xo>

Hasznaljuk {6l a kovetkezo segédtételt:
Ha az f fliggvénynek az x,, pontban pozitiv hatarértéke van, akkor az x,, egy kornyezeteben 0 < f(x) .

Ha marmost f' (x,)>0, akkor az x-hoz elég kozel fekvd x értékekre

Sx) = f(x
o < %) :
X —X,
ez pedig azt jelenti, hogy ha x < x,, akkor f(x) <f(x0), s hax, <x, akkorf(xo) < f(x), vagyis f
az x, ponton novekvoleg halad at.
A tétel "megforditasa": Ha f az x, pontban differencidlhato €s az x,,-on névekvdleg (csokkendleg)




halad 4t, akkor f'(x;)>0
(f'(xp)<0).

Alapvetd jelentdségli a kovetkezo tétel, amely a differencialhaté fliggvény helyi szélséértékének
létezésére vonatkozé sziikséges feltételt jelent.

Tétel. (Fermat tétele)

Legyen az f fliggvény az X intervallumban értelmezve és vegye fol az intervallum belsé ¢ pontjaban
a helyi sz¢élséértékét (maximumat vagy minimumat). Ha f a ¢ pontban differencialhato, akkor

d

I =0, masképp jelolve: (f' (c) =0).

=C

Masképpen megfogalmazva: a ¢ pontban differencialhato f fliggvénynek azx = ¢ helyen csak akkor
lehet helyi széls6értéke,
ha f'(c) =0.

Bizonyitas.

Vegye 0l az f fliggveny az x,, pontban a helyi szélséertekét. Ha f'(x,,) nullatol kiilonbozd volna,
akkor ellentondasra jutnank, hisz ekkor vagy novekvoleg, vagy csokkendleg kellene f-nek az x;-on
athaladnia.

A kovetkezokben a differencialszamitas kozépérték tételeit targyaljuk:

Rolle tétele.

Ha az f fiiggvény az [a, b] zart intervallumban folytonos, az (a,b) nyilt intervallumon
differencidlhat6 és f(a) = f(b), akkor

van az (a,b) nyilt intervallumban olyan & érték, amelyre

(L)) =0 @@=

A tétel geometriailag megfogalmazva azt jelenti, hogy az (a,b) nyilt intervallumban van olyan & hely,
amelyben a fliggvény érintdje parhuzamos az x tengellyel.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy ha a differencialhato f fiiggvény adott [, b] intervallumra esé atlagos
valtozasi sebessége, azaz a kiilonbségi hanyadosa 0 értékii, akkor van az intervallum belsejében olyan
pont, ahol a derivalt értéke 0.

Szemléltessiik mindezt az ()C) = sin(x) + SeXx) ( ) ﬁlgg\/él’ly [)éldéél’l' Az intervallum legyen a
2 J
0, 1t |. Felvessziik a fliggvényt és rogton abrazoljuk is.

[> restart:
(> f:=x->sin(x)+1/2*si n(2*x) ;



f=x—sin(x) + % sin(2 x) (1.1)

> plot(f(x),x=0..2*Pi);
1,0

0,5-

0,51

-1,01

Eloszor azt rogzitjlik, hogy a Rolle tétel feltételei teljesiilnek. Valoban a f(x) =sin(x) + Shex) (22 x) a

[0, 7] zart intervallumon folytononos (valdjaban az egész szamegyenesen az), és derivalhaté a (0, 7)

nyitott intervallumon (valdjdban mindenhol differencialhato). Végiil a Rolle tétel harmadik feltétele,
hogy az intervallum végpontjaiban felvett fliggvényértékeknek egyenlonek kell lennie. Ez is teljesiil,

hiszen f(0) = f( 7) = 0.
A Rolle tétel feltételei tehat teljesiilnek, igy annak konkluzidja is, ami pedig azt biztositja, hogy a
derivéaltnak (0, 7) nyitott intervallumban l1étezik zérushelye. Az aldbbi utasitas outputja

| 0sszehangban van az itt elmondottakkal, hiszen ...

> zh:=[sol ve(D(f)(X))];
(12)

I I

>

..a % zérushelye a D(f) derivalt fiiggvénynek, és benne van a (0, 1) nyitott intervallumban.

Abrazoljuk a fiiggvényt és a 3 abszcisszaju, az x tengellyel parhuzamos érintdjét

>

7A Rolle- tétel altalanositasa a kovetkezo tétel:

Tétel. (Lagrange tétele)

Ha f(x) az [a, b] zart intervallumon folytonos és
az ( a,b ) nyilt intervallumon differencialhato,




akkor az ( a,b ) intervallumban van olyan £ amelyre

_ fib) —fla)
rig) =221

Masképp jelolve
()

x=§

A tétel szerint a feltételeket teljesitd f fliggvény esetén van az (a,b) intervallumban olyan & hely,
ahol a fiiggvény valtozasi sebessége egyenld az [a, b] intervallumbeli atlagos valtozasi sebességgel.
Geometriailag ez azt jelenti, hogy az adott pontbeli érintd parhuzamos az intervallum végpontjaihoz
tartozo szeldvel.

Az alabbi Langrange eljaras a Langrange tételt allitasat szemlélteti. A feltételek teljesiilése esetén

| abrazolja a szelot és a vele parhuzamos érintdt, egyébként pedig hibatizenetet kiild.

> Lagrange: =proc(f, a, b)

|l ocal abra1, abra2, vonal1, vonal2, xi, szelo:

if not(iscont(f(x),x=a..b,"closed')) then
ERROR(" Nem fol ytonos az [a,b] zart intervallunon ):

fi:

if not(iscont(D(f)(x),x=a..b)) then
ERROR(  Nem derival hato az (a,b) nyilt intervallunon’);

fi:

xi:=fsolve(D(f)(x)=(f(b)-f(a))/(b-a), x=a..b);

abral1: =plot(f(x), x=a-0.1..b+0.1, col or=bl ue) :

abra2:=plot(D(f)(xi)*(x-xi)+f(xi),x=xi-2..xi+2, col or=red,

t hi ckness=2):

vonal 1: =plottool s[line]([a,0],[a,f(a)], col or=green,linestyl e=
3):

vonal 2: =plottool s[line]([b,0],[b,f(b)], col or=green,linestyl e=

3):

szelo:=plot((f(b)-f(a))/(b-a)*(x-a)+f(a), x=a..b, col or=
magent a) :

pl ot s[ di spl ay] ([ vonal 1, vonal 2, szel o, abr a1, abra2])

end:

Hivjuk meg a Lagrenge eljarast a sin fiiggvénnyel, a vizsgalt intervallum legyen [-4,3] .
Megjegyezziik, hogy a f(x) =sin(x) eljesiti a Lagrange tétel feltételeit, hiszen a szinusz fliggvény a
valos szamos halmazan derivalhat6 és igy ott folytonos is.

Javasoljuk, hogy probalja ki mas intervallumokon a Langrange eljarast. Ehhez csak az alabbi
utasitasban szerepld intervallum végpontokat kell megvaltoztatnia és ujra végrehajtani az utasitast
| (értsd. letitni az Enter billentyft).

> Lagrange(sin, -4, 3);




-1,01

—

> g: =x->pi ecew se(x<=0, - x*si n(x), x*sin(x));
g = x—piecewise(x <0, -xsin(x), xsin(x))

> Lagrange(g, -2, 3);

EAZ eljaras szakaszonként adott (piecewise ) fiiggvényekre is alkalmazhato:

(1.3)



1,5

1,0

0,5

Példa
Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e a Lagrange-tétel feltételei az
X +8x—14  x<5
flx)= 1x 7

-+ = <
2+2 5 <x

fliggvényre!
Megoldas
| Vegyiik fol a szakaszonként adott fiiggvényt!
> f:=x->pi ecew se(x<=5, - x"2+8* x-14, x>5, x*2-7*x+11) ;
f:=x—>piecewise(x <5, - +8x— 14,5 <ux, F—Tx+ 11)

> "f(x)"=f(x);

X +8x—14 x<5
f(x)= 5
X —T7x+11 5<x

ETekintsiink egy példat arra az esetre, amikor a feltételek valamelyike nem teljestil:

(1.4)

(1.5)



LAbrézoljuk a fliggvényt és derivaltjat kozos koordinatarendszerben:
> plot([f(x),D(f)(x)], x=4..6, di scont =true, col or=[ bl ue, red],
t hi ckness=2, | egend=["f(x)", "D(f)(x)"]);

5_

4,5 5,0 5,5 6,0

f(x) D(H(x)

EA fliggvény folytonos az [5, 7] intervallumon, azx =5 helyen azonban nem differencialhat6.
> iscont(f(x),x=4..6);

true (1.6)

> iscont(D(f)(x),x=4..6);
false 1.7)

> Lagrange(f, 4, 6);
| Error, (in Lagrange) Nem derivalhato az (a,b) nyilt intervallumon

A kovetkez0 utasitassorozat kiillonb6zo intervallumok egymdésutanjan animacidval szemlélteti a
| Langrange tétel allitasat.

> f:=x->sin(x)+cos(2*x);
f=x—sin(x) + cos(2 x) (1.8)
> p:=seq( Lagrange(f, -4, 4. 6-k*0. 2), k=0. . 12) :
> plots[display]([p],insequence=true);




>
L

V Az intervallumbeli monotonitas és a derivalt

Tétel.

Legyen az f(x) fliiggvény az X intervallumon (az X intervallum lehet nyilt, zart, félig nyitott, véges
vagy végtelen) definialt és folytonos és az intervallum belsejében differencialhato fiiggvény. Ekkor £
az X intervallumon akkor és csak akkor monoton névekvod (monoton csdkkend), ha

0<f"(x)  (f'(x) <0)
feltétel teljesiil minden az X intervallum belsejébdl vett x értékre.
Bizonyitas.
A bizonyitast az elsd esetre végezziik el. E16szor megmutatjuk, hogy a feltétel sziikséges.
Tegytik f6l, hogy az f az X intervallumon monoton névekvo. Ekkor tetsz6leges x, érté€ket valasztva
az intervallum belsejébdl, minden x EX esetén

fx) _f(xo)

\e (ﬂX%iﬂ%))

0<

teljesiil. De ekkor

X—™X

0
hiszen, ha egy fliggvény az x,, egy kdrnyezetében nem negativ- s kiilonbségi hanyadosrol €pp ezt

tettiik fol- akkor ott nem lehet negativ hatarértéke.

Most megmutatjuk, hogy a feltétel elégséges. Teljesiiljon 0 < f'(x) minden x-re, amely az X
intervallum belsejében van.Valasszunk két tetszdleges értéket az intervallum belsejébdl, legyenek
ezek x; €sx, (x; <x,). A Lagrange-féle kozépértek tétel alapjan:




aholx; < césc <x,.A derivalt értéke az intervallum minden belsé pontjaban nem- negativ, igy

miatt

Megjegyzés.

F(%) —f(x) =S () (% —xp),

0 <f'(c)

J(x1) s/ (%),

tehat f valoban monoton névekvd (nem csokkend).

A bizonyitas mésodik rész¢bdl kiolvashatd, hogy ha 0 < f"'(x) (f'(x) < 0) minden az X
intervallum belsejébdl vett x értékre, akkor az f fliggvény szigorian monoton névekvo (szigoruan
monoton csokkend ) az (a,b) intervallumban.

Példa.

Hatdrozzuk meg az f(x) =X —3x+2x fliggvény monotonitdsi intervallumait!

Megoldas.

Tehat a derivalt a (- 0,1 —

t hi ckness=[ 2, 1],

> f:=x->x"3-3*xM2+2*x

f:=x—>x3—3x2—|—2x

Hatarozzuk meg a derivaltat:

:> df : =unappl y(di ff(f(x), x), x);

df:=x—>3x2—6x+2

[Keressiik meg a derivalt zérushelyeit:
> zh: =sol ve(df(x));

1
h=14+ —
z +3

|l egend=["f"

EREENEY

EMegkereshetjiik azokat az intervallumokat is, ahol a derivalt pozitiv:
> solve(diff(f(x),x)>0);

RealRange(— oo, Open(l — % \/?) ),RealRange(Open(l + L \/?), 00)
W_ a(l+ N_

| ndvekvo, masutt szigoruan monoton csokkend. Szemleltessiik 1s mindezt:
> plot([f(x),D(f)(x)],x=-0.5..2.5,-2..3, col or=[ bl ue, red, bl ack],

3

, @) intervallumban szigortian monoton

, "D(f)"1);

@.1)

2.2)

2.3)

2.4)



f D(f)

>
V A helyi szélsoérték elégséges feltételei

Tudjuk, hogy ha f derivalhato, akkor csak olyan x;, pontban lehet helyi sz€élsoértéke, ahol derivaltja
nulla értéki, azaz 4 /L =0
dx | _

Azokat az x,, pontokat, ahol a fliggvény elso derivaltja 0 értékd, azaz di =0, a fliggvény
X

stacionarius pontjainak mondjuk.A stacionarius pont azonban nem mindig szélsoértékhely! Jol
mutatja ezt a kovetkezd példa:

> f:=x->x"3;

f:=x—>x3

7> plot([f(x),D(f)(x)],x=-1..1,color=[blue,red],title="f = kék,f
' = piros’);

@3.1)




I I

>

Tétel.

f=kék,f'= piros

3_

V Elsé6 elégséges feltétel
A helyi szélsoérték létezésének elso elégséges foltétele:

0,5

1étezésére két elégséges foltételt is megfogalmazhatunk:

félkornyezete, amelyekben a derivalt eltéro elojel.
Részletezve: Ha a derivalt " pluszbdl minuszba valt":

1,0

Jollehet az f derivaltja azx, = 0 helyen 0, a fliggvénynek nincs sz€lsoérteke. A helyi sz€lsoértek

Ha az f fliggvény differenciadlhanyadosa az x, pontban 0, azaz f'(x;) =0, és f'(x) azx, ponton
valo athaladaskor eldjelet valt, akkor az f fliggvénynek az x,, pontban helyi szé€lséérteke van.

Az eldjelvaltas azt jelenti, hogy van az x-nak olyan (x, — d,x,) és (x,,X, + 0) bal- és jobboldali

no

X (x() -39, X0 ) Xo (x()a Xyt d)
f'(x) + 0 -
f(x) szigorian monoton helyi maximum szigorian monoton

csokken

'Ha pedig a derivalt "minuszbdl pluszba valt":

(x() -39, x())

(x()a X0 + &




£(x) - 0 +

f(x) szigoriian monoton helyi minimum szigorian monoton
csokken nd

V Maisodik elégséges feltétel

N¢ha kényelmesebben kezelhetd a kovetkezo - masodik - elégséges foltétel:
Tétel

d ) < jeld ! A /2 4 7 o 1 "
Ha Ef(xo) =0 (masképp jeldlve f (%) = 0) és ?f(xo) #0 (masképp jelolve f (xp) # 0),

2
akkor az f fliggveénynek az x, helyen helyi széls6értéke van. Megpedig, ha # f(xo) < 0, akkor
X

(1’2

helyi maximuma, ha 0 < F f(xo), akkor helyi minimuma van az f fliggvénynek.
X

V Példa

Vizsgaljuk meg az f(x) =X —5x —4x+1 fliggvényt monotonitas és szélsoérték
szempontjabol!

Megoldas.

[> restart:
[> f:=x->x"3-5*x"2-4*x+1:
EA fliggvény derivaltja:
> D(f)(x);
3¢ —10x—4 (3.3.1)

EMegkeressiik a derivalt zérushelyeit:

> hely:=[solve(D(f)(x),x)];
(2.1 S 1
hely:=| 5 + 3 V37, T 3 VT (3.3.2)
7> zh: =eval f ( hel y) ;
zh:=[3.694254177, —.360920843 ] (3.3.3)

ENévekV()leg rendezziik a zérushelyeket:
> zh:=sort(zh);
zh:=[ —.360920843, 3.694254177] (3.34)

7Abrézoljuk a fliggvényt, az elsd derivaltat és anak eldjelét a szélsdértékeket tartalmazo
Lintervallumban:

> if nops(zh)=0 then print( nincs kritikus pont ) else

> plot([f(x),D(f)(x),signun{D(f)(x))],x=zh[1]-1..zh[nops(zh)]
+1, col or =[ bl ue, red, green], t hi ckness=[2,1,1],title="f(x) =
kék, f' (x) = piros, f' elojele = zold , discont=true,




[A sz¢lsoértekhelyek a masodik elégséges feltétel alapjan.

|l egend=["f","f"'", "az f' elogjele"]):
> fi;
fx) = kek, ' (x) = piros, [ elojele = zold

10

f f az f' elojele

A derivalt zérushelyeit, az ezeken a helyeken felvett fiiggvényértékeket és a masodik derivalt
| ezeken a helyeken felvett értékét tartalmato tablazat:

> if nops(zh)<>0 then
> array([[ zérushely ,'f( zérushely )', (d*2*f/dx*2)], seq([zh

[i],eval f(f(zh[i])),eval f((D@®)(f)(zh[i]))],i=1..nops(zh))
1) fi;

2
zérushely f(zérushely) %21
X
3.3.5)
—.360920843  1.745349157 —12.16552506
3.694254177 —31.59720099 12.16552506

> if nops(zh)<>0 then for i to nops(zh) do if (D@®)(f)(zh[i]
)>0 then print(array([zh[i], minhely])) elif (D@@®)(f)(zh[i]
)<0 then print(array([zh[i], maxhely])) elif (D@®)(f)(zh[i]
)=0 then print('igy nemdonthetunk) ;fi od fi;
| —360920843 maxhely |

1 I

[ 3.694254177 minhely ] (3.3.6)




>

V A szélsoérték részletezo kiszamitasa

Példa.
Hatarozzuk meg az

flx) =+ o)
fiiggvény momotonitasi intervallumait és helyi szélsoértékeit!

Megoldas.

A fiiggvény paros, hiszen nyilvanvaldan f{ -x) = f(x) teljesiil minden valds x értékre. Az f minden
valds x értékre differencialhato.
Képezziik a f derivaltjat és keresslik meg a derivalt zérushelyeit:

7> f: =x->x"2* exp( - x"2);
f=xode™ @.1)
> DIfF(f(x),x)=D(f) (%);
4 (Re™®) =2xe =253 4.2)
dx
[A derivaltat szorzatta alakitva a zérushelyek most kdzvetleniil is leolvashatok:
> Diff(f(x),x)=factor(D(f)(x));
d ( 2 —)9) _ 2,
& xe =-2xe” (x—1)(x+1) 4.3)
[AZ eljaras tovabbvitele érdekében oldjuk meg a (D( f))(x) =0 egyenletet:
> zh:=[solve(D(f)(x))];
zh:=10,1, -1] 4.4)
[A zérushelyek listajat alkottuk meg. A lista egyes elemeire hivatkozhatunk:
> zh[ 2];
1 4.5)
[Rendezziik novekvdleg a derivalt zérushelyeinek listajat:
> zh: =sort(zh);
zh:=1-1,0,1] (4.6)
A map utasitds segitségével egyszerre kiszdmithatjuk minden zérushelyen a masodik derivalt
| értékét:
> d2zh: =map(x->' (D@@2) ()" (x) =(D@@) (f) (x), zh);
i d2zh = [D?(f) (-1) = -4, DP(f) (0)=2,D? (/) (1) =-4¢ "] @.7)
" A masodik derivalt egyik helyen sem 0, tehat mindhdrom helyen helyi szélsdértéke van az £
fliggvénynek. Az elso és a harmadik helyen a médsodik derivalt negativ, ezért ezeken a helyeken az
f-nek helyi maximuma van. Azx =0 helyen pozitiv a masodik derivalt, ezért itt helyi minimuma van
az f fliggvénynek.
| Ezek értéke rendre:
> map(x->'f(x)"=f(x),zh);
4.8)




i [r(-1)=e110) =0.7(1) =¢] 48)
EAZ alabbi utasitassorozattal is megkaphatjuk a fenti eredményeket:

> for i to nops(zh) do
> if evalf((D@®)(f)(zh[i]))<0 then

> lprint( Az ,x=zh[i], pontban helyi maxi rumvan, értéke=,f
(zh[i]))

> elif evalf((D@@®)(f)(zh[i]))>0

> t hen

> lprint( Az’ , x=zh[i], pontban helyi ninimumvan, értéke=",f
(zh[i]))

> else lprint( Az, x=zh[i], pontban i gy nemtudunk donteni a
hel yi szél soértékrol ")

> fi:

> od;

Az, x = -1, ‘pontban helyi maximum van, értéke=", exp(-1)

Az, x = 0, ‘pontban helyi minimum van, értéke=", 0

Az, x = 1, "pontban helyi maximum van, értéke=", exp(-1)

EEzutén abrazoljuk a fiiggvényt jellemzd intervallumon:
> plot(f(x),x=zh[1]-2..zh[3]+2, col or=bl ue, t hi ckness=2) ;

0,3
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X
Példa.
Hatarozzuk meg az
X 3 3 11
)= =T Xt —6x

fliggveny momotonitasi intervallumait és helyi szélsoértékeit!

Megoldas.




Az f minden valos x értékre differencidlhatd. Képezziik a f derivaltjat és keressiik meg a derivalt
zérushelyeit:

7> f:=x->x"5/5-3/ 4* x"4-x"3+11/ 2* x*2- 6* x;

ey b5 3 4 3, 11 2
f: x—>5x 4x X + ) X —6x 4.9)
> Diff(f(x),%)=D(f)(x);
d (1 5 3 4 3, 11 2 _ A a3 a2 _
o (5 X 4 X —x + ) b 6x) x —3x —3x +11x—6 (4.10)

[A derivaltat szorzatta alakitva a zérushelyek most kdzvetleniil is leolvashatok:
> Diff(f(x),x)=factor(D(f)(x));
d (1 5 3 4 3, 11 >

a(?x—zx—x +7x—6x)=(x+2) (x—3)(x—1)2 4.11)

EAZ eljaras tovabbvitele érdekében oldjuk meg a (D( f))(x) =0 egyenletet:
> zh:=[solve(D(f)(x))];
zh=1[-2,3,1,1] 4.12)

Figyeljiikk meg, a derivalt szorzat alakja az (x — 1 )2 tényezoOt tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy az 1
kétszeres gyoke a derivaltnak. Ezért, barmelyik oldalrol kozelitiink az 1-hez, a derivalt ugyanolyan
eldjelti értekeken at tart a 0-hoz, vagyis a differencialhanyados nem valt eléjelet azx =1 helyen.
| Tehat itt nem lesz széls6érték! De végezzziik el részleteiben a vizsgalatot!

A zérushelyek listajat halmazza alakitjuk, igy a tobbszoros gyok csak egyszer jelenik meg. Ezutan a
| halmazt ismét listava alakitjuk és novekvdleg rendezziik:

> zh: =convert(zh, set);

zh=1{-2,1,3} 4.13)
7> zh: =sort(convert(zh,list));
zh:=1-2,1,3] (4.14)

A map utasitas segitségével egyszerre kiszamithatjuk minden zérushelyen a masodik derivalt
| értékét:
> d2zh: =map( x->(D@®) (f) (x), zh);
d2zh=[-45,0,20] 4.15)

" A masodik derivalt az els és a harmadik helyen nem 0, ezeken a helyeken helyi sz¢élsoértéke van az
f fiiggvénynek. Az elsod helyen a deivalt negativ, itt helyi maximum, a harmadik helyen pozitiv, itt
| helyi minimum van.A masodik hely kornyezetében megvizsgaljuk a derivaltat

> plot(D(f)(x),x=zh[2]-0.5..zh[2]+0.5);




' Az 4brén az latszik, hogy a derivalt az x = 1 mindkét oldali félkornyezetében negativ.Meg is
| kereshetjiik azon x-ek halmazat, amelyekre (D(f))(x) < 0:

> sol ve(D(f) (x)<0);
RealRange(Open(-2), Open(1)), RealRange(Open(1), Open(3)) (4.16)

7Megéllapithatjuk, hogy az f fliggvénynek az x = 1 helyen nincs sz¢élsdértéke, ezen a ponton
| csokkendleg halad at.Ezutan szamitsuk ki az f fliggvény értékét a staciondrius pontokban:
> map(x->'f(x)"'=f(x),zh);

118 41

f(-2)=T,f(1)—

. _153
20°

F3)=-" 4.17)

EAZ alabbi utasitassorozattal is megkaphatjuk a fenti eredményeket:
> for i to nops(zh) do
> if evalf((D@®)(f)(zh[i]))<0 then

> lprint( Az’ , x=zh[i], pontban helyi maxi mum van, értéke=",f
(zh[i]))

> elif evalf((D@®)(f)(zh[i]))>0

> t hen

> lprint( Az, x=zh[i], pontban helyi ninimumvan, értéke=",f
(zh[i]))

> else lprint( Az’ ,x=zh[i], pontban igy nemtudunk donteni a
hel yi szél soértékrol ")

> fi:

> od;

Az, x = -2, ‘pontban helyi maximum van, értéke=", 118/5

Az, x = 1, ‘pontban igy nem tudunk dénteni a helyi szélsdértékrdl’



LAZ, x = 3, ‘pontban helyi minimum van, értéke=", -153/20
[Ezutén abrazoljuk a fiiggvényt jellemzd intervallumon:

> plot(f(x),x=zh[1]-1..zh[nops(zh)]+1.1, col or=bl ue, t hi ckness=2)
204
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>
V Eljarasok a helyi szélsoértékre

V A solve hasznalataval

A kovetkez0 eljarasok, kozvetleniil, akkor hasznalhatok, amikor a solve utasitassal meg tudjuk
keresni a derivalt 0sszes zérushelyét. Ha ez nem sikeriil akkor is eredményesek lehetiink az evalf
utasitas "bevetésével".

A stacionarius eljards megkeresi a stcionarius helyeket.

> stacionarius: =proc()
local hely,L,i:

[sol ve(D(f)(x))]:

hel y: =map( al | val ues, % :

L: =NULL:

for i to nops(hely) do
if type(hely[i], real cons)

then L:=L, hel y[i]

fi

od:

{L};

sort(convert(%list), (x,y)->is(x<y)):




L end:
> f:=x->x"5-9*x"3;
f=xox —9x (5.1.1)

> hel yek: =st aci onari us(f);

helyek := % J15,0, % JT15 (5.1.2)

A szelsoertek eljaras a masodik elégséges feltétel alapjan "dolgozik", paramérerei az f fiigvény
| s egy staciondrius hely. Csak akkor "miikodik", ha valoban stacionarius helyen hivjuk meg!

> szel soert:=proc()

l ocal ert:
ert:=eval f (subs(x=args[2], diff(args[1], x$2))):

if ert<0 then lprint( Az', x=args[ 2], pontban helyi

maxi num van’ )

elif
ert>0 then lprint( Az’ , x=args[2], pontban helyi nini rum
van )
el se lprint(® Az’ ,x=args[2], igy nemtudunk doénteni")
fi:
end:

[Nézzﬁk példaul az elso stacionarius helyet:

> szel soert(f(x), hel yek[1]);
| Az, x = =-(3/5)*157(1/2), “pontban helyi maximum van’

[A szelsoert eljarast a helyek listajanak minegyik elemére meghivjuk a for ciklussal:
> for i to nops(helyek) do
> szel soert(f(x), hel yek[i]);

> od;

Az, x = —(3/5)*15"~(1/2), “pontban helyi maximum van
Az, x = 0, “Igy nem tudunk dénteni’

| Az, x = (3/5)*157(1/2), “pontban helyi minimum van’

7> plot([f(x),D(f)(x)], x=ni n( op( hel yek))-1.. max(op( hel yek)) +1,
-50. .50, col or=[ bl ue, red], t hi ckness=[2, 1], | egend=["f(x) ", "D

(f)(x)"1);
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f(x) D(H(x)

>
| Lathatéan azx =0 helyen nincs szélsoérték!

V Az fsolve hasznalataval

Sok esetben a solve eljaras nem vezet eredményre. Maskor pedig adott intervallumon keresiik a
sz¢lsoértékeket. Ilyenkor alkalmazhatjuk a kovetkezd, szelsoertek, eljarast. Ennek paraméterei
rendre az f fiiggvény, az intervallum baloldali és jobboldali végpontja. Az eljaras csak akkor
mikdodik, ha az f folytonos az adott intervalumon.

> szel soertek: =proc()
| ocal szakad, gyok, g,f,a, b, i:
gl obal ertekek:
f:=args[1]:
a: =args[2];
b: =args[ 3] :
if not(iscont(f(x),x=a..b,"closed')) then RETURN( ' Az f nem
fol ytonos az adott intervallunon ) fi:
g: =x->1/D(f) (x);
szakad: =f di scont ( g( x), x=a. . b, 0.00001) ;
> if nops(szakad)=0 then RETURN( Az adott intervall unon
ni ncs stacionarius hely'):
> fi:
> for i to nops(szakad) do
gyok[i]: =op({fsol ve(D(f)(x),x=szakad[i])}) od;

VVVYVYVYV

vV Vv




> ertekek: =[a, seq(gyok[i],i=1..nops(szakad)), b]:
> for i to nops(ertekek)-2 do
if D(f)((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2)<0 and D(f)((ertekek
[i +1] +ertekek[i+2])/2)>0 then | print( Az , x=gyok[i],
“pont ban helyi mni mumvan értéke ,f(gyok[i])) fi:
> if D(f)((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2)>0 and D(f)((ertekek
[i +1] +ertekek[i +2])/2)<0 then | print( Az , x=gyok[i],
" pont ban helyi maxi mum van értéke ,f(gyok[i])) fi:
> if D(f)((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2)*D(f)((ertekek[i+1]+
ertekek[i+2])/2)>0 then Iprint( Az", x=gyok[i], pontban
ni ncs helyi szélsocérték' ) fi:
od;
end:

vV V.V

>

A szelsoertek eljarason alapul a rajzolas eljaras. Ez felhasznalja a szelsoertek eljaras ertekek
nevl globalis paraméterét, amely a stacionarius pontok listéja.

| Paraméterei az f fiiggvény, majd az dbrazolas hatérai az x ill. az y tengelyen.

> rajzol as: =proc()

> local f,ertekek, a, b, pont ok, pontok1, pontok2, vonal, i,

vonal ak, pont kep, kep, c, d:

f:=args[1]:

ert ekek: =args[ 2] :

a: =args[ 3]:

b: =args[4]:

if not(iscont(f(x),x=a..b,"closed')) then RETURN( ' Az f nem

fol ytonos az adott intervallunon) fi:

c:=args[ 5] :d: =args[6]:

pont ok1: =ert ekek[ 2. . nops( ert ekek) -1];

pont ok2: =map( x- >f ( x) , pont ok1) ;

pont ok: =zi p( ( x, y) ->[ x, y], pont ok1, pont ok2) ;

for i to nops(pontok1) do vonal||i:=plottools[line](

[ pontok1[i], 0], [ pontok1[i], f( pontok1[i])], col or=green,

t hi ckness=2, | i nest yl e=3)

od:

vonal ak: =pl ot s[ di spl ay] ({vonal | | (1. . nops( pontok1))}):

> kep:=plot([f(x),D(f)(x)], x=a..b,c..d,col or=[bl ue, red],
t hi ckness=[2, 2]):

> pont kep: =pl ot ( pont ok, st yl e=poi nt, synbol =circl e, col or=red):

> pl ot s[ di spl ay] ( {pont kep, kep, vonal ak});

> end:

VVVYVYV VVVYVYV

vV Vv

Példa.



Hatarozzuk meg az

f(x) Ze(_l_);)j sin (x)

szelsoertekeit a | - 10, 10 ] intervallumon!

| Megoldas.
> a:=-10; b: =10;
a:=-10
b:=10 (5.2.1)
7> f:=x->exp(-x/10)*sin(x); 1
f:=x—>e_ﬁxsin(x) (5.2.2)

EElészér a szelsoertek eljarast hivjuk meg.

> szel soertek(f, a, b);

Az, x = -7.953650286, “pontban helyi minimum van értéke’, -2.204255617

Az, x = -4.812057633, ‘pontban helyi maximum van értéke , 1.609994235

Az, x = -1.670464979, "pontban helyi minimum van értéke , -1.175944122

Az, x = 1.471127674, “pontban helyi maximum van értéke’, .8589127508

Az, x = 4.612720328, “pontban helyi minimum van értéke’, -.6273521845

| Az, x = 7.754312981, "pontban helyi maximum van értéke’, .4582197239

A rajzolés eljarést ezutan hivjuk meg. Az abrazolas paramétereivel természetesen kisérletezniink
| kell, ha valoban "szép" abrat akarunk kapni.

> rajzolas(f, ertekek, a+1,b-1,-2.5, 2);
2_




Példa.

Vizsgaljuk meg az
flx)=¢' —x —2
fiiggveény szélsoértékeit!
Megoldas.
7> f : =x->exp( x) - x*3- 2;
fr=x—oe —x =2 (5.2.3)

[Némi kisérletezés utan rabukkanhatunk arra az intervallumra, amelyen szélsoértéket nyerhetiink.
> plot(f(x),x=-3..5, col or=bl ue, t hi ckness=2) ;

20+
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_10_

EAZ intervallum végpontjai legyenek:
[> a: =-3: b: =5:
> sol ve(D(f)(x));
-2 LambertW( —% ﬁ) -2 LambertW( -1, —% ﬁ) -2 LambertW(% ﬁ) (5.2.4)

[A solve kozvetleniil nem adja meg a derivalt zérushelyeit. Dolgozzunk a szelsoertek eljarassal!

> szel soertek(f, a, b);
Az, x = —-.4589622675, “pontban helyi minimum van értéke’, -1.271382178

Az, X .9100075725, “pontban helyi maximum van értéke’, -.269248466

Az, x = 3.733079029, ‘pontban helyi minimum van értéke’, -12.21610066
> rajzolas(f, ertekek,a, b,-13,11);




107

Természetesen hasznalhatjuk a stacionarius és a szelsoert eljarasokat is. Ekkor azonban az evalf
| utasitas kozbevetésével kell a staciondrius helyek értékét "kikényszeriteni:

> hel yek: =st aci onari us(f);
helyek = [ ) LambertW( L3 ) ) LambertW( : % J3 ) ») LambertW( 1L (52.5)

4]

> hel yek: =eval f ( hel yek) ;
helyek := [ —.4589622676, 0.9100075724, 3.733079028 ] (5.2.6)

> for i to nops(helyek) do
> szel soert(f(x), hel yek[i]);

> od;
Az, x = -.4589622676, "pontban helyi minimum van
Az, x = .9100075724, “pontban helyi maximum van

| Az, x = 3.733079028, “pontban helyi minimum van"

Példa.
Vizsgaljuk meg szélsoérték szempontjabol az

flx)=x —x°

| fiiggvényt a [ - 1, 1] intervallumon!
> f:=x->x"3-x"5;
f= xox —x (5.2.7)

> szel soertek(f,-1,1);
Az, x = -.7745966692, “pontban helyi minimum van értéke’, -.1859032006

Az, x = 0., “pontban nincs helyi szélsoérték’




LAZ, x = .7745966692, “pontban helyi maximum van értéke , .1859032006
> rajzolas(f,ertekek,-1.3,1.3,-2,2);
21
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v Példak

Példa.
Vizsgaljuk meg monotonitas és szélsoérték szempontjabol az
k x

fix)=x"¢
alaku fiiggvényeket, ahol a k pozitiv egész szam!

Megoldas.
vizsgaljuk eldszor a k =1 esetet!
| > restart:
> f:=x->x*exp(Xx);
f=x—x¢" (6.1

[A fliggvény minden valos x-re differencialhato. Keressiik meg a derivalt zérushelyeit:
> Diff(f(x),x)=diff(f(x), x);

% (x&") = +x¢é" (6.2)
[Szorzatté alakitva:
> Diff(f(x),x)=factor(diff(f(x),x));

i X\ _ X
g (xe&) =¢" (1 +x) (6.3)

:> zh: =sol ve(rhs(%, x);

zhi=-1 (6.4)



| Ezen a helyen a masodik derivalt:

> ' (D@®)"' (f)(zh)=(D@@) (f)(zh);
D (f) (-1)=¢""

| fliggvény.
> plot(f(x),x=-8..0.4);

05-
0.4-
0,3 |
02

0,14

[Legyen most k =2!
> f:=x->x"2*exp(Xx);

fi=xoxt e

> Diff(f(x),x)=diff(f(x), x);
% (#e) =2xe +2°¢"

ESzorzatté alakitva:

> Diff(f(x),x)=factor(diff(f(x),x));
i 2 Xy X

. (x e) xe (2 +x)

7> zh: =[sol ve(rhs( %, x)];

zh:=[0, -2]

EEzeken a helyen a mésodik derivalt:
> '(Da@)(f)' (zh[1])=(Da@@) (f) (zh[1]);
D?(f) (0)=2

[Ez a fiiggvény is minden valos x-re differencialhato. Keressiik meg a derivalt zérushelyeit:

(6.5)

Ez pozitiv, tehat a fliggvénynek itt helyi minimuma van. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ennél kisebb
x értékekre szigorian monoton csékkend, ennél nagyobb x értékekre pedig monoton névekvo a

(6.6)

6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)



LTehét azx =0 helyen helyi (és abszolut) minimuma van a fiiggvénynek.
> '(D@@) (f)'(zh[2])=(Da@@)(f)(zh[2]);
D(z)(f) (-2)=-2 e 2 (6.11)

Tehat azx=-2 helyen helyi maximuma van a fliggvénynek. A monotonitasi viszonyok ebbdl mar
adodnak, s az abrarol is latszanak:

:> plot(f(x),x=-9..0.55);

0,5
0,4

0,3 -
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X

-9 -

A fliggvény a -2-nél kisebb x értékekre szigoritan monoton névekvo, a (-2,0) intervallumban
szigoruan monoton csdkkend, pozitiv x-ekre szigoruan monoton ndvekva.
| Vizsgéaljuk meg most a fliggvényt altaldban:

> f:=x->x"k*exp(Xx);

fr=x—ae (6.12)
[A derivalt:
> (D(f)(x));
xkk ex k x
B +x€ (6.13)
EHozzuk koz0s nevezore:
> normal (A ;
k x
x e (k+x) 6.14)
X

EHozzuk egyszerlbb alakra:

> sinplify(9A;
e (hk+x) (6.15)




A Maple bonyolult derivalt-kezelése ne tévesszen meg benniinket, a fliggvény minden x-re
derivalhatd. Az is latszik, hogy a derivalt azx = -k és azx =0 helyeken 0 értékll. Az x = -k helyen
mindig eldjelet valt a fliggvény, paratlan k értékek esetén negativbdl pozitivba, paros k értékek
esetén pedig pozitivbol negativba valt. Tehat az x = - k£ helyen minden pozitiv egész k esetén helyi
sz¢lsdértéke van a fiiggvénynek, paratlan k esetén minimuma, paros k esetén maximuma. Azx =0
helyen paros k értékek esetén van sz€lsdérték €s ez minimum.

| Az elsd hat k értékre adodo fiiggvények képe lathato a kdvetkezdkben:

> for k to 6 do

> kep| | k: =pl ot ( x*k* exp( x), x=-k-5..0. 3*k, col or=bl ue, t hi ckness=
2):

| > od:

> plots[display](array(1..2,1..3,[[seq(kep| |k, k=1..3)],[seq
(kep| | k, k=4..6)]1));
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Példa.

Tekintstik az
k

fx) =x1In(x)
alaku fiiggvényeket,ahol a k pozitiv egész szam. Vizsgaljuk meg az ilyen alaku f fiiggvényeket
szélsoerték szempontjabol!

Megoldas.

Eldszor vizsgaljuk meg az elsé néhany k értékre, mondjuk k=1, 2, 3, 4,5 esetén az adodo
fiiggvényeket!

Tehat irjuk a k helyére rendre a fenti értékeket, majd "szabaditsuk fel a k értékét a k .= 'k' utasitassal!
Mi csak egy konkrét példat és az altalanos esetet "futtatjuk" le.

a) Specialis értékek esetén.

Tehat itt javasoljuk, hogy irjon a k helyére a 2 helyett rendre 1, 3, 4, 5 értéket és figyelje az ad6do
eredményeket!

> f:=x->x*In(x) *k; k: =2:

fi=x—xIn(x)* (6.16)
EA derivalt, szorzatta alkitva:
> df:=factor(D(f)(x));
df =In(x) (In(x) +2) (6.17)
[Hozzuk a derivaltat egyszeriibb alakra, és készitslink beldle fliggvényt:
> df : =unappl y(sinmplify(%, x);
df:=x—In(x) (In(x) +2) (6.18)
[Keressiik meg ¢és rendezziik a derivalt zérushelyeit:
> zh: =sort([sol ve(df(x), x)], (x,Yy)->is(x<y));
zh = Lz, 1 (6.19)
e

Lathatoan paros k esetén a derivalt az 1 és az — is helyen elgjelet valt, paratlan k eseten pedig csak
e

az ik helyen, Az 1 helyen az eldjelvaltas negativbol pozitivba, az ik helyen pozitivbol negativba
e e

torténik !
| A fenti eredményeket a kovetkezd utasitassorozattal is megkaphatjuk:
> hat arok: ={0, 4};

hatarok == {0, 4} (6.20)
7> ert ekek: =convert(zh, set) uni on hat arok;
ertekek := 10, 1, 4, Lz (6.21)
€

7> ertekek: =sort(convert(ertekek,list), (x,y)->is(x<y));

lz, 1,4 (6.22)
e _

ertekek .= |0,

>
> for i to nops(ertekek)-2 do

I I




if eval f(D(f)((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2))<0 and eval f(D(f)
((ertekek[i+1] +ertekek[i+2])/2))>0 then Il print( Az, x=ertekek
[i+1], pontban helyi mininmmvan értéke ,f(ertekek[i+1])) fi:

> if evalf(D(f)((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2))>0 and eval f(D(f)
((ertekek[i+1] +tertekek[i+2])/2))<0 then I print( Az , x=ertekek
[i+1], pontban helyi maxi mumvan értéke ,f(ertekek[i+1])) fi:

> if evalf(D(f)((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2)*D(f)((ertekek
[i+1] +tertekek[i+2])/2))>0 then lprint( Az , x=ertekek[i+1],
" pont ban nincs helyi szélsocérték ) fi:

> od;

Az, x = 1/exp(2), ‘pontban helyi maximum van értéke , 4/exp(2)

LAz, x =1, ‘pontban helyi minimum van értéke ™, 0

> plot(f(x),x=0..1.8, col or=bl ue, t hi ckness=2);

0,6 1
05-
0,4-
03]
0,2-

0,11

0 02040608 1,01,2141,61,8

X

[b) Most jojjon az altalanositas!
> f:=x->x*In(x)*k; k:="k":

fi=x—-xIn(x)" (6.23)

EA derivalt, szorzatté alkitva:
> df:=factor(D(f)(x));

_ In(x)" (In(x) +k)
df In(x) (6.24)
[Hozzuk a derivaltat egyszeriibb alakra, és készitslink beldle fliggvényt:
> df : =unappl y(sinplify(%, x);
df:=x—In(x)* "' (In(x) + k) (6.25)

[Keressijk meg és rendezziik a derivalt zérushelyeit:
> zh:=sort([sol ve(df(x), x)], (x,y)->is(x<y));

(R YA\



zh= [ik 1 ] (6.26)

Lathatoan paros k esetén a derivalt az 1 és az ik is helyen elgjelet valt. Az 1 helyen az elgjelvaltas
e

negativbol pozitivba, az — helyen pozitivbol negativba tértenik. Paratlan k esetén pedig csak az
e

Lk helyen valt a derivalt eljelelet és negativbol pozitivba. Altalanosan is igazolt eredményiink
e

tehat :

, 1 e At AL - .
Ha a k paratlan, akkor csak az x = —- helyen van szels6értek és ez minimum, ha a k paros, akkor az
e

x= Lk helyen helyi maximum van, at x =1 helyen pedig helyi minimum. A szélsdértékek értéke

e
| pedig:
> map(x->'f(x)"'=sinplify(f(x),synbolic),zh);
[f(ik)=(—1)"k"e‘k,f(1)=o (6.27)
¢
>
Példa.

Hatarozzuk meg, hogy az a valos paramétertdl fiiggéen hany valos gyoke van az

e (2E1) )=

Az egyenlet bal oldalat alkoto kifejezésbdl képzett fiiggvényt vizsgaljuk. Ennek értékkészlete és
| monotonitasa hatdrozza meg a gyokok szamat.

[> restart:
> f:=x->x+l n(((x+1)/x)*2);

2
e ln( (’“;L% ] (6.28)

egyenletnek!
Megoldas.

[A fliggvény minden valos x-re értelmezhetd, kivéve az x = -1 és azx =0 értéket.
> plot(f(x),x=-3..3, col or=bl ue, t hi ckness=2);




Az 4bra alapjan ugy tiinik, hogy minden valds a mellett van gyoke az egyenletnek. A helyi
maximumnal nagyobb ill. a helyi minimumnal kisebb a értékekre 3 gyok van, a helyi

szélsoértekekkel egyezo értékek esetén 2 gyok van, egyébként 1 gyok adodik. Mindezeket igazoljuk
| a kovetkezdkben.

[A két szakadasi hely kornyezetében jellemezziik a fiiggvényt eldszor:
> Limt(f(x),x=-1)=limt(f(x),x=-1);

2
lim [x—l—ln[#))=—w (6.29)
x—-1 X
:> Limit(f(x),x=0)=limt(f(x),x=0);
(7).
m |x+In| ———— | |=® (6.30)
x—0 x2

Mésutt a fiiggvény mindeniitt folytonos, sot derivalhatd, mert a polinomfiliggvények mindeniitt
derivalhatok, a logaritmus fiiggvény minden pozitiv valtozoértékre derivalhato és a racionalis
tortfliggvény is mindentitt derivalhato, kivéve a nevezd zérushelyeit.

Képezziik a derivaltfiiggvényt és hatarozzuk meg annak zérushelyeit, a lehetséges helyi
| sz€lsdértékhelyeket!

> Diff(f(x),x)=diff(f(x),x);

2(x+1) _2x+1D%) 2

d (x+1)2JJ_ ( )c2 X
— +In| ———||=1+ 6.31
b (x n[ X (x+1)? ©3D

EA derivaltat egyszeribb alakra hozva:
> Diff(f(x),x)=sinplify(diff(f(x),x));




d x+ D)) _ X +x—2
dx (x—i—ln( )] (6.32)

EA derivalt zérushelyei:
> zh:=[sol ve(rhs(%9, x)1;
zh=1[1, -2] (6.33)

EA masodik derivalt értéke ezeken a helyeken:

> " (D@@)(f)" (zh[1])=(D@®) (f) (zh[1]);" (D@@) (f)" (zh[2]) =( D@aZ)
(f)(zh[2]);

D(z)(f) (-2)=-—= (6.34)

[A map utasitas segitsével rovidebben is eljarhatunk:

> map(x->' (D@) () ()" =(D@) () (x), zh) ;
() (1) =20 (f) (-2) = - (6.35)

 Tehatazx=-2 pontban helyi maximum, azx =1 pontban helyi minimum van. Ezek értéke:

> "f'(zh[1])=f(zh[1]);
f(1)=14+21n(2) (6.36)

> "f'(zh[2])=f(zh[2]);
f(-2)=-2—-2In(2) (6.37)
[Abrézoljuk a fliggvényt és elsd derivaltjat kozos rendszerben:
> plot([f(x),D(f)(x)], x=-8..8,-20..20,thickness=[2, 2], col or=
[ bl ue, red], di scont =true);




A monotonitasi viszonyok egyértelmiien adédnak most mar. Még az értékkészlet végleges
| megallapitasahoz sziikséges vizsgalat, a - co-ben és a co-ben vett hatarértékek:

> Limt(f(x),x=infinity)=limt(f(x),x=infinity);

2
i, (x%—ln(%]]:w (6.38)
X
:> Limit(f(x),x=-infinity)=linmt(f(x),x=-infinity);
2
lim (wm(%)] - w (6.39)
X— - x

7> al:=f(zh[1]);a2:=f(zh[2]);

al =1+21In(2)
a2:=-2—-2In(2) (6.40)
7Igazoltuk tehat, hogy ha a < -2 —1In(4) vagy 1 +1In(4) < a, akkor 3 gydk van, ha a egyenld ezen
| értékek valamelyikével, akkor két gyok van, ha pedig a a két értek kozott van, akkor egy gyok van.
Ugy tiinik, hogy egyenes a fiiggvény aszimptotaja. Mikor is mondjuk,hogy az y=mx + b egyenes
aszimptotdja az f fiiggvénynek?
Definicio

Az y=mx + b alakli egyenes az f fiiggvény aszimptota egyenese, ha:

. flx) \ _ , . _ _
xh_mw ( x =m ¢és xh_r)nw (filx)—mx)=>b
teljesiil.
| Az m értékét tehat a kovetkezo hatarérték adja:

> Limt(f(x)/x,x=infinity)=limt(f(x)/x,x=infinity);

2
x—I—ln[—(X—zl) J

X

lim
X— @

=1 (6.41)
X

7> m =rhs(% ;

m:=1 (6.42)
[A b értékét az alabbi hatarérték szolgaltatja:

> Limt(f(x)-nfx,x=infinity)=limt(f(x)-nfx,x=infinity);

2
lim_ ln( Lt D J -0 (6.43)
o X
7> b: =rhs( % ;
b:=0 (6.44)
Az aszimptota:
> y=ni x+b;
V=X (6.45)
> aszi npt ot a: =unappl y(rhs( %, x);
aszimptota == x—x (6.46)

>



> plot([f(x),aszinptota(x)],x=-6..6,title="A fluggvény és
aszinptotaja , col or=[ bl ue, red], t hi ckness=[2, 1]);

A fiiggveény és aszimptotdaja
104

101

151

Az 4bra alapjan ugy tiinik, hogy f kdzéppontosan szimmetrikus. A szimmetriak6zéppont az
aszimptota €s a fiiggvénygorbe metszéspontja lehet.
| Hatarozzuk meg ezt a pontot:

> x0: =sol ve(f(x)=x);

-1
x0 : ) (6.47)
> f(x0);
1
! (6.48)
i . . “ 7 14 1 1 1 ] $ 1 1
A szimmetriakdzéppont tehat aPO( B ) pont lehet. Toljuk el az f figgvényt av = 272 ]
| vektorral:
[> x:="x":
> g: =unapp| y(f(x- 1/ 2) +1/ 2, X) )
2
(x + % )
g=x—x+1In| ~—22 (6.49)

2)
2

> plot([g(x), x], x=-10..10,-10.. 10, di scont =t rue, col or=[ bl ue, red],
t hi ckness=[2,1]);




-10

' Az ébra azt mutatja, hogy a transzformalt fliggvény paratlan. Igazoljuk ezt! A rendszerrel k6z6Ini
kell, hogy x valos és d+ %:

[> assune( x, real ); addi ti onal | y(abs(x) <>1/2);

Azt kell megmutatni, hogy mindenpqi% eseteng(-x)=-g(x),azazg(x) +g(-x)=0

> g(x)+g(-x);

(3] ()
Inj — | +In 5 (6.50)
1 1
(XN 2 ) ( T2 )
[Alkalmazzuk a logaritmusra vonatkoz6 azonossagot:
> conbi ne(g(x)+g(-x));
1Y) 1Y
=y ) (s
1 (6.51)

' Mar az elébb is felfedezhetd volt, de most mar méginkabb latszik allitasunk igazsadga. A simplify
| utasitas végrehajtasa utdn ezt a rendszer is "felismeri".

> sinplify(conbine(g(x)+g(-x)));
0 (6.52)

[Mésképpen is eljarhatunk. Ismert ugyanis a kovetkezo:

Tétel.
Legyen az f(x) fiiggvény az I intervallumon (az I lehet zart, nyitott, félig nyitott, véges vagy




végtelen) értelmezett, folytonos és az intervallum belsejében differencialhat6 fiiggvény. Ekkor az I
intervallumon akkor és csak akkor allando, ha f' (x) = 0 teljesiil az I intervallum minden bels6
pontjaban.

A tétel szerint elég megmutatni, hogy
* a differencidlhdnyados azonosan 0 és
| » emelllett egy pontban azt, hogy ott 0 a fliggvényérték:

> h: =unappl y(g(x) +g(-X) , X) ;

1y s LY
h=x~—In H +1In E o ? %2 (6.53)
X~ = Aty
:> Diff(h(x),x)=l2)(h)(x); ,
1 1
L (x~+3)2 +1n (_XNJFE)z (6.54)
e )

(~+3)

7Hét, errdl aztan egyaltaldlan nem latszik, hogy azonosan 0 értékii! De, szerencsére segit, a simplify
| utasitas, amely -j0 esetben-a "végletekig" egyszertisiti a fliggvényt defininalo kifejezést:

> sinmplify(D(h)(x));

0 (6.55)
ESzémitsunk ki, mondjuk az x =3 helyen a fliggvény értékét:
> h(3);
49 25
ln( e ) +ln( 49) (6.56)
> sinplify(h(3));
0 (6.57)

' Tehat a derivalt azonosan 0, igy h allando, de pl. #(3) =0 miatt g(x) +g(-x) =0, azaz az eltolt
| fliggvény paratlan.




V Kérdések, feladatok

V Ellenérzé kérdések
1.Milyen elégséges feltételt ismer arra vonatkozolag, hogy a differencidhato fliggvény az x,

ponton szigortian monoton ndvekvoleg haladjon at?

2.Differencialhato fliggvénynek mely pontokban lehet helyi sz¢éls6értéke?

3. Hogyan sz6l Rolle tétele?

4. Mi a Lagrange-tétel geometriai jelentése?

5. Mi a feltétele annak, hogy az (a,b) intervallumon differencialhat6 fliggvény ezen az
intervallumon csokkend legyen?

6. Milyen elégseges feltételeit ismeri annak, hogy a differencialhato f fliggvénynek az x,, helyen

helyi sz¢élsoértéke legyen?

V Gyakorlé feladatok

1. Vizsgaljuk meg, hogy az f fiiggvény a megadott [a,b] intervallumban teljesiti-e a Lagrange-tétel
feltételeit, s ha igen, adja meg az (a,b) intervallumban az dsszes olyan & értéket, amelyre a tétel

teljesiil.

L1 flx)=x +1, [-24]; 14, flx)=x —2x4+x+3, [-11];

12 flx)=x + =+, [1,4];  1.5.f(x)= ;2 : [0,2];
x (x—1)

13.fx)=4+Vx—1, [1,5:  L6.flx)=k—3, [-1,4]

2. Legyen P, (xl, yl) és Pz(xz, yz) az y=a F+bx+c parabola két tetszoleges pontja,
Py (x3, y3) a P\P, iv olyan pontja amelyben a gorbéhez htizott €rintd parhuzamos a P, P, hurral.
X, +x,
2
3. Bizonyitsa be, felhasznalva Rolle tételét, hogy egy harmadfoku polinomfiiggvénynek legfeljebb

harom valos zérushelye lehet!
4. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények monotonitasi intervallumait és helyi szélsoértékeit:

4.1.f(x)=3x—x 42f(x)=xX —6xX +9x—4; 43. fix)=(x—2) 2x+ 1) 44.

Bizonyitsuk be, hogy x; =

2
Sy =22
45 flx) =2 —n(x2) : 4.6 f(x) =2 sin(x) +cos(2x); 4.7.flx)= 24x1 . 48,
X+

L flx)=xIn(x)A



