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A L' Hospital -szabaly

A L' Hospital szabaly

Flggvenyvizsgalat soran gyakran keruliink szembe azzal a kérdéssel, hogy ket olyan fuggvény
hanyadosanak hatarerteket kell megallapitanunk, amelyeknek kiilon-kiilon O a hatarerteke a tekintett
helyen., maskeppen szolva % illetve 2 alaku kifejezesek hatarerteket kell kiszamitanunk. Maskor

kiilon- kiilon co-be tarto figgvenyek hanyadosanak viselkedéset kell leirnunk. De a kdvetkezo

hatarozatlan alakokat is kezelniink kell: 0 o0, o0 — oo, 1%, OO, oo,

Ezekben az esetekben hasznos a kovetkezo tetel nyujtotta szabaly:

Tetel: Legyen az fés a g olyan egyvaltozos valos fliggveny, amelyekre a kdvetkezok teljesiilnek:
1) Az fés a g aza hely valamely kornyezeteben (kiveve esetleg az a pontot) ertelmezve van €s

ott differencialhato;

2) a g differencialhanyadosa ebben a kornyezetben nem nulla, azaz

d
—_ 71:-
78 0;

3) lim f(x)= g(x)=0 vagy
i Y| =lim [g(x)|= e

4) Azx =a helyen Iétezik a derivaltak hanyadosanak hatarértcke, azaz a

e f(x)
——— |= L' hatarérték.
Xx—a
i g(x)
Ekkor letezik a
lim fx) ) =L hatarértek is €s
x—a \ g(x)

a kethatarertek egyenlo, L=L' ,azaz

—f(x)
lim ( 1) ) =lim | -F—
X —
§O | g
Megjegyzés: A L' Hospital-szabaly a vegtelenben (minusz végtelenben) vett hatarertek kiszamitasara
is alkalmazhato. A tetelben ekkor az a helyere mindentitt

oo (— o) irando, a felteteleknek pedig egy bizonyos K-nal nagyobb (kisebb) ertekekre kell
teljesulniuk.

xX—a

Példak, a Hosp eljaras



' 1.Példa: Szémitsuk ki a L' Hospital szabaly segitsegevel a kovetkezo hatarerteket:

lim ( sin (2 x) )

x—0 e(_3x)_ 1

Megoldas: Vizsgaljuk meg eldszor, teljesitik-e a figgvenyek a L' Hospital szabaly
| alkalmazasanak feltételeit!

[> restart:

> f:=x->sin(2*x);
f=x—sin(2x)

> g:=x->exp(-3*x)-1;

g =x—e( 3

> plot([£(x),g(x)],x=-1..1,-2..2);
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> readlib(iscont) ;
proc (f::algebraic, z:: (name=range), opt) ...end proc

2.1

(2.2)

(2.3)



1.) Megmutatjuk, hogy a hatarertek 0 alaku:

L 0
> Limit (f£(x) ,x=0)=1limit (£ (x),x=0);
lim sin(2x)=0 (2.4)
x—0
7> Limit (g(x) ,x=0)=1limit (g (x) ,x=0) ;
lim, (739 —1)=0 (2.5)
X—

| 2) Megmutatjuk, hogy az f és a g fiiggvény egyarant differencialhat6 az x, = 0 egy kornyezetcben.
Valojaban tobbet tudunk mondani: Az iscont fuggveny-eljaras megvizsgalja, hogy a derivaltak
| folytonosak-¢ az adott intervallumon!
> ‘Folytonos-e az f derivaltja '=iscont(D(f) (x),x=-0.2..0.2);
Folytonos-e az f derivaltja = true (2.6)

> ‘Folytonos-e a g derivaltja =iscont(D(g) (x),x=-0.2..0.2);
Folytonos-e a g derivaltja= true (2.7)

3 ) Most megneézziik, hogy teljesiil-¢ a % g(xo) #0 feltétel, Megnezziik, van -¢ zérushely egy, az

| Xo =0 helyet tartalmazo alkalmas intervallumban:( kivéve az x,-t )

[> x0:=0:
> dgx:={fsolve(D(g) (x) ,x=-0.2..0.2)};
i dgx = {} (2.8)
> zhely:=dgx minus {x0};
zhely .= { } (2.9)

> if nops(zhely)=0 then print( A nevezd derivaltja nem 0 az x0 egy
kornyezetében') fi;
A nevezo derivaltja nem 0 az x0 egy kornyezeteben (2.10)

Ezt erdsiti meg a dix g(x) abraja is:

7> plot(D(g) (x) ,x=-0.2..0.2);




A feltételek mind teljesiiltek, tehat: Ha a derivaltak hanyadosanak letezik hatarerteke, akkkor ez
megegyezik az % hanyados hatarértekével:

> Limit (D (£f) (x) /D(qg) (x) ,x=0)=1imit (D (f) (x) /D(g) (x) ,x=0);

. 2 cos(2x) \_ =2
fim, ( 3 (30 ) 3 @1
:Tehét
>  Limit(f(x)/g(x),x=0)=1limit (D (£) (x)/D(g) (x) ,x=0);
im [-SnE2x) ) =2 2.12)
EVizsgéljuk meg mindezt grafikusan is!
[> x0:=0:
> ‘erintd’ :=proc (%0, £f)
> global x;
> D(f) (x0) * (x-x0)+£ (x0) ;
> end;



>

erinto = proc(x0, f) globalx; (D(f))(x0)* (x —x0) + f(x0) end proc

‘érintdél egyenlete’ :=y="érintdé  (x0,f);
erintol egyenlete:=y=2x

erintol :=unapply (evalf (rhs (%)) ,x);
erintol :=x—2.x

‘érinto2 egyenlete’ :=y="érintd’ (x0,qg);
erinto?2 egyenlete =y = —3 x

erinto2:=unapply (evalf (rhs (%)) ,x);
erinto2 . =x— —3.x

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

plot ([£f(x) ,erintol (x) ,g(x) ,erinto2(x)],x=-0.51..2,y=-2..3,title=
‘A fliggvények és érintdik’,color=[red,blue],scaling=constrained,

thickness=[2,2]);

A fuggvenyek és érintbik
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| Ldthatoan az érintok meredekségének hanyadosa éppen a kérdéses hatarértéket adja!

Sokszor a derivaltak hanyadosa is % alaku. Ekkor a szabaly ismetelt alkalmazasaval juthatunk

eredmenyre:
2. Példa: Szamitsuk ki a L' Hospital szabaly segitseégevel a kovetkezo hatarerteket:
lim tan(x) — x

x—0 \ x —sin(x)
> f:=x->tan (x)-x;
f=x—tan(x) —x (2.18)
> g:=x->x-sin (x);
g =x—x —sin(x) (2.19)
 Esetiinkben az elsd s a masodik derivaltak is 0 értékiiek az x=0 helyen €s mivel folytonosak is, a

hatarertek tovabbra is % alaku

> D(£) (0) ;D (g) (0);

(2.20)
> (D@R2) (£) (0) ; (DRR2) (g) (0);

2.21)

" A harmadik derivaltak mar nem nulla értékiiek az x = 0 helyen és mivel folytonosak , helyettesitési
| ertekiik hanyadosa adja a hatarerteket:

> (D@@3) (£) (0);
> (D@E3) (g) (0);

2
| (2.22)

7>~Limit(f(x)/g(x),x=0)=1imit((D@@3)(f)(x)/(D@@3)(g)(x),x=0);
lim (B =X, (2.23)

x—0 \ x —sin(x) -

>

[A Hosp eljaras animacioval szemlélteti, mi tortenik, akkor, amikor tobbszor kell derivalni!
> Hosp:=proc(f,g,x0,h)

> local i,k,pont:

> i:=0:

> if not(type (limit (£f(x)/g(x),x=x0) ,numeric)) then lprint
('Az’ ,x0, 'pontban nincs hatarerték '):

> else

> while limit ((D@@i) (f) (x) ,x=x0)=0 and limit ((DQRi) (g) (x) ,x=x0)=
0 do

> i:=i+1
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od:

for k from 0 to i-1 do

kep2| | k:=plot ([ (D@Rk) (g) (x) , (DRE (k+1)) (g) (x0) * (x-x0) + (DRRk) (g)
(x0) ] ,x=x0-h. .x0+h,-h. .h,color=[blue,red], thickness=[2,3]):
kepl| |k:=plot ([ (D@Rk) (£f) (x) , (DGR (k+1)) (£f) (x0) * (x-x0) + (D@Rk) (£f)
(x0) ] ,x=x0-h. .x0+h,-h. .h,color=[black,red], thickness=[2,3]):
pont:=plot([[x0,£f(x0)]],style=point,symbol=circle,color=black):
rajz| |k:=plots[display] ({kepl| |k, kep2]| | k,pont}) :

od:
plots[display] ([rajz]|]| (0.. (i-1))],view=[x0-h..x0+h,-h..h],
insequence=true) ;

fi:

end:

x0:=0:

f:=x->tan (x) -x;

g:=x->x-sin(x) ;

f=x—tan(x) —x

g =x—x—sin(x) (2.24)
Hosp(£f,g,0,1);
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Az animacio végrehajtasakor latjuk, hogy az elso és masodik derivaltak is 0 értektiek, ekkor a
fuggvenyek ill. a derivaltak k6z0s erintdje az y =0 egyenes, az x tengely egyenese. Amasodik
derivaltak ¢rintdinek meredekségei, harmadik derivaltak mar nem nulla értékuek. Az is lathato,
hogy az fés a g a 0 kdzeleben "jol" megkozeliti a nullat €s a ket gorbe egymast is.Ez meg
szembetundbb, ha 6sszehasonlitjuk viselkedesuket az 1. Peldaban szerepld fuggvenyekkel:

>
> f:=x->sin(2*x) ;

I [

f=x—sin(2x) (2.25)

> g:=x->exp (-3*x)-1;
g=x—e! Y 1 (2.26)

> Hosp(f,g,0,1);




I I

>

Definicio: Akkor mondjuk, hogy az f és a g fiiggveny az x = x, helyen n-edrendben érinti
egymast, ha f| ( xo) = g(xo) és a ket fliggvény elso n differencidlhanyadosa az x,, helyen egyenld, de
| az (n + 1) -edik derivaltjuk mar killonboza.

Megdllapithatjuk, hogy az f(x) =sin (2 x) és ag(x) =e' > — 1 metszik (0-ad rendben érintik)
cgymast az origdban, mig azf(x)=tan(x) —x s a g(x)=x — sin(x) masodrendben ¢rintik
egymast az origoban.

3. Példa Vizsgaljuk meg a kovetkezo hatarérteket:

Vx+1 —1-2

I 2
im
x—0 x2

| Megoldas:
> f:=x->sqrt(l+x)-1-x/2;

f=x—\Jx+1 —1—=x (2.27)

> g:=x->x"2;

(2.28)



g =x—x (2.28)

1.) Megmutatjuk, hogy a hatarertek g alaku:

7> Limit (£ (x),x=0)=1limit (£ (x) ,x=0) ;

lim (\/x—i-l —l—lx)=0 (2.29)

x—0 2
7> Limit (g (x) ,x=0)=1limit (g (x) ,x=0) ;
lim () =0 (2.30)
X—

2 ) Megmutatjuk, hogy az f €s a g fiiggveny egyarant differencidlhato azx, =0 egy kornyezeteben.
Valojaban tobbet tudunk mondani: Aziscont fliggveny-eljaras megvizsgalja, hogy a derivaltak
| folytonosak-e az adott intervallumon!
> ‘Folytonos-e az f derivaltja '=iscont(D(f) (x),x=-0.2..0.2);
Folytonos-e az f derivaltja = true (2.31)

> ‘Folytonos-e a g derivaltja '=iscont(D(g) (x),x=-0.2..0.2);
Folytonos-e a g derivaltja= true (2.32)

3 ) Most megnezziik, hogy teljesiil-e a % g(xo) #0 feltetel, Megnezziik, van -e zérushely egy, az
%, = 0 helyet tartalmazo alkalmas intervallumban:(kiveve az x-t:

> dgx:={fsolve(D(g) (x) ,x=-0.2..0.2)};

dgx = {0.} (2.33)
7> x0:=0.;
x0 = 0. (2.34)
7> zhely:=dgx minus {x0};
zhely .= {} (2.35)

Il
\'

Vv

if nops(zhely)=0 then print('A nevezd derivaltja nem 0 az x0 egy
kornyezetében') f£fi;
A nevezo derivaltja nem 0 az x0 egy kornyezeteben (2.36)

Ezt erdsiti meg a c;i_x g(x) abraja is:

7> plot(D(g) (x) ,x=-0.2..0.2);




-0.4—

megegyezik az % hanyados hatarértekével.
| A derivaltak is 0-hoz tartanak:
> Limit (D (f) (x) ,x=x0)=1imit (D (£f) (x) ,x=x0) ;

lim 1 I — =0.

1
x—0. | 2 x+1 2

7> Limit (D (g) (x) ,x=x0)=1imit (D (g) (x) ,x=x0) ;
lin}) (2x)=0.

[Ke'pezzﬁk czert a masodik derivaltakat s nézzik meg a hatarérckuket:

> Limit ((DQQR2) (f) (x) ,x=x0)=1imit ((D@A@2) (£f) (x) ,x=x0) ;

. | 1
lim (—— —_— )= —.2500000000
x—0. 4 (X+l)(3/2)

7> Limit ((DQRQR2) (g) (x) ,x=x0)=1imit ((DE@2) (g) (x) ,x=x0) ;
lim 2=2

x—0.

A feltételek mind teljesiiltek, tehat: Ha a derivaltak hanyadosanak letezik hatarerteke, akkkor ez

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)



LEzek mar nem 0 ertekuek, tehat
> Limit(f(x)/g(x),x=0)=1limit ((DQR2) (£f) (x)/(DRR2) (g) (x) ,x=0) ;

Vvx+1 —1—%)( 1
li =— 2.41
20 2 8 241

:Tehét
> Limit(f(x)/g(x),x=0)=1limit ((DRQR2) (£) (x)/ (DRR2) (g) (x) ,x=0) ;
Vx+1 —1—%x] _1

i 2 % (42

[Szemle'ljﬁk meg mindezt a Hosp cljarassal:
> Hosp(f,q,0,1);

4. Példa: Szamitsuk ki a

lim (
x— o0

"ol
N——

hatarerteket!




Megoldas:

A szamlalo és a nevez6 végtelenben vett hatarérteke egyarant vegtelen.Mindkeét fuggveny minden
valos x ertekre differencialhato €s a nevezo derivaltja pozitiv x ertekekre nem egyenld 0-val. Ezert a
| szabaly alkalmazhato.

> f:=x->exp(x);
> g:=x->x"2;

fi=x—¢"
g = x—x (2.43)
7> Limit (£ (x) /g (x) ,x=infinity)=Limit (D (£f) (x) /D(g) (x) ,x=infinity) ;
. " . ( 1 ¢ )
1 = (=1 - = 2.44
xﬂgloo xz xinoo 2 X ( )

A kapott kifejezes is % alaku, alkalmazzuk ismet a szabalyt:

7> Limit (D (£f) (x) /D(g) (x) ,x=infinity)=Limit ((DQRQR2) (£) (x)/(DRR2) (g)
(x) ,x=infinity) ;

lim (l ¢ )= lim ( 1 ex) (2.45)
X— 2 x X— 2 ’
[Most mar egyértelmuen latszik, hogy a hatarértck oo:

> Limit(f(x)/g(x),x=infinity)=1limit ((DQR2) (£) (x)/ (DRR2) (g) (x) ,x=
infinity) ;

X
lim [% j: % (2.46)

V¥ Egyéb tipusok

., L , . . - o0
AQ o, 00— o0, 17, OO, o0” tipusu hatarertekek alkalmas atalakitassal visszavezethetok % vagy —

alaku hatarerétkekre. Ezekre nézziink most nehany peldat:
1. 0 oo tipus.

Példa

Szamitsuk ki a

li 1
i (xIn(x))

hatarérteket!
Megoldas
Az elso tenyez6 0-hoz, a masodik — co-be tart. Alakitsuk at a kifejezest:
xIn(x)= —lnfc),
x

a kapott kifejezes mar - alaku, es mind a szamlalo, mind a nevezo teljesiti a L'Hospital szabaly

felteteleit. Alkalmazzuk a szabalyt:
{> Limit (x*1ln(x) ,x=0,right)=Limit('ln(x)'/"''(1/x)"'"',x=0,right) ;

(3.1)



lir
x—0+ ) 1 )

L In(x)
m (xln(x))—x£181+[ J 3.1)
X

> Limit('ln(x)'/''(1/x)'',x=0,right)=1limit(diff (1ln(x) ,x)/diff(1/x,
x) ,x=0,right) ;

. In(x) ) _
xhr(}]+ 1, =0 (3.2)
X
> Limit(x*1n(x) ,x=0,right)=1limit(diff (1n(x),x)/diff(1/x,x),x=0,
right) ;
lim  (xIn(x))=0 (3.3)
x—0 +

2. 00— o tipus.
Pelda
Szamitsuk ki a

. ( 1 1 )

lim - - =

x—0 \ sin(x) x
hatarerteket!
Megoldas
A kifejezes valoban oo — oo tipusu, amint ezt a kisebbitendo €s a kivonando egylittes abraja is
mutatja:

> plot([1l/sin(x),1/x],%x=-2..2,-10..10,color=[blue,red], thickness=
2) ;




g
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-2 1 2

EAlakl'tsuk at a fuggvenyt, hozzuk a torteket k6zos nevezore:
> kifejezes=normal (1/sin(x)-1/x);
X —sin(x)

kifeiezes = X2
ifejezes sin(x) x

(3.4)

A kapott kifejezés mar lathatoan 9 alaku, és teljesiti a tétel felteteleit. Szamitsuk ki a hatarérteket!

L 0
> Limit(l/sin(x)-1/x,x=0)=Limit ((x-sin(x))/ (sin(x) *x) ,x=0) ;
lim ( - —l)=1im (mx_) (3.5)
x—0 \sin(x) x x—0 \ sin(x)x

> Limit ((x-sin(x))/(sin(x)*x),x = 0)=Limit (diff (x-sin(x),x)/diff
(sin(x) *x,x) ,x=0) ;

lim ( x —sin(x) ) =lim ( I = cos(x) ) (3.6)

x—0 \ sin(x)x cos(x)x +sin(x)

x—0

A kapott kifejezes is % alaku, alkalmazzuk ismet a L'Hospital szabalyt (Vizsgalja meg az olvaso,

| hogy a feltételek teljesiilnek!)
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> Limit(diff (x-sin(x) ,x)/diff (sin(x)*x,x),x=0)=Limit (diff (x-sin (x)
,x8$2) /diff (sin(x) *x,x$2) ,x=0) ;
lim ( 1 —cos(x) >=lim ( sin (x) ) (3.7)

x—0 \ cos(x)x + sin(x) x—0 \ —sin(x)x + 2 cos(x)

EA jobboldal szamlaloja 0-hoz, nevezdje 1-hez tart, midon az x 0-hoz tart, igy a keresett hatarertek:
> Limit(l/sin(x)-1/x,x=0)=1limit (diff (x-sin (x) ,x$2)/diff (sin(x) *x,

x$2) ,x=0) ;
. | 1\
p (sin(x) T x )_0 (3.8)

>
3.A1%,0° o« tipusi kifejezések a kovetkezoképpen vezethetdk vissza az alapesetre. Tegyiik fol,
hogy a sz0bajovo x ertekekre 0 < f(x). Ekkor

Fx)E®) = (nUENFEO_ (@0 ¢)

A kitevo hatarertekeét kiszamitva, az eredeti hatarertek is adodik.
Példa
Szamitsuk ki a
lim xSin(x)
x—0 +
hatarérteket!
Megoldas
Alakitsuk at a figgvenyt az el6zokben leirtak szerint:
sin(x) _ _(sin(x)In(x))
X =e ,
igy
lim W= iy @@
x—0 + x—0 +
Szamitsuk ki a kitevo hatarerteket:

: . o In(x) )_
XE%1+ (sin(x) In(x)) xggl+ T
sin(x)
lim S S lim —M =
o0+ cos(x) x—0 + x cos(x)
sin (x)*
i _ 25sin(x) cos(x) ):g i
x—0 + cos(x) —xsin(x) 1
Ezért:
lim P = jiy eGREREI_0_
x—0 + x—0+
Kerdések, feladatok

Ellenorzo kérdesek

1. Milyen alaku hatarcrtekek kiszamitasara alkalmazhato -kozvetleniil - a L'Hospital-szabaly?
2. Milyen feltételei vannak a szabaly alkalmazasanak?
3. Milyen alaku hatarértékek szamithatok ki atalakitas utan?



4. Hogyan vezethetok vissza az 1, 0°, o° tipusu kifejezesek az alapesetre?

5. Mi a teendd, ha ismét % vagy % alakra jutunk?
V Gyakorlé feladatok

Szamitsuk ki a kovetkezo hatarertekeket a L'Hospital-szaballyal! Minden esetben ellendrizzik a
feltctelek teljestiléset!

l.lim(ex_l); 2.lim<w>; 3. lim (’M) 4,

x—0 \sin(x) x—0 X x—0 x3
etan(x) _ ex
i (205,
x—0 \tan(x) —x
. 2 (=x)) . . X 1 ) . In(x) : ,

5. lim (x e ) ; 6. 1im - ;7. lim ( n termeszetes szam); 8.

x—> 0 x—1 \x—1 In(x) x— 0 X"

1

lim x(x—l )

L ox—1



