A fiiggvények novekedése, az algoritmus ido-komplexitasa

-] Bevezetés

Tegyiik fel, hogy egy szamitogépes program n szamu egészbdl allo listat novekvo listava rendez.
A program gyakorlati hatékonysaganak megitélése szempontjabol 1ényeges, hogy mennyi id6
alatt végzi el a szamitogép ezt a feladatot. Tegyiik fol, hogy egy analizis az mutatja, hogy a
rendezésre forditand6 1d6 n szamu -bizonyos nagysagot meg nem halado- egész szam esetén
kevesebb mint f( 7 ) mikrosec ( a masodperc milliomod része), ahol

f(n) =100 n log(n)+ 25 n + 9. Ha a program hatékonysagat elemezni akarjuk, akkor tisztadban
kell lenniink azzal, hogy milyen gyorsan nd az n ndovekedésével dsszevetve az f fliggvény. A
kovetkezOkben a fiiggvény novekedésének becslésére mutatunk be néhany fontos

| modszert.Jeloléseket vezetiink be a fliggvények novekedési mértékének analizalasara.

=| A nagy O-szimbélum (Landau-szimb6lum)

Definicié: Legyen f és g N->R vagy R->R. Azt mondjuk,hogy f(x) O(g(x)), ha Iéteznek olyan
C ¢és k allandok, amelyekre

| f(x)| < | g(x)

2

ha k< x.

1. Példa: Mutassuk meg, hogy f(x) = X +2x+1 O(x2 ).
Megoldas: Azt kell megmutatnunk, hogy minden elég nagy x-re:
x2+2x+1|SCx2
Mivel 1 < x esetén:
0<xX+2x+16s X +2x+1<x>+2x° +x°
FH2x+1 <4x2,ha 1<x.
fgy C=4ill. k= 1 megfelel. Szemléltessiik is mindezt:

[ > restart:

[ > with(plots):

[ > abral:=plot (x*2+2*x+1,x=0..1,color=black, thickness=1):

[ > abra2:=plot (x*2+2*x+1,x=1..2,color=red, thickness=3):

> abra3:=plot([4*x*2,x*2] ,x=0..2,color=[magenta,green],b thicknes
s=2) :

> display({abral,abra2,abra3},view=[0..2,0..6],scaling=unconstr
ained, title="Az x*2+2*x+1 figgvény O(x"2) ") ;




Az x*2+2*x+1 fuggvény O(x"2)

>

| Megforditva is igaz. Az X< +2x+1 (0 < x) miatt C=1 valasztassal a g(x) = X’
fiiggvényrex” O(x> +2x+1).

Tehat

az el6zo6 két fiiggvényre f(x) O(g(x)) és g(x) O(f(x)) teljesiil egyidejiileg. Ekkor azt
mondjuk, hogy az f és a g azonos rendii.

2. Példa: Mutassuk meg, hogy 7 X O(x3 ).

Megoldas: A 7 X <x egyenlétlenség minden 7 -nél nagyobb x értékre fennall. Igy C=1 és

k=7 valasztéassal belattuk, hogy 7 XX O(x)

3. Példa: A 2. Példaban belattuk, hogy 7 x> O(x). Igaz-e, hogy X O(7x%)?
Megoldas: Az a kérdés, hogy van-e olyan C és k allando, amelyek mellettx’ < C 7 x°.
ha k < x. Az el6z0 egyenl6tlenség egyenértékli azx < 7 C egyenldtlenséggel. Ez pedig azt

jelenti, hogy nem létezik megfeleld C, mert x tetszOleges nagy lehet. Tehétx* nem o(7 X ).




A polinomok gyakran hasznélhatok kiilonboz6 fiiggvények novekedésének becslésére.

A kovetkez0 tétel segitséget nyujt ahhoz, hogy ne kelljen minden egyes esetben a szobanforgd
polinom ndévekedését vizsgalnunk.

A tétel allitdsanak 1ényege: a polinom novekedését legmagasabb fokl tagja hatdrozza meg.

n—1
1.Tétel: Legyenf(x)=a, x"+a, , e+ a, x + a,, ahol ay, a,, . . . ,a, valds szamok.
Ekkor f(x) O(x").
Bizonyitas: A haromszog egyenlétlenséget felhasznalva, ha 1 < x:

n

|f(x)|= Zaixi <=Z|ai|xi
i=0

i=0

" an71| 4 a
=X (an+ X Tt x(n—l) ;)
<=x' [Z|ai ]’
i=0
tehat
| f(x)|< C ",
ahol C=)|a|. Ezért f(x) O(x").

i=0
A kovetkezd néhany példa kapcsan feltételezziik, hogy a szerepld fiiggvények értelmezési
tartomanya a pozitiv egészek halmaza.

4. Példa:Hogyan tudjuk a nagy O jel6lést az elsd n pozitiv egész dsszegének becslésére
felhasznalni?
Megoldas: Induljunk ki a kdvetkezd nyilvanvald egyenldtlenségbdl.

142+...4n<n+n+n+...+n=n".

EbbSl C =1 és k = 1 vélasztassal kovetkezik, hogy 1 +2 +...+n O(n?).

5. Példa: Adjunk nagy O becslést a faktorialis fliggvényre €s annak logaritmusara. Faktorialis
fliggvénynek nevezziik az f(n) = n! fiiggvényt, alol
n!=1%2* . *n
minden pozitiv egészre és 0!=1.
Pl.: I'=1, 2!=1(2)=2, 3!1=1(2)(3)=6, 4!=1(2)(3)(4)=24.
Megjegyezziik, hogy a fiiggvény rendkiviil gyorsan novekszik, pl.:
> "20!=20!;
20! =2432902008176640000
>
Megoldas: Konnyen kaphatunk nagy O becslést azn! -ra, ha meggondoljuk, hogy a szorzat
egyik tényezdje sem nagyobb n-nél. Innen.
n'=1(2)3)...n<nnn...n=n"

Az egyenltlenség mutatja, hogy n! O(n"). Az n!-ra folirt egyenl6tlenség mindkét oldaldnak



logaritmusat véve kapjuk:
In(n!)<In(n")=nln(n)
Ez pedig azt jelenti, hogy
In(n!) O(nln(n))
6. Példa: Mutassuk meg, hogy n* O(e") (k pozitiv egész )

Megoldas: Megmutatjuk, hogy n<e" teljesiil minden 1 < n esetén.

Az nf<e egyenldtlenség egyenértékii a mindkét oldal logaritmusanak vételével adodo:
kln(n)<n
egyenldtlenséggel. Ebbdl rendezéssel kapjuk a vele egyenértékii egyenldtlenséget:

<
In(n)
Megmutatjuk, hogy In(n) < «/; minden 1 < n esetén, ami egyenértékii az eldbbi €s az eredeti

egyenldtlenséggel. Masként irva 0 < «/7 —In(n) igazoland6 ,ha 1 <n
Bizonyitjuk, hogy a fliggvény minimuma pozitiv.
[ > f:=x->sqrt(x)-1n(x);

L f:=x—>«/7—ln(x)
| Képezziik a fliggvény derivaltjat:
"> Diff (£ (x),x)=D(£f) (x) ;

d 1 1
- (yx ~In(x)) = i

t Hozuk a derivaltat kozos nevezore:
[ > Diff (£ (x),x)=normal (D(£f) (x));

x=2
—([-m(x))— i

(3/2)
| A derivalt zérushelye a lehetséges szélséértékhely:
[ > zh:=solve (D(£f) (x),x);

| zh =4
| A masodik derivalt értéke ezen a helyen:
| > '(DQR2) (f) (zh) '=(DRR2) (£f) (zh) ;

(D )(h) =~
32

' A mésodik derivalt az x, = 4 helyen pozitiv, tehat itt a fliggvénynek minimuma van. Ennek
értéke

> evalf (f(zh));
0.613705639
> plot([£(x) ,D(f) (x)] ,x=1..8,color=[blue,red], thickness=2,title
="f=kék, £f ' =piros’);




f=kék, ' =piros
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>
Ezzel igazoltuk, hogy n* O(e") . Ez masként fogalmazva azt jelenti, hogy az e" pozitiv x-ekre

| gyorsabban n6 barmely hatvanyfiiggvénynél.

| > plot([exp(x),x,x*2,x*3,x"4] ,x=3..10,color=[blue,red,green,mag

enta,navy], thickness=[2,1,1,1,1]);
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Fiiggvények kombinacidinak novekedése

Sok esetben azalgoritmusok két vagy tobb részalgoritmusbol épiilnek f6l. Ilyenkor a
szamitdgép altal a problémamegoldashoz f6lhasznalt Iépésszam az egyes részalgoritmusok
1épésszamainak Osszege. Tehat csak ugy tudunk nagy O becslést adni az
algoritmuslépésszamara, ha ilyen becslést adunk a részalgoritmusokra, majd kombinaljuk
ezeket.

Leggyakrabban fliggvények Osszegének ¢és szorzatanak becslésére van sziikség.

2.Tétel: Tegylik fol, hogy f,(x) O(g,(x)) és f,(x) O(g,(x)). Ekkor (f; + g,) (X)
O(max(g,(x), g,(x))).

Kovetkezmény: Tegyiik f0l, hogy f,(x) és g,(x) O(g(x)). Akkor (f;+/,) (x) O(g(x)).
3. Tétel: Tegylik f6l, hogy f,(x) O(g,(x))és f(x) O(gy(x)). Ekkor (f, £, )(x)

O(g1(x) &,(x))

7. Példa: Adjunk nagy O becslést azf(n) =3 nIn(n!) + (n*+3) In(n) figgvényre, ahol n
pozitiv egész.

Megoldas: El6szor a 3 n In(n!) szorzatot becsiiljiikk. Az 5. Példabol tudjuk, hogy In(n!)
O(n In(n)) .Felhasznalva ezt és azt a tényt, hogy 3 n O(n) az el6z06 tételt alkalmazva adodik,
hogy 3 n In(n!) O(n*In(n))

Ezutan az (n” + 3) In(n) kifejezést becsiiljiik. Mivel n” + 3 <2 n>, ha2 <n, n* +3 O(n’)..
Megint csak az el6z0 tételt alkalmazva (n2 +3)In(n) O( n* In(n)). A 2. Tételt alkalmazva
adodik, hogy f(n) =3 nlIn(n!)+n’In(n) O(n*In(n)).

Ahogy mar emlitettiik, a nagy O jelolést gyakran algoritmusok, eljardsok 1épésszamanak

becslésére hasznaljuk. A becslések soran gyakran hasznalt fiiggvények a kdvetkezok:

1, In(n), n, nln(n), n, 2" nl

A sorban egymast kovetd fliggvények rendre gyorsabban ndnek a megeldzénél. Ez masként

fogalmazva azt is jelenti, hogy barmelyiket a rakdvetkezdvel osztva a kapott hdnyados oo-ben
vett hatarértéke 0.

B

=] A nagy Q szimbélum

Definicio: Legyen f és g N->R vagy R->R. Azt mondjuk,hogy f(x) Q(g(x)), ha léteznek olyan
C és k allandok, amelyekre

C| g(x)] <] fx)

2

ha k < x.
Példa: Az f(x)=8x+5x"+7 Q(g(x)), ahol g(x) = x’. Ez kdnnyen lathato, hiszen
8x° <8x’+5x*+7=1(x) minden pozitiv x értékre. Ez egyenértékii azzal, hogy

_ g(x)=x"O(8x +5x* +7), ami kzvetleniil lathato.

A nagy 0 szimbo6lum

Gyakran sziikség van arra, hogy a fliggvény ndvekedésének rendjét olyan viszonylag egyszerii

referencia-fiiggvényekkel ( referencia = tijékoztatas ) Osszehasonlitva mérjiik, mint azx” (n



pozitiv egész) vagy ¢' , ahol 1 < c. A fiiggvény novekedése rendjének meghatarozasa
megkivanja, hogy a fliggvény méretére also- €s felsd korlatot is adjunk. Ez azt jelenti, hogy az
adott f(x) fliggvényhez olyan g(x) referencia-fliggvényt kerestink, hogy f(x) O(g(x)) és

f(x) Q(g(x)) is teljestiljon.

Definicio: Legyen f és g N->R vagy R->R. Akkor mondjuk, hogyf(x) ®(g(x)), ha
f(x) O(g(x)) és f(x) Q(g(x)) egyidejiileg. Ekkor azt mondjuk, hogy f nagy-Thétag(x), vagy
masképpen szolva f(x) g(x) rendd.

A definiciobol kovetkezik, hogy ha f(x) O(g(x)), akkor g(x) O(f(x)) is teljesiil. Altalaban a
nagy Théta szimbolum O(g(x)) alaka hasznalata soran a g(x) viszonylag egyszerii

referencia-fliggvény, mint pl.: x”", ¢*, log(x) és igy tovabb, és az f(x) pedig viszonylag
Osszetettebb fliggvény.

8. Példa:
A 4. Példaban lattuk, hogy az elsd n pozitiv egész dsszege O( nz). Igaz-e, hogy ennek az

Osszegnek a rendje n* 9
Megoldas:

Legyenf(n)=1+2+...+ n. Mivel mar belattuk, hogy f(n) O( n* ), azt kell még
megmutatnunk, hogy 1étezik olyan pozitiv C allsndd, amelyre elegendéen nagy n esetén

C n* < f(n) teljesiil. Az dsszegre also becslést keresvén a tagok elsé felét elhagyhatjuk. A

n
ceil(;j (ceil=egész rész) -nél nem kisebb tagokat dsszegezve:

n n
1+2+...+n>=ceil(;)+ceil(;}+1+...+n

. n . n . n
>=ce11(—j + cell(—j +...+ cell(—J
2 2 2
. n . n
={n-ceilll —|+1 |cell —
2 2

Ez azt jelenti, hogy f(n) Q(n®). Igytehat f(n) rendje n’, szimbolumokkal: f(n) ©(n*).

A 4. és az el6z0 példa alapjan lathatjuk, hogy az f(x) ©(g(x)) Ggy mutathaté meg, hogy
kerestink olyan C, és C, pozitiv valos szamokat és pozitiv valos k szdmot, amelyekre

¢l e =lfx)| <= ¢, g(x)
ha k£ < x. Ez ugyanis egyenértékil azzal, hogy f(x) O(g(x)) és f(x) Q(g(x)).
9. Példa:

Mutassuk meg, hogy 3 X’ +8x In(x) @(xz)

Megoldas: Mivel 0<=8 x In(x) <8 x5, 3 +8x In(x)< 11 x> minden 1 < x esetén.

2



Kovetkezésképpen 3 x> + 8 x In(x) O(x%). Vilagos, hogy x> O(3 x> + 8 x In(x)). Ezért
3x"+8xIn(x) OLD).
A polinomok rendjének meghatarozéasat egyszeriivé teszi az a tény, hogy a polinom rendjét

legmagasabb foku tagja hatdrozza meg. Példaul az f(x) =4 CH+3x+2x+1 polinom x° rendii.
Altalanosan igaz a kovetkez6 tétel:

, (n=1) . , ,
Tétel: Legyenf(x)=a, x"+a, | x +...+a,x+a,aholazay, ay, . .., a, valos szamok és

a, # 0. Ekkor f(x) x" rendii.

10. Példa:

A3 +12x +24x° +13,x"7 =23 5 + 4 x + 2, —x”° + 4001 *® + 1002 x rendre x°, x'7, x*°
rendd.

Az algoritmus fogalma

Matematikai problémak megoldéasa gyakran jol meghatarozott 1épéssorozat megvalositasat
jelenti. Az ilyen 1épéssorozatokat algoritmusnak nevezzik.

Kicsit pontosabban az algoritmus miiveletek olyan egyértelmi sorozata, amelynek végrehajtasa
véges 1d0 alatt befejezddik és mindig szolgaltat eredményt.

Elemezziik ideiglenes meghatarozasunkat egy konkrét példa kapcsan!

Tegyiik fol, hogy egy édesanya serdiild lanyanak a kovetkezOképpen irja le az almaspite
készitésének 1épéseit

1. Készits tésztat;

2. Készitsd el a tolteléket;

3. Toltsd meg a toltelékkel a tésztat;

4. Siisd kozepes ttiznél 30 percig.

Nagyon valo6szinli, hogy ennek alapjan a siitemény nem késziil el! Az édesanya szamadra ezek az
utasitasok egyértelmiiek, nem kell részletezni azokat, a ldny szamara azonban nyilvan tovabbi
részletek lennének sziikségesek. Célszerii bevezetniink az tigynevezett primitiv (eredeti) miivelet
fogalmat.

Definicio

Azt a legbonyolultabb és legdsszetettebb miiveletet, amelyet a végrehajtd (gép vagy ember)
kozvetleniil megért és végrehajt anélkiil, hogy alapvetdbb dsszetevdire kéne bontani primitiv
miiveletnek nevezziik.

Ezek utan pontosabban is leirhatjuk az algoritmus fogalmat:

Definicio:

Az algoritmus miiveletek olyan egyértelmii sorozata, amelynek végrehajtasa véges id6 alatt
befejezddik és mindig szolgaltat eredményt. Ez részletezve a kdvetkezdket jelenti:

1. Minden miivelethez egyértelmiien definialt a rakdvetkezé miivelet;

2. Van eleje és vége;

3. Véges szamu Iépés utan mindig végetér;

4. Primitivekbdl (primitiv miiveletekbdl) épiil fol.

Példa

Készitsiink algoritmust, amely meghatdrozza véges szamu egész szadm legnagyobbikat!



Megoldas

Az algoritmust a kovetkezd primitivekkel adhatjuk meg:

1. Tekintsiik ideiglenes maximalis elemnek a sorozat elsé elemét.

2. Hasonlitsuk 0ssze a a sorozat kovetkezo elemét az ideiglenes maximummal és ha ez az elem
nagyobb, akkor legyen ez az ) maximum.

3. Ismételjiik az el6z6 1épést mindaddig, amig van elem a sorozatban.

4. Alljunk meg, ha mar nincs tobb eleme a sorozatnak. Az ekkor ad6dé ideiglenes maximum a
sorozat legnagyobb eleme.

A fenti algoritmust természetesen szamitogépel szeretnénk megvaldsitani. Ekkor azonban csak
olyan utasitasokat hasznalhatunk, amely az adott szamitogépes nyelvben megengedett. Célszerti
ezért el6bb egy atmeneti, gép- és nyelvfiiggetlen kodot alkalmaznunk, amely atmenetet képez az
algoritmus angol nyelvii leirasa és a programnyelvi kodja kozott. Az ilyen kodot pszeudokédnak
nevezzik.

Az algoritmus pszeudokoddja lehet az alabbi:

procedure max(a[1],a[2];, . .a[n];:integers)
max:=a[l];
for ;=2 ton
if max< a[i] then max:= a[i];

{max a legnagyobb elem}

[ > “type/egeszek’ :=list(integer) ;

type/egeszek = list(integer)
> Ll:=[1,Pi,4];L2:=[1,2,3];

LlI=[1,m4]
L L2:=]1,2,3]
> type(Ll,egeszek) ;
type (L2, egeszek) ;
false
true

> maxelem:=proc (L: :egeszek)
local maxi,i:# A maxi és az i lokalis valtozdk
maxi:=L[1]:
for i from 2 to nops (L) do
if maxi<L[i] then maxi:=L[i] fi
od:
maxi;
end:

:> K:=[seqg(rand() mod 1000,i=1..20)];
K :=1[534,415, 465, 459, 869, 442, 840, 180, 450, 265, 23, 946, 657, 3, 29, 922, 199, 973,
344, 802 ]




[ > maxelem(K) ;

973
| Az eljarast teljesebbé tehetjiik azzal, hogy megjegyezziik a maximalis elem indexét is.
| > maxeleml:=proc(L: :egeszek)
local maxi,i,maxind:# A maxi és az i lokalis valtozdk
maxi:=L[1]:
maxind:=1:
for i from 2 to nops (L) do
if maxi<L[i] then
maxi:=L[i] :maxind:=i:
fi
od:
lprint (A lista maximalis eleme ,maxi,  és ez
lista’ ,maxind, "-dik eleme’);
end;

maxeleml = proc(L::egeszek)

local maxi, i, maxind,

maxi =L[1];
maxind = 1;
for i from 2 to nops(L) do if maxi < L[i] then maxi := L[ i]; maxind := i end if
end do;
Iprint( ‘A lista maximalis eleme’, maxi, " és ez lista’, maxind, -dik eleme ")

| end proc

> maxeleml (K) ;
L A lista maximalis eleme’, 973, °~ és ez lista , 18, "-dik eleme’
[ >

=/ Keresési algoritmusok

Sok esetben meriil fel a kovetkezo probléma: Adott egy rendezett lista, s meg kell keresni, hogy
egy bizonyos elemet tartalmaz-e a lista ,€s ha igen, hanyadik helyen. Az ilyen tipusu problémakat
keresési problémanak nevezziik. Két keres6 algoritmust vizsgalunk az aldbbiakban.

=] Linearis keresés

Alljon a lista az a,, a,, ..., a,clemekbdl. Azt keressiik, hogy az x elem el6fordul-¢ a
listaban, s ha igen, akkor hanyadik helyen. A lineéaris, vagy szekvencialis keresés esetén a
kovetkezOképpen jarunk el:

Osszehasonlitjuk az x-et és az a,-et. Ha x = a,, akkor a megoldés az a, pozicidja, vagyis 1.
Ha x # a,, akkor sszehasonlitjuk az x-et az a,-vel. Ha x = a,, akkor a megoldas az a, helye,
vagyis 2. Hax # a,, akkor 0sszehasonlitjuk az x-et az a;-mal. Az eljarast addig folytatjuk,
mig

meg nem taldljuk a listdban az x-et, vagy a lista végére nem ¢ériink, anélkiil, hogy

megtalalnank.
Az els esetben az x-szel megegyezd elem helye, a méasodik esetben 0 a megoldas.




a ) A linearis keresés pszeudokddja:

eljaras linearis keresés (x: egész, a,, a,, . . . ,a,: kilonbozd egészek)

i=1
AMIG (i<nésx#a,) FENNALL

ISMETELD

i=i+1

CIKLUSVEG
HA i<n AKKOR hely =i
EGYEBKENT hely =0
{ A hely az x-szel egyenl6 elem indexe, vagy 0, ha az x-et nem taléltuk a listaban }

b ) A linearis keresés pszeudokddja alapjan megirhatjuk a Maple-eljarast.
Mindenekeldtt definialjuk az egészekbdl allo lista tipusat!
[ > “type/egeszek’ :=list(integer) ;
type/egeszek = list(integer)
> Ll:=[1,Pi,4];L2:=[1,2,3];

Ll=[1,m4]
| L2:=11,2,3]
| > type (L1l,egeszek) ;

L false
| > type (L2,egeszek) ;
frue

A Maple-eljaras az algoritmus primitivek Malpe-szintaktika szerinti angolra forditasa és a
megfeleld tipust formalis paraméterek, valamint a lokalis valtozok felvétele csupan:

> lineark:=proc(x::integer,L: :egeszek)
> local i,hely:

> i:=1:

> while (i<=nops (L) and x<>L[i]) do

> i:=i+l

> od:

> if i<=nops (L) then hely:=i else

> hely:=0 fi:

> hely;

> end:

A kovetkezd Osszetett utasitas a véletlenszertien valasztott, modulo 200 redukalt ,egészek
100 elemi halmazabol készitett lista:
> K:=sort (convert({seq(rand() mod 200,i=1..100)},1list));

K:=[3,5,8,11, 15, 18, 19, 26, 28, 34, 35, 38, 42, 43, 47, 48, 49, 50, 52, 57, 58, 60,
64, 65, 67,70, 72,73, 77, 79, 83, 88, 89, 96, 97, 100, 110, 115, 116, 117, 119, 120,
122, 128, 129, 134, 135, 137, 138, 140, 143, 146, 147, 148, 152, 156, 159, 162, 166,
169, 170, 172, 174, 176, 178, 179, 182, 183, 184, 188, 191, 192, 193, 194, 195, 196,
198 ]




| Legyen az x is véletlenszeriien valasztott, mod 200 redukalt, egész:

[ > x:=rand () mod 200;
L x =188
> a:=time () :
> lineark (x,K) ;
> b:=time () -a;
70
b:=0.

>

B Binaris keresés

A bindris keresés algoritmusa akkor alkalmazhato, ha a lista ( ndvekvoéleg ) rendezhetd. (PL.:
a tagok valos szamok, szavak, amelyek nyilvan alfabetikusan rendezhetdk stb.)

Az elhelyezendd x elemet a lista kozEépso elemével (ha a lista paros elemszamt, akkor az
elsé felének utolso elemével ) hasonlitjuk 6ssze. Ezutan a listat két részlistara bontjuk. Ha az
x nem nagyobb a "k6zépsd" elemnél, akkor az elsé részlistaban folytatjuk a keresést,
egyébként a masodikban. A keresés minden egyes 1épésnél 1ényegében felezddo részlistaban
folytatodik, igy a linearis keresésnél hatékonyabb. A hatékonysag kérdését késébb
részletesen is megvizsgaljuk majd.

a ) Az eljaras pszeudokodja:

eljaras binaris keresés (x: egész, a,, a,, . . . ,a,: kilonbozd egészek)
i =1 {1akeresés intervalluménak baloldali végpontja}
j =n {jakeresés intervallumanak jobboldali végpontja}

AMIG i <j FENNALL

ISMETELD
KEZDET
i+J
m := floor 5 { floor = "egész része" }

HA a, <x AKKOR i:=m+1
EGYEBKENT j:=m
VEGE
HA x=a, AKKOR hely :=i
EGYEBKENT #hely =0
{ A hely az x-szel egyenl6 elem indexe, vagy 0, ha az x-et nem talaltuk a listaban }

| b) A Maple-eljaras:

- > binark:=proc(x::integer, L: :egeszek)
> local i,j,m,hely,Ll:

i:=1:

j:=nops (L) :

Ll:=sort(L):

while i<j do
m:=floor ((i+j)/2):
if x>L1[m] then i:=m+l

VVVVVYV



> else j:=m

> fi

> od:

> if x=L1[i] then hely:=i

> else

> hely:=0

> fi

> end:

> x:=rand () mod 1500;#A keresett elem eld8allitésa

x:=82
> K:=sort (convert ({seq(rand() mod 1500,i=1..1000)},1list)) ; #
Az elemek listajanak generalasa

K:=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 14, 16, 23, 26, 29, 30, 32, 35, 37, 40, 43, 44, 46,
48,49, 51, 56, 57, 59, 65, 68, 70, 72, 75, 79, 80, 83, 84, 87, 88, 89, 92, 93, 94, 97, 99,
100, 102, 104, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 115, 116, 117, 119, 120, 121, 122,
124, 125, 126, 127, 128, 129, 130, 132, 134, 136, 137, 138, 139, 141, 142, 147, 148,
152,154, 158, 160, 162, 164, 171, 173, 174, 175, 178, 179, 181, 191, 195, 196, 201,
203, 208, 209, 212, 213, 215, 220, 222, 223, 229, 230, 231, 234, 236, 237, 238, 239,
245, 246, 248, 249, 255, 256, 257, 258, 259, 264, 265, 266, 267, 271, 273, 274, 275,
276,279, 281, 283, 284, 287, 288, 290, 291, 292, 293, 297, 298, 299, 300, 301, 306,
307, 308, 309, 311, 312, 314, 315, 316, 317, 318, 320, 321, 323, 325, 330, 334, 337,
340, 342, 343, 346, 348, 349, 350, 353, 354, 360, 364, 369, 371, 372,373, 375, 376,
377,379, 380, 384, 386, 389, 391, 394, 395, 399, 401, 405, 406, 407, 408, 409, 411,
412,417, 418,419, 420, 421, 423, 426,427, 428, 429, 431, 434, 436, 438, 439, 442,
443, 446, 447, 449, 450, 451, 453, 454, 455, 456, 459, 460, 462, 463, 467, 468, 469,
470, 475, 476,477, 480, 481, 482, 485, 486, 487, 488, 490, 492, 493, 495, 496, 497,
498, 499, 501, 503, 504, 505, 507, 508, 509, 512, 513, 517, 520, 523, 525, 526, 528,
529, 530, 534, 535, 541, 543, 544, 545, 550, 553, 554, 557, 558, 560, 563, 565, 567,
574,575, 576, 577, 582, 586, 589, 590, 591, 592, 595, 596, 597, 598, 599, 601, 603,
604, 607, 612, 614, 616, 617, 618, 619, 623, 625, 626, 627, 629, 630, 632, 635, 636,
638, 642, 643, 644, 645, 647, 648, 649, 654, 655, 656, 660, 661, 663, 664, 665, 660,
668, 671, 672, 674, 679, 680, 681, 683, 684, 685, 686, 690, 691, 697, 698, 702, 703,
704, 705, 710, 712, 713, 714, 715, 716, 717, 721, 723, 724, 725, 726, 728, 730, 731,
737,740, 743, 744, 747, 748, 749, 754, 757, 762, 763, 764, 765, 768, 769, 770, 771,
777,779, 780, 781, 782, 784, 785, 786, 788, 789, 790, 794, 795, 796, 797, 798, 799,
801, 803, 804, 806, 807, 809, 810, 811, 817, 822, 825, 826, 827, 830, 836, 837, 838,
839, 840, 841, 843, 844, 845, 846, 847, 848, 849, 851, 852, 853, 856, 858, 861, 862,
863, 864, 865, 866, 868, 869, 871, 872, 873, 875, 876, 877, 882, 887, 890, 896, 901,
904, 906, 907, 910, 912,913, 916, 917, 919, 920, 923, 925, 926, 931, 932, 933, 934,
935, 938, 939, 940, 941, 944, 945, 946, 951, 955, 956, 959, 964, 966, 967, 969, 970,



971, 973, 976, 981, 982, 983, 984, 986, 988, 991, 993, 995, 998, 1001, 1002, 1004,

1007, 1008, 1009, 1013, 1015, 1017, 1019, 1023, 1028, 1030, 1031, 1033, 1034, 1035,
1038, 1040, 1042, 1043, 1045, 1047, 1050, 1051, 1052, 1053, 1054, 1056, 1062, 1063,
1067, 1069, 1074, 1076, 1077, 1078, 1079, 1081, 1083, 1085, 1086, 1091, 1093, 1095,
1097, 1098, 1099, 1100, 1103, 1108, 1109, 1115, 1119, 1122, 1124, 1126, 1130, 1131,
1132, 1136, 1137, 1141, 1142, 1143, 1148, 1149, 1153, 1154, 1156, 1161, 1164, 1165,
1166, 1170, 1172, 1173, 1174, 1179, 1180, 1184, 1185, 1187, 1188, 1189, 1193, 1194,
1196, 1197, 1198, 1200, 1204, 1205, 1206, 1207, 1211, 1212, 1214, 1216, 1217, 1218,
1221, 1222, 1223, 1226, 1227, 1230, 1233, 1234, 1235, 1236, 1244, 1245, 1246, 1247,
1249, 1253, 1254, 1256, 1257, 1262, 1267, 1268, 1276, 1281, 1282, 1283, 1284, 1285,
1286, 1289, 1290, 1295, 1296, 1299, 1302, 1303, 1309, 1312, 1314, 1315, 1318, 1321,
1323, 1324, 1325, 1328, 1329, 1330, 1339, 1341, 1342, 1343, 1345, 1346, 1347, 1350,
1352, 1353, 1355, 1356, 1357, 1360, 1362, 1364, 1365, 1366, 1370, 1372, 1375, 1376,
1378, 1384, 1387, 1388, 1389, 1391, 1396, 1398, 1400, 1402, 1403, 1404, 1406, 1408,
1409, 1412, 1414, 1416, 1419, 1420, 1421, 1422, 1423, 1424, 1425, 1428, 1429, 1432,
1435, 1439, 1441, 1442, 1445, 1447, 1452, 1455, 1457, 1459, 1461, 1463, 1466, 1470,

L 1471, 1472, 1473, 1474, 1477, 1478, 1480, 1482, 1484, 1487, 1497, 1498 ]
> binark (x,K) ;

= Idé-komplexitas

Az algoritmusok 0sszetettségét, hatékonysagat vizsgalhatjuk a sziikséges memoria-kapacités
vagy a végrehajtashoz szilikséges bit-miiveletek szama alapjan. Bizonyos bit-miivelet
végrahajtasahoz természetesen adott szamitdgép esetén adott iddintervallum rendelhetd. Ilyen
értelemben beszélhetiink az algoritmus ido-komplexitasarol. Mivel azonban ez gépfiiggd, a
tovabbiakban a végrehajtando operaciok szamaval mérjiik az algoritmusok idé-komplexitasat.
Példa: Hasonlitsuk el6szor Ossze a linedris- €s a binaris keresés algoritmusat a futasi 1d6 (CPU-
1d6 )alapjan:
| > K:=sort (convert ({seq(rand() mod 20000,i=1..10000)},1list)) :# A

véletlenszerden valasztott lista
> a:=time () :# A start ideje
> binark (6793 ,K) ;
> "CPU-idé " :=time()-a; # A befejezés iddépontjabdél kivonva a

start idét, adédik a végrehajtas CPU-idé

2708
CPU-idé == 0.015

c:=time () :
lineark (6793,K) ;
b:=time () -c;
2708




L b:=0.

| Hivjuk meg egymas utan tobbszor mindkét eljarast adjuk ossze a felhasznalt CPU-id6ket, majd
szamitsuk ki a kapott 6sszes idok hanyadosat!

linido:=0: binido:=0: szam:=30:#a keresések szama

for i to szam do

x:=rand () mod 40000:

K:=sort (convert({seq(rand() mod 40000,i=1..20000)},1list)):
a:=time () :

binark (x,K) :

b:=time () -a;

binido:=binido+b:

c:=time () :

lineark (x,K) ;

d:=time () -c;

linido:=linido+d:

od:

idoarany:=binido/linido;

idoarany = 0.1023255814

VVVVVVVVVVVVVYV

>

A vizsgalat azt latszik igazolni, hogy - a varakozasnak megfelelden -a binaris keresés kevesebb
1d6t igényel.

Vizsgaljuk most meg észletesen a kétféle keresési algoritmus idé-komplexitasat!

1. Linearis keresés: Az id6-komplexitds mérésének mértékéiil az elvégzendd
Osszehasonlitasok szamat valaszthatjuk. A ciklus-utasitas minden egyes végrehajtasakor két
Osszehasonlitast végziink: egyet annak vizsgalatara, hogy a lista végére értiink-e mar egyet
pedig az x-nek a

lista illetékes elemével vald 6sszehasonlitasara. Végiil még egy 0sszehasonlitas torténik a
cikluson kiviil. Kovetkezésképp, ha x = a,, akkor 2 i + 1 dsszehasonlitas torténik. A legtobb
Osszehasonlitast akkor végezziik, ha az x nem eleme a listanak.Ekkor 2 n 6sszehasonlitast
végziink annak megallapitasara, hogy x nem egyenlda-vel,1=1,2, ... n-re. Egy
Osszehasonlitas torténik a ciklusbol valo kilépéskor, egy pedig a cikluson kiviil. Tehat az O
(ordo) szimbolummal leirva a linedris keresés legfoljebb O(n) dsszehasonlitast igényel.

Az elvégzett komplexitas-analizist legrosszabb-eset analizisnek mondjuk. Azt vizsgaltuk,
hogy rogzitett input-méret mellett legfoljebb hany operaciot kell végrehajtani. Tehat a
legrosszabb-eset analizis azt mutatja meg, hogy az adott algoritmus esetén hany 1épés
garantalja a megoldast.

2. Binaris keresés: Az egyszeriiség kedvéért tételezziik {61, hogy n = 2F listaclemiink van:
a, a,, . . ., a,, ahol k nem-negativ egész. Ekkor k = log,(n). ( Ha az n, az elemek szama, nem

k+1
2-hatvany, akkora listat egy hosszabb, 2( - elem lista részlistajaként tekinthetjiik, amelyre:

(k+1)
¥ <en<2 .

Az algoritmus minden egyes 1épésénél dsszehasonlitjuk az i-t és a j-t, tehat az elso és az




utolso elemet, megallapitando, hogy a redukalt lista tobb mint egy elemet tartalmaz-e. Hai <,
akkor mégegy 0szehasonlitast végziink minden egyes 1épésnél annak eldontésére, hogy az x
nagyobb-e, mint a redukalt lista k6zépso eleme.

, g A D 1 g (o
Az els6 1épés soran a keresést 2 elemre redukaljuk, s ennek soran két 6sszehasonlitast

.. e s .1 . cr 711 2e s ros .. (k=1)
tettiink. Az eljarast folytatjuk és minden redukcional két 6sszehasonlitast tesziink: a 2

I ‘s (k=2) . ; P e n 1
elemt listat két Osszehasonlitassal 2 elemiire csokkentjiik, mig utoljara a 2 elemi listat két
Osszehasonlitassal 1 elemiire csokkentjiik. Végiil az egy elemii listanal egy dsszehasonlitas
megmutatja, hogy nincs tobb elem és egy pedig azt , hogy a megmaradt elem egyenld-e az
x-szel.

Tehat 6sszesen 2 k + 2 =2 log,(n) + 2 dsszehasonlitas tortént a 2" elemii lista esetén.

k
( Ha az n nem 2-hatvany, akkor az eredeti listat kiegészitjiik 2( - elemtl listara, ahol
k = floor(log,(n)) és a keresés legfeljebb 2 floor(log,(7n)) + 2 Osszehasonlitast igényel.)

Kovetkezésképpen a binaris keresés legfoljebb O(log(n)) 6sszehasonlitast igényel. Tehat a
bindris keresés- a legrosszabb eseteket dsszehasonlitva - hatékonyabb, mint a linearis keresés.

Az egyes algoritmusok id6-komplexitdsanak leirdsara leggyakrabban hasznalt fliggvényeket és
a hasznalt terminologiat mutatja az aldbbi tablazat:

Komplexitas Terminologia
O(1) konstans komplexitas
O(In(n)) logaritmikus komplexitas
O(n) linearis komplexitas
O(nlIn(n)) n In(n) komplexitas
O( n’ ) polinomialis komplexitas

O(b"), ahol 1 < b exponencialis komplexitas
O(n!) faktorialis komplexitas

. . N =9 i e
Feltételezve, hogy a szamitogép minden egyes bit-miiveletre 10~ sec id6t hasznal {6l a
kiilonb6zo méretii €s idokomplexitast problémakat kivitelez6 algoritmus kivitelezésének

1d6igényét tartalmazza az alabbi tabazat. A * szimbolum 10'% ¢vnél nagyobb 1ddigényt jelol.

Az algoritmus kvitelezésdre a smdmitdgép dltal felhazznalt idd
& protléma moérete Felhasznlt bit- operdcidk
f1 logn f1 nlogn n? an !l
10 3x107s 107 3%107s 107's 10"s 3x107%
10° T=107s 1078 7=10"s 107s %105 & #
10? 10x10%; 10°% 12107z 107% * *
10* 1.3=10%s 10™s 1x10%s 107's * *
10° 1.7=10%s 107 2x107%s 10s 0 0
10° 2%107°s 107%s 2%107% 17min * *




=/ Példak, feladatok

1. Példa: Vizsgaljuk meg, hogy a kovetkezd fiiggvényekre teljestil-e, hogyf(x) O(x):
a)f(x)=10; b) f(x)=3x+7;
O f(x)=x"+x+1; d)f(x)=5In(x);

X
e ) f(x) = floor(x) ; f) f(x)= ceil(gj ( floor(x) : az x-nél nem nagyobb egészek

legnagyobbika ceil(x): az x-nél nem kisebb egészek legkisebbike )
Abrazoljuk a floor és a ceil fliggvényeket!
[ > restart:
| > pontok:=seq([i,i],i=-4..3):
> pont:=plot ([pontok] ,h color=blue,style=point, symbol=circle) :
> gorbe:=plot(floor(x) ,x=-4..4,color=blue, thickness=2,discont=t
rue) :
> plots[display] ({pont,gorbe},title="x-egész része, floor(x) ) ;
x-egész része floor(x)
4

pontok:=seq([i,i],i=-3..4):
pont:=plot([pontok],color=blue,style=point,symbol=circle) :
gorbe:=plot(ceil (x) ,x=-4..4,color=blue, thickness=2,discont=tr
ue) :

> plots[display] ({pont,gorbe},title="ceil (x) ') ;

vVVVYV




ceil(x)
4— _—
2— _—
S L T T
X
- -2
L _4,
C >
Megoldas:

a ) Igen, mert| 10 | < | x|, minden 10 < x esetén.

b) Igen, mert| 3x+7|£|4x|=4|x|minden7 < x esetén.

¢ ) Nem, ugyanis nem létezik olyan C allando, amely mellett| x* + x + 1 | <C | x| teljesiilne
minden elég nagy x esetén.

d ) Igen. Ez kovetkezik abbol, hogy In(x) < x teljesiil minden pozitiv x értékre.

e ) Igen, Ez kdvetkezik abbol, hogy floor(x) < x, s igy minden 0 < x esetén| floor(x) | < | X |

x) x
f) Igen. Ez kovetkezik abbdl a ténybdl, hogy ceil(;j < 5 + 1. Tehat

X
ceil(—J
2

2. Példa: Legyen f(x) = floor(x) ceil(x). Igazoljuk, hogy f(x) O(x2 ).

Megoldas: Abrazoljuk elészor - a tajékozodas kedvéért- az f fiiggvényt és az X fliggvényt

azonos koordinatarendszerben:

> plot([x*2,floor (x) *ceil (x)],x=-5..5,discont=true,color=[blue,
red], thickness=2) ;

< <= | x| minden 2 < x esetén.

X
—+1
2




251
20+
151

10

L X

| Az abra alapjan igenld valasz latszik valoszintinek. Valéban mivel ceil(x) <x + 1 és
floor(x) < x teljesiil minden x-re, ezért ha 0 < x, akkor floor(x) ceil(x) <x (x + 1)<=2 x%, ha
L 1<x

1. Feladat: Dontse el, hogy a kdvetkez6 fliggvények koziil melyik O(x2 ):

a)f(x)=17x+11; b) f(x) =x"+ 1000 ;
4

¢) f(x) =x In(x) ; d)f(x)zx;;

e)f(x)=2"; £) f(x) = ceil(x)’;

3. Példa: Mutassuk meg a definiciét folhasznalva, hogy ha 9 +4x+7 O(xY).
Megoldas: Az alacsonyabb foku tagokra felsé korlatot kell adnunk:

Ha 9 < x, akkor Ao +ax+7<t et et vt = Bért 19 4+ 7
O(x*).C=4¢ésk=9mellettui. x'+9x’ +4x+7<Cx*

Szemléltetve:

> plot ([x"4+9*x"3+4*x+7 ,4*x*4] ,x=0..4.5,color=[blue,red]) ;




1600 |
14ooé
1200%
1000%
sooé
eooé
400%

200

>

| Az 4bra alapjan gy latszik, hogy finomithatjuk a becslést, vagyis cs6kkenthetjiik pl. a k
értékét. Vizsgaljuk a g(x)=4x" = (x* +9x +4x+7)=3 x" = 9x’ — 4 x — 7 fiiggvényt,
tehat a két fiiggvény kiilonbségét!

[ > g:=x-> 3*x"4-9*x*3-4*x-7;

L g:=x—>3x4—9x3—4x—7
[ Abrazoljuk a fiiggvényt és derivaltjat azonos koordinatarendszerben:
| > plot([g(x),D(g) (x)],%x=0..5,color=[blue,red], thickness=[3,2]);




800+
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400

200+
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L X
| Az abra alapjan az sejthetd, hogy pl. k= 3.5 is megfelel. A kiilonbségfiiggvény szélséértékét

| is meghatarozhatjuk. A derivalt komplex gyokei:
[ > gyok:=[solve(D(g) (x),x)];

(1/3) (1/3)
(1017 +724/97) 27 3 (1017+724/97)
grok = 12 i s Ty 24
4 (1017 +724/97)
27 3
N (1/3)+Z
8 (1017 +724/97)
(1/3) (1/3)
1 [ (1017 +724/97) 27 (1017 +724/97)
I3 12 - (/3 24
4 (1017 +724/97)
27 3
- (1/3)+Z
8 (1017 +724/97)
(1/3)
1 (1017 +724/97) 27
_Elﬁ 12 - (1/3)
4 (1017 +724/97)

| Valasszuk ki a valés gyokoket:
| > valos:=select (type,gyok,realcons) ;

(1/3)
(1017 +724/97) 27 3
+

12 (1/3) T4
4(1017+724/97)

valos =

" Adjuk meg a gydk kozelits értéket:

[ > zh:=evalf (valos) ;

. zh :=[2.312341166]
| Rajzoljuk {6l a derivaltat pozitiv x-ekre:

> plot(D(g) (x) ,x=0..5);




800
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400
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>

| A kiilonbség-fiiggvénynek azh = 2.312341166 helyen minimuma van.
| Keresiik meg a kiilonbsé-fiiggvény zérushelyét:

| > zhg:=fsolve(g(x) ,x=3..5);

L zhg :=3.201233421

| Tehat a k =3.201233421 is megfelel.

| 2. Feladat: A definiciot felhasznlva mutassa meg, hogy 2° + 17 O(3%).

2

x +1
4. Példa: Mutassuk meg, hogy 1 O(x).
X

Megoldas: Bontsuk ol a fiiggvényt polinom és valodi tort dsszegére:
Xl o142 -1 2 2

= = + =x—-1+ .
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1

| Az atalakitast polinomosztassal is elvégezhettiik volna
[ > tort:=(x"2+1)/ (x+1);

X+ 1

tort ==
x+1

> hanyados:=quo (numer (tort) ,denom(tort) ,x, 'r');
hanyados :=x — 1
> tort=hanyados+r/denom(tort) ;
X +1 2
=x-1+
L x+1 x+1
| Ebbdl az alakbol lathaté, hogy ha 1 < x, akkor a fiiggvény kisebb x-nél, tehat a fliiggvény O(x).

3

X
3. Feladat: Mutassuk meg, hogy o(x%).

2x+1




]

5. Példa:Keressiik meg azt a legkisebb egészt, amelyre f(x) O(x") az alabbi f fliggvényekre:
a)f(x)=2x+x"In(x); b)f(x)=3x +In(x)"
x4l x4+51n(x)

C)f(x)=x3T; d)f(x)= e

Megoldas: Mivel In(x) < x minden pozitiv x értékre

a) 2x +x7 In(x)<2x +x =3x", s igy f(x) O(x’), tehat f(x) O(x’), de ha n < 3, akkor mar
nem teljesiil f-re O(x"), vagyis n = 3.

b) Az el6z6hoz hasonld gondolatmenettel n = 3.

| ¢ ) Végezziik el a polinomosztast:
[ > tort:=(x"4+x"2+1)/ (x*3+1) ;
PR |
41
> hanyados:=quo (numer (tort) ,denom(tort) ,x,'r');

tort =

hanyados = x
> tort=hanyados+r/denom(tort) ;
Ry | XH+1l-x
3 =X+
x +1 x +1

2

o X+
A masodik tag, a =

x +1

| barmely rogzitett pozitiv szamnal. Szemléltesiik is ezt a tényt:

[ > plot([x, (x*2+1-x)/ (x*3+1)],x=0..4,color=[blue,red]) ;
4,

I —x
kifejezés valodi tort, tehat elég nagy x értékre kisebb x-nél, sot

o
-
N4
-
I




" Tehét f(x) O(x)

d ) Bontsuk szét a tortet:

x*+5In(x) X+ 1+1In(x)-1 | In(x) - 1
= =1+

9
Pl ¥l Xl

In(x)-1 x-1 x'+1
< <

x4l Sl x+1

Tehat f(x) O(1). Mésképpen n = 0.

ahol

=1,hal<ux.

4. Feladat:Keressiik meg azt a legkisebb egészt, amelyre f(x) O(x") az alabbi f fliiggvényekre:
a)f(x)=2x"+x In(x); b)f(x)=3x +In(x)"
PR | x3+51n(x)

C)f(X)=ﬁ; d)f(x)= e

6. Példa: Mutassuk meg, hogy C+ax+17 O(x3 ), de X’ nem O(x2 +4x+17).
Megoldas: Egyrészt X +4x+17<x>+x +x° =3 x> <3 x° minden 17 < x esetén,tehat
x> +4x+17 O(x’). Masrészt hax’ O(x* + 4 x + 17) volna, akkor

X <C (x2 +4x+17)<=3C X teljesiilne minden elég nagy x értékre. Ez azt jelentené, hogy
x <3 C teljesiilne, ami nyilvan lehetetlen alland6 C-re és elég nagy x-re.

5 5
RS X
5. Feladat: Mutassa meg, hogy 3 xt+1 O(_IO ], de —10 nem O(3 X+l ).

4 4
X X
7.Példa: Mutassuk meg, hogy 3 xt+1 O(?] és ? O(3 Xt 1).

4
X
Megoldas: Az elso részhez: 3 x'+1<4x*=8"— minden 1 < x esetén. A masodik részhez:

4
X 4 __12 A -
5 <3x <=1(3x + 1) minden x -re.

6. Feladat: Mutassa meg, hogy x In(x) O(x2 ), de x> nem O(x In(x)).

8. Példa: Adjuk meg a lehetd legjobb nagy O becslést a kovetkezo fiiggvényekre:
a)(n’+8)(n+1); b)(nln(n)+n’) (n’+2); ¢)(n!+2") (n’ +In(n’ +1)).
Megoldas:
a ) A meghataroz¢ tag az n* n-nel val6 szorzata, tehat a fiiggvény O( n’ ).
Részletezve (n2 +8)(n+1)= n+n*+8n+8<4n’, hal<n. Tehatnem tal szigora
becslést végezve k=1 és C = 4 valasztasigazoltuk a fliggvényrol, hogy o(x>).
b ) Mivel n In(n) < n, az elsd tényezd meghatarozoé tagja az n’, mig a masodik tényez6¢ az n.
Igy a figgvény O(n5 ). Ez a definici6 alapjan - mint tudjuk - azt jelenti, hogy

(nln(n)+n*) (P’ +2)<Cn°  (0<x)
Ez pedig 0 < x-ra egyenértékii a

(nln(n)+n*) (n’ +2) 3

5
n




A tort végtelenben vett hatarértéke:
> Limit((n*1ln(n)+n*2)* (n*3+2) / (n*5) ,n=infinity)=1imit ((n*1ln(n)+
n*2) * (n*3+2) / (n*5) ,n=infinity) ;

(nln(n)+n") (n’ +2) .

5
n—> o n

| Ez pedig azt jelenti, hogy minden 1 < C megfelel. Legyen pl. C = 2.

[ > plot([2, (n*1n(n)+n*2)* (n*3+2)/(n*5)],n=1..10,color=[blue, red]
,thickness=[2,3]) ;

37

28

26

24-

221

18]
16-

1.4-

121 ‘

L n
>
| Lathat6an a hanyados "elég hamar " kisebb lesz mint 2.

X
) = C, ahol C val6és szam, akkor f(x) O(g(x))

A példabol lathato, hogy ha lim
g(x)

X —> ™

c) Az elsé tényezdt illetéen megjegyezziik, hogy

2" <n!,
ha 4 < n, ezért az els6 tényez6 meghatarozo tagja az n!. A masodik tényez6 meghatarozo tagja
az

n’. Ezért a figgvény O(n! n3)

9. Példa:Adjunk nagy O becslést az alabbi fliggvények mindegyikére.Az f fliggvénytO(g)
becslo fliggvény legyen a lehetd legegyszeriibb és a legkisebb rendii!

a)nln(n®+1)+n*In(n);



b)(nln(n)+ 1) +(In(n)+ 1) (n* +1);

@ oh
c)n +n

Megoldas:
a ) Mindenekeldtt megjegyezziik, hogy az In( n*+1 ) és az In(n) azonos nagy O osztalyba
tartoznak, mi mivel In( n2) =21In(n) (0 <n). Ezért itt a masodik tag gyorsabban ndvekszik és
igy
a legegyszeriibb pontos becslés: O( n* In(n))
| Az alabbi dbra alapjan gy tiinik, hogy...

> plot([n*1ln(n*2+1)+n*2*1n(n),1.5*n*2*1n(n)],n=1..6,color=[blue

,red] ,thickness=[3,2],title="£f (x)=kék, 1.5*g(x)=piros’);
f(x)=kék, 1.5*g(x)=piros

60

40+

20

L n

[ ...C=1.5ésk=4.5 megfelel.

| Pontosabban, vegyiik az 1.5 g(x) — f(x) kiilonbségfiiggvényt. Ennek zérushelye.
| > gyok:=solve (n*1ln(n*2+1)+n*2*1n(n)=1.5*n*2*1n(n)) ;

L gyok = 4.082826035

[ > £:=n->1.5*n*2*1n(n)-n*1ln(n*2+1)-n*2*1n(n) ;

| f=n—>15 nzln(n)—nln(n2+1)—n21n(n)

| A kiilonbségfiiggvény lehetséges szélsdértékhelye:

[ > solve(D(f) (n));

2.604287102



| > plot([f(n) ,D(f) (n)],n=0..10,color=[blue,red], thickness=[2,2],
title="Az f-1.5*g és derivaltja’);
Az i-1.5%g és derivaltja
704
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" A fiiggvény és derivaltja viselkedése alapjan a becslés jo volt, s6t C = 1.5 mellett k = 4.1 is jo.

b) Az elso tag n’ In(n )z-tel egy osztalyba tartozik nagy O, mig a masodik tag némileg kisebb
osztalyba, vagyis az O( n* In(n)) osztalyba. (Minden esetben elhagyhatjuk az alacsonyabb
rendii tagokat, mert ezeket "feliilbiraljak" a megtartott tagok- éppen ez a nagy O becslés
lényege ).

Ennélfogva a vélasz O( n’ In(n)*)

¢ ) Itt az egyetlen kérdés, hogy a2" vagy az n* kifejezés n6-e gyorsabban. Természetesen az

elsd, igy a legjobb nagy O becslés: O( n(2 )).

n

7. Feladat: Adjunk nagy O becslést az alabbi fiiggvények mindegyikére.Az f fliggvénytO(g)
becslo fliggvény legyen a lehetd legegyszertiibb és a legkisebb rendii!

a)(n’+n°In(n))(In(n)+ 1)+ (17 In(n) + 19) (n’ +2);

b) (2" +n?) (n’+3");

c)(n"+n2"+5") (n!+5").

10. Példa: Az els6 feladat minden fiiggvényére vonatkozolag dontsiik el, hogy a fliggvény
Q(x%) vagy O(x%) !

Megoldas:

a)f(x)=17x+ 11. Ez a fiiggvény O(x), tehat nem @(x2 ), mivel az X gyorsabban n6, mint az

x. Pontosabban fogalmazva x> nem O(17 x + 11). Ugyanigy indokolhato, hogy nem Q(x2 ).




b) Az f(x)=x"+ 1000 O(x); ugyanis a " +1000 " elhanyagolhatd, mivel ez alacsonyabb
rendi tag. Természeesen, mivel f(x) ®(x2) egyuttal Q(xz) is.
¢) Az f(x)=xIn(x) lassabban nd, mint az X fliggvény, mivel az In(x) lassabban nd az x
fiiggvénynél. Ezért az f fiiggvény nem O(x”) és nem is Q(x°).
4
d)Azf(x)= x? gyorsaban nd, mintaz x*. Ezért f(x) nem @(xz) de Q(xz).
e ) Az 1-nél nagyobb alapti exponencialis fliggvény barmely polinomnal gyorsabban nd, ezért
ez a fiiggvény nem @(xz) de Q(x2 ).
f)Azf(x)= ceil(x)znagy x értékekre kozel van az x> fliggvényhez. Pontosabban:
x> <ceil(x)’<=(x+1)*, ha 0 <x.
> plot([x*2,
ceil (x)*2, (x+1)*2],x=0..10,color=[blue,magenta,green] ,discont
=true, thickness=2,title="A ceil(x) az x"*2 éa (x+1)*2 kozott
van , ha x>07);
>

Ezért az f fliggvény ®(x2) ¢s ezért Q(xz) is.
A ceil(x) az x*2 éa (x+1)'2 k6z6tt van |, ha x>0

120+

100+ 7
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40i

20i

>

>

8. Feladat: Mutassa meg, hogy
a)3x+7 O(x),
b)2x+x-7 O(x);
¢)In(x*+1) ©O(logy(x));

L d) logm(x) O( logz(x))-




