1. Zarthelyi dolgozat (megoldas)

2012. oktober 17.

1.1. Definidlja a hatarozott integral fogalmat! (Részletes meghatarozast kériink!)

Legyen az f az [a, b ] intervallumon legfeljebb véges szamu pont kivételével mindeniitt értelmezett
korlatos fiiggvény.
Képezziik az [a, b] intervallum beosztisainak minden hataron tul finomodo6 B, beosztassorozatait €s a

hozzajuk, valamint azf* fliggvényhez tartozo integralkozelité 6sszegek I, sorozatait.
Ha valamennyi / sorozat a beosztassorozat €s a reprezentansrendszerek valasztasatol fliggetleniil

konvergens ¢és hatarértéke ugyanaz a szam, akkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény az [a, b ]
intervallumon integralhato és az [ a, b ] intervallumon vett hatarozott integralja ezen hatarértékkel
egyenld:

n b

n—>00[n:nli—r>noo Zf(él) (xi_xi—l) = f(X) X.

i=1 a
1.2. Mondja ki a Newton-Leibniz tételt!

Haf(x) az [a, b] intervallumon integralhato (1étezik hatarozott integralja) €s ezen az intervallumon
primitiv fliggvénye is van ( legyen ezek egyike F'), akkor

b
fx) dx=F(b) — F(a)

a

1.3. Legyen az f fiiggvény legalabb kétszer derivalhato az [a,b] intervallumon. Adjon meg elégséges
feltételeket arra vonatkozolag, hogy a fiiggvény ezen az intervallumon alulrol konvex legyen!
2

Ha az f fiiggveény masodik derivaltja, —  f(x) az [a,b] intervallumon pozitiv, akkor a fliggvény
X
gorbéje az [a,b]-n alulrél konvex .
Ha az f fliggvény differencidlhanyadosa z [a,b] intervallumon névekvd, akkor a fliggvény gorbéje az [a,
b]-n alulrél konvex .
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ICIERZOIBESNEESE Tobben a konvexitas szemléletes definicidjat irtak valaszképpen, tehat azt, hogy :
"Ha az [a,b] intervallumon differencialhato f fiiggvény barmely [a,b] -hez tartoz6 pontban huzott
érintdje a gorbe alatt helyezkedik el, akkor azt mondjuk, hogy a fiiggvény gorbéje az [a,b]
intervallumban alulr6l konvex .

4+2+2= 8 pont

2. Mondja ki és igazolja az integradlszamitas kozépérték tételét!
Tétel
Ha az egyvaltozos valds f fliggvény az [a,b] szamkozon folytonos, akkor van olyan & az [a,b]

szamkdzben, hogy:

b

f(&)'(b—a)=J fx)dx

a

Bizonyitas:
Eléz6leg belattuk, hogy ha az egyvaltozos valos f fiiggvénynek az [a,b] szamkodzon alsé korlatja az m,
felsd korlatja a M szam, ¢€s az f fliggvény az [a,b] intervallumon integralhatd, akkor

b
m-(b—a) SJ f(x)dx < M- (b—a)

a

Az eldz6 egyenldtlenségsort

alakban is felirhatjuk.
Az [a,b] zart szdmkozon folytonos f fiiggvény minden m és M kozotti fliggvényértéket felvesz, igy az
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b—a
értéket is, tehat van olyan & érték az [a, b] intervallumban, amelyre
b

[ ey
ab —a :ﬂ&)’
s ezzel a tételt igazoltuk.

3+3=6 pont

3.1.Melyik fiiggvény, melyik intervallumra vonatkozo integralkozelito 6sszege a kdvetkezo osszeg:

n

2 :
'2];111 & cos(cfi) x;—x; ) (x=0;x,=mx,_, <x, & € [ _px] i=1.2....n)
=

Azf(x) = (sin(x) )2-cos(x) fliggvénynek a [0, n] intervallumra esd integralkozelitd dsszege.
n
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=

max(x; —x; _;)->0

3.2. Tekintsiika,{@w [

Ha létezik a hatarérték, akkor mivel egyenlo? Vialaszat indokolja!

Mivel mind a sin(x), mind a cos(x) fliggvény mindentitt folytonos, és folytonos fliiggvények szorzata is
ilyen, az f'(x) fiiggvény folytonos. A folytonossag pedig az integralhatdsag elégséges feltétele.
I
Ezért a fenti hatarérték l1étezik és J (sin(x) )2~cos(x) dx-szel egyenld.
0
2+3 =5 pont

s . lnz(x)
4. Tekintstik a lim
x—1 2

X —X

] hatarertéket!

4.1. Mutassa meg, hogy a szereplé fiiggvények teljesitik a L'Hospital-szabaly alkalmazasanak feltételeit!

liml(ln(x) )2 = lim1 (x2 — x) =0. tehat a kérdéses hatarérték [ % alaku.
X — X —
di (In(x) )2 = M, minden pozitiv x értékre, di (x2 —x) =2-x—1 # 0azx=1 hely egy
X X
kornyezetében.
4.2. Szamitsa ki a hatarértéket!
2-In(x)

5 < nix)
lim 1121 (x) |- lim X =0
=12y x—1 2:x—1

_ Tobben az lnz(x) fliggvényt hibdsan az ln(xz) fliggvénnyel azonositottak. Az
utobbira

In(x*) =2-In(x),Vx ER+,



s ez nyilvan nem azonos az lnz(x) fiiggvénnyel!
Masok arrol felejtkeztek meg, hogy az lnz(x) Osszetett fliggvény, eszerint kell derivalni!

3+2=15 pont

5. Hatdrozza meg az e — 2 = cos(x) egyenlet pozitiv gyokét 3 tizedesjegy pontossiggal a Newton-féle
erinto modszer alkalmazasaval!

El6zéleg mutassa meg, hogy az f(x) = €' — 2 - cos(x) fiiggvényre alkalmas intervallumon teljesiilnek a
modszer alkalmazasanak feltételei!

3+3 =6 pont
> plot([exp(x) — 2, cos(x) ], x=0..1.3, legend=["exp(x)—2", "cos(x)"]);
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Lathato, hogy a gyok a [0, 1] intervallumban van.
> f:=x—exp(x) —2 —cos(x);
fi=x—¢€ —2 —cos(x) €))
> Diff (f(x),x) =diff (f(x),x);
4 (ex—2—cos(x)) =¢' + sin(x) 2)

dx

Mivel az ¢ fiiggvény minden valds x-re pozitiv és a sin(x) nem-negativ [0, 1] intervallumon, az f
fiiggvény derivaltja a [0, 1] intervallumban pozitiv. Hasonl6an a méasodik derivalt is pozitiv a
szobanforg6 intervallumban:

> Diff (f(x),x$2) =diff (f(x),x$2);



2

% (" —2 —cos(x)) =e" + cos(x)
dx
Mivel a 0 és az 1 helyen vett fliggvényértékek szorzata negativ, valoban a [0, 1] intervallumban van
gyok, s mivel a derivalt pozitiv ebben az intervallumban, kovetkezésképp az f fliggvény szigortan
monoton novekvd ugyanitt. Ebbol adddik, hogy pontosan egy gyok van ebben a szamkdzben. Nagyob
x-ekre pedig nyilvan nincs gyok.
> evalf(f(0)*f(1));
—.355959044

> plot([f(x),D(f)(x),(D@@)(f)(x)],x=0..1.3, col or=[ bl ue, red, green]
, thi ckness=2, | egend=["f", "D(f)", "(D@®) (f)"]);

f D) — D@@2)(®)

(&)

b

C))

Lathatoan az els6 és a masodik derivalt is az egész intervallumon pozitiv, tehat a feltételek teljesiilnek.

Kezdoértékként a zérushelynél nagyobb érteket kell valasztanunk, mert ekkor egyezik meg a masodik
derivalt eldjele a fliggvényérték eldjelével. Legyen a kezddértek 1.

> newton(f,1,4);

n X, f(x,,) D(f) (X,Z) X, — D(ff()—xn()xn)
1 1. 0.1779795221 3.559752813  0.9500022806
2 0.9500022806 0.0040343216 3.399132387 0.9488154126
3 0.9488154126 0.0000022311 3.395374354 0.9488147555
4 0.9488147555 1.10710 3.395372274  0.9488147555

(©))



A gydk harom tizedesjegy pontossaggal: 0.949.

6. Szamitsa ki a kovetkezo integadlokat

x Vx 3

5
6.1. M dx=[(x7/2+ % + L) dx = 2 x9/2—|—IHIX| - i+C

32 32 9 -
6.2 osin(4 x+L ﬂ:) dx=—i-cos(4-x+£j +C
2. 3 " 3 :
[ (sin(x))*
6.3. | (sin(x) )3-cos(x) dx = 4 +C

J

- ‘ ‘ ‘
6.1. M dx; 6.2. Jsin [4 X + Ej dx; 6.3.‘ (sin(x) )3-cos(x) dx; 6.4. |x-€ dx

4-3 =12 pont

> 42 pont



