Szélsoertek

Ebben a fejezetben megismerkediink azokkal a tetelekkel, amelyek segitségevel megvizsgalhatjuk a
fuggveny monotonitasat €s szélsoerteket. A helyi szelsoertek létezesere vonatkozo sziikseges feltetelt
mutatunk be, majd a monotonitas vizsgalatara vonatkozo €s a helyi szelsoertek letezeset biztosito, mas
szoval a helyi szelsoertek létezesere vonatkozo elegseges feltételeket targyalunk. Eljarasokat adunk a

| szelsoertek kiszamitasara.

V A differencialszamitas alaptételei

A f'(x) (maskent: % f(x)) differencialhanyados segitsegevel azf(x) fuggveny viselkedeset
jellemezhetjuk.
Tétel

Ha az f fliggvény az x, pontban differencialhato és ' (x,)>0 ( f' (x,)<0 ), akkor az x-hoz elég kozel

fekvd x < x,, értekekre f(x) < f(xo) (f(xo) < f(x))ill.x, < xesetén f(xo) <f(x)(f(x) < f(xo)
Szavakban kifejezve: Ha a derivalt az x, pontban pozitiv, akkor f az x,, ponton szigoriian monoton
novekvoleg halad at, ha a derivalt az x, pontban negativ, akkor szigoriian monoton csokkenoleg

halad at.
Bizonyitas.
Tekintsiik az f '(x))>0 esetét. Tudjuk, hogy

lim [M) /% J £ (x,)

X=X X — xO

Hasznaljuk ol a kdvetkezo segedtetelt:
Ha az f fiiggvenynek azx, pontban pozitiv hatarértéke van, akkor az x, egy kornyezetében 0 < f(x) .

Ha marmost ' (x,)>0, akkor az x;-hoz elég kozel fekvo x ertekekre

0 <f(x) _f?xo! ’

X_XO

ez pedig azt jelenti, hogy ha x < x,, akkor f(x) <f(x0), shax, <x, akkorf(xo) < f(x), vagyis f
az x,, ponton novekvoleg halad at.

A tétel "megforditasa': Ha f az x,, pontban differencialhato €s az x,-on ndvekvoleg (csokkenoleg)
halad at, akkor f'(x)>0

(£'(x)<0).

Alapveto jelentdscgu a kdvetkezo tétel, amely a differencialhato fuggveny helyi szélsoertekének
létezesére vonatkozo sziikséges feltételt jelent.

Tétel. (Fermat tétele)



Legyen az f fuggvény az X intervallumban értelmezve ¢s vegye fol az intervallum belsé ¢ pontjaban
a helyi szelsoerteket (maximumat vagy minimumat). Ha f a ¢ pontban differencialhato, akkor

dix f =0, maskepp jelolve: (f'(c) =0).

xX=C

Masképpen megfogalmazva: a ¢ pontban differencialhato f figgveénynek az x = ¢ helyen csak akkor
lehet helyi sz€elsoerteke,
ha f'(c)=0.

Bizonyitas.

Vegye fol az f fliggveny az x,, pontban a helyi szélséértekét. Ha f'(x,) nulldtol kiilonbdzo volna,
akkor ellentondasra jutnank, hisz ekkor vagy ndvekvoleg, vagy csokkenoleg kellene f-nek az x,-on
athaladnia.

A kovetkezokben a differencialszamitas kdzepertek teteleit targyaljuk:

Rolle tétele.

Ha az f fuggveny az [a, b] zart intervallumban folytonos, az (a,b) nyilt intervallumon
differencialhato €s f(a ) =f(b), akkor
van az (a,b) nyilt intervallumban olyan £ ertek, amelyre

=0 (f'©®=0)

A tetel geometriailag megfogalmazva azt jelenti, hogy az (a,b) nyilt intervallumban van olyan £ hely,
amelyben a fuggveny érintdje parhuzamos az x tengellyel.

Ugy is fogalmazhatunk, hogy ha a differencialhato f fuggveny adott [a, b ] intervallumra esé atlagos
valtozasi sebessége, azaz a kiilnbségi hanyadosa 0, akkr van az intervallum belsejeben olyan pont,
ahol a derivalt erteke 0.

Szemléltessik mindezt az f(x) =sin (x) + m;_xl fuggveny peldajan! Az intervallum legyen a
[0, 7 ]. Felvesszuk a fuggvenyt €s rogton abrazoljuk is.
[> restart:
7> f:=x->sin(x)+1/2*sin (2*x) ;
f:=x—>sin(x)+%sin(2x) (1.1)

> plot(f(x) ,x=0..2*Pi) ;
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[0, 7t ] zart intervallumon folytononos (valojaban az egesz szamegyenesen az), €s derivalhato a (
0, m) nyitott intervallumon (valojaban mindenhol differencialhato). Vegil a Rolle tetel harmadik
feltétele, hogy az intervallum végpontjaiban felvett fuggvenyertckeknek egyenlonek kell lennie. Ez
is teljesul, hiszen f(0) =f(7) = 0.
A Rolle tetel feltetelei tehat teljesiilnek, igy annak konkluzioja is, ami pedig azt biztositja, hogy a
derivaltnak (0, 7v) nyitott intervallumban létezik zerushelye. Az alabbi utasitas outputja

| 0sszehangban van az itt elmondottakkal, hiszen ...

7> zh:=[solve (D (f) (x))];

Eloszor azt rogzitjuk, hogy a Rolle tetel feltételei teljesiilnek. Valoban af(x) =sin (x) +

zh:Z[%n,w} (1.2)

>

..a % zerushelye a D(f) derivalt fuggvenynek, €s benne van a (0, 7t) nyitott intervallumban.

Abrazoljuk a fiiggvényt és a g abszcisszaju, az x tengellyel parhuzamos érintdjet

>




A Rolle- tetel altalanositasa a kovetkezo tetel:

Tétel. (Lagrange tétele)

Ha f(x) az [a, b] zart intervallumon folytonos €s
az (a,b) nyilt intervallumon differencialhato,
akkor az ( a,b ) intervallumban van olyan £ amelyre

re=1=Na),

d _f(b) —fla
(af(x)) =y

x=

Maskepp jelolve

A tétel szerint a felteteleket teljesito f figgveny eseten

van az (a,b) intervallumban olyan § hely, ahol a figgveny valtozasi sebessége egyenl6 az [a, b |
intervallumbeli atlagos valtozasi sebességgel. Geometriailag ez azt jelenti, hogy az adott pontbeli
erinto parhuzamos az intervallum végpontjaihoz tartozo szelovel.

Az alabbi Langrange eljards a Langrange tetelt allitasat szemlélteti. A feltetelek teljestilése esetén
| abrazolja a szelGt €s a vele parhuzamos érint6t, egycbkent pedig hibatizenetet kiild.

> Lagrange:=proc(f,a, b)
local abral,abra2, wvonall, vonal2, xi, szelo:
if not(iscont(f(x) ,x=a..b,'closed’')) then
ERROR( Nem folytonos az [a,b] zart intervallumon’):
fi:
if not(iscont(D(f) (x) ,x=a..b)) then
ERROR( Nem derivalhato az (a,b) nyilt intervallumon’);
fi:
xi:=fsolve (D(f) (x)=(£(b)-£f(a))/(b-a) ,x=a..b);
abral:=plot(f(x) ,x=a-0.1..b+0.1,color=blue):
abra2:=plot (D (f) (xi) * (x-xi)+£f (xi) ,x=xi-2..xi+2,color=red,
thickness=2) :
vonall:=plottools[line] ([a,0],[a,f(a)],color=green,linestyle=3):
vonal2:=plottools[line] ([b,0], [b,f(b)],color=green,linestyle=3):
szelo:=plot((f(b)-£f(a))/ (b-a)*(x-a)+£f(a) ,x=a..b,color=magenta) :
plots|[display] ([vonall,vonal2,szelo,abral,abra2?])
end:

HlVJuk meg a Lagrenge eljarast a sin fliggvennyel, a vizsgalt intervallum legyen [-4,3] .
Meg]egyezzuk hogy af(x) =sin (x) eljesm a Lagrange tétel feltcteleit, hiszen a szinusz fuggveny a
valds szamos halmazan derivalhato €s igy ott folytonos is.

Javasoljuk kiprobalni mas intervallumokon a Langrange eljarast. Ehhez csak az alabbi utasitasban
szerepld intervallum végpontokat kell megvaltoztatnunk ¢s ujra végrehajtani az utasitast (crtsd.
letitni az Enter billentyut).

> Lagrange(sin,-4,3);
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EAZ eljaras szakaszonkent adott (piecewise ) fuggvenyekre is alkalmazhato:
> g:=x->piecewise (x<=0,-x*sin (x) ,x*sin(x)),
g =x—piecewise(x <0, —x sin(x), x sin(x)) (1.3)

> Lagrange(g,-2,3);




Példa

Vizsgaljuk meg, hogy teljesiilnek-e a Lagrange-tétel feltételei az

—x +8x— 14 x<5
S(x)= 1x 7
i <
) + ) S<x
fiiggvenyre!

Megoldas
| Vegyuk fol a szakaszonkent adott fuggvényt!
> f:=x->piecewise (x<=5,-x"2+8*x-14,x>5 ,x*2-7*x+11) ;
f= x—>piecewise(x§5, 4+ 8x— 14,5 <x, C—Tx+11
> 'f(x) '=f(x);
—*+8x—14 x<5

X —Tx+11 5<x

Jx)=

ETekintsﬁnk egy peldat arra az esetre, amikor a feltételek valamelyike nem teljesiil:

(1.4)

(1.5)



| Abrazoljuk a fiiggvényt és derivaltjat kozos koordindtarendszerben:
> plot([f(x),D(f) (x)],x=4..6,discont=true,color=[blue,red],
thickness=2,legend=["£(x)","D(£f) (x)"])
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[A fuggveny folytonos az [5, 7] intervallumon, az x = 5 helyen azonban nem differencialhato.
> iscont(f(x) ,x=4..6);

true (1.6)
> iscont(D(f) (x) ,x=4..6);
false (1.7)
> Lagrange (f,4,6) ;
| Error, (in Lagrange) Nem derivalhato az (a,b) nyilt intervallumon

A kdvetkezd utasitassorozat killonbozo intervallumok egymasutanjan animacioval szemlelteti a
| Langrange tétel allitasat.

> f:=x->sin(x)+cos (2*x) ;
f=x—sin(x) +cos(2 x) (1.8)

> p:=seq(Lagrange(f,-4,4.6-k*0.2) ,k=0..12):




> plots[display] ([p],insequence=true) ;

>
L

V Az intervallumbeli monotonitas és a derivalt

Tétel.

Legyen az f(x) fuggveny az X intervallumon (az X intervallum lehet nyilt, zart, felig nyitott, veges
vagy vegtelen) definialt €s folytonos €s az intervallum belsejeben differencialhato figgveny. Ekkor f
az X intervallumon akkor €s csak akkor monoton ndvekvo (monoton csokkend), ha

, 0<(D(N)(x)  ((D())(x)=<0)
feltetel teljesul minden az X intervallum belsejebol vett x ertekre.
Bizonyitas.

A bizonyitast az elsd esetre veégezzik el. E16szor megmutatjuk, hogy a feltétel sziikséges.
Tegyiik fol, hogy az f az X intervallumon monoton ndvekvo. Ekkor tetszoleges x,, értéket valasztva

az intervallum belsejébdl, minden x EX eseten




O<f(X) —/1%)

teljesul. De ekkor
x)—flx
0<lim [f( ) i 0 J
x—>x0 X—XO

hiszen, ha egy fliggveny az x, egy kornyezetében nem negativ- s kiilonbségi hanyadosrol épp ezt

tettik fol- akkor ott nem lehet negativ hatarertcke.

Most megmutatjuk, hogy a feltétel elégséges. Teljesiiljon 0 < (D(f))(x) minden x-re, amely az X
intervallum belsejeben van.Valasszunk ket tetszoleges erteket az intervallum belsejebol, legyenek
ezek x; €sx, (x; <x,). A Lagrange-féle kozepertek tetel alapjan:

Mx%) =fx) = @) () (%, —x),
aholx; < césc < x,.A derivalt érteke az intervallum minden belso pontjaban nem- negativ, igy

0<(D())(c)
(s ) /().

tehat f valoban monoton ndvekvo (nem csokkend).

miatt

Megjegyzés.

A bizonyitas masodik reszebdl kiolvashato, hogy ha0 < (D(f))(x) ( (D(f))(x) < 0) minden az
X intervallum belsejebebol vett x ertekre, akkor az f figgveny szigortan monoton ndvekvd
(szigoruan monoton csokkend ) az (a,b) intervallumban.

Példa.
Hatarozzuk meg azf(x) =X —3x +2x fiiggveny monotonitasi intervallumait!
Megoldas.
7> f:=x->x"3-3*x"24+2*x;
f:=x—>x3—3x2+2x (2.1)

Hatdrozzuk meg a derivaltat:

7> df :=unapply (diff (£ (x) ,x) ,x);
df=x—3xX —6x+2 (2.2)

[Keressiik meg a derivalt zérushelyeit:

> zh:=solve (df(x)) ;
zh:=l+%\/§,1—%\/§ 2.3)

[Megkereshetjﬁk azokat az intervallumokat is, ahol a derivalt pozitiv:
> solve(diff (f(x),x)>0);

RealRange( — oo, Open(l — % \/E ) ), ReaZRange(Open(l + % \/E ), 00> (2.4)

—1\3/§)e'sal(l+—1\3/5

| novekvo, masutt szigoruan monoton csokkeno. Szemleltessiik is mindezt:

Tehat a derivalt a (— 0,1 — , ) intervallumban szigoriian monoton




> plot([£f(x),D(f) (x)],x=-0.5..2.5,-2..3,color=[blue,red,black],
thickness=[2,1],legend=["£f" ,"D(£f)"]):

>
V A helyi szélsoérték elégséges feltételei

Tudjuk, hogy ha f derivalhato, akkor csak olyan x,, pontban lehet helyi szélsoerteke, ahol derivaltja

=0
X=X,

nulla értékil, azaz d S/
dx

=0, a fuggveny
x=x,

Azokat az x; pontokat, ahol a fiiggvény elso derivaltja 0 érteku, azaz dix f

stacionarius pontjainak mondjuk.A stacionarius pont azonban nem mindig szelséertekhely! Jol
mutatja ezt a kovetkezo pelda:

> f:=x->x"3;
fi=x—ox (3.1)




> plot([£f(x),D(f) (x)],x=-1..1,color=[blue,red],title="f = kék,f '
= piros’);

f= kék,f' = piros
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>
Jollehet az f derivaltja az x, =0 helyen 0, a fliggvénynek nincs szélsoerteke. A helyi szélsoérték
létezesére ket elégséges foltetelt is megfogalmazhatunk:

V Elsé elégséges feltétel

A helyi szélsoérték létezésének elso elégséges foltétele:

Tetel.

Ha az f fiiggveny differencialhanyadosa az x,, pontban 0 ( azaz %C f ( xo) =(, maskepp jelolve f'(
x,) = 0, még maskeppen jelolve D(f) (xo) =0) es f' (x) azx, ponton val6 athaladaskor eljelet
valt, akkor az f fiiggveénynek az x,, pontban helyi szélsoerteke van.

Az elojelvaltas azt jelenti, hogy van az x,-nak olyan (x, — 3,x) €s (x,,X, + d) bal- €s jobboldali
felkornyezete, amelyekben a derivalt eltérd elgjelu.




Részletezve: Ha a derivalt " pluszbol minuszba valt":

X (g —9,x;) X, (g Xg +9)
f'(x) + 0 -
f(x) szigoruan monoton helyi maximum szigoruan monoton
no csokken

'Ha pedig a derivalt "minuszbol pluszba valt":

X g — 9, xy) Xy (g Xo +9)
f'(x) - 0 +
f(x) szigoruan monoton helyi minimum szigoruan monoton
csokken no
V Masodik elégséges feltétel
Ncha kenyelmesebben kezelhet a kdvetkezo - masodik - elégséges foltétel:
Tétel
d & o o
Ha e 11 (xo) =0 es — /] (xo) #0 , akkor az f fuggvenynek az x;, helyen helyi szelsoerteke van.
X dx
2 2
Meégpedig, ha # 1 (xo) < 0, akkor helyi maximuma, ha 0 < # 1 (xo), akkor helyi minimuma
X X
van az f figgvenynek.
V Példa
Vizsgaljuk meg az f(x) =X =5 —4x+1 fiiggvenyt monotonitas és szélsoertek
szempontjabol!
Megoldas.

[> restart:
[> f:=x->x*3-5*x*2-4*x+1:

EA fuggveny derivaltja:
> D(f) (x);
3 —10x—4 (3.3.1)
| Megkeressiik a derivalt zérushelyeit:
> hely:=[solve(D(f) (x) ,x)];
hely:=[§ +%\/37,§—%\/37] (33.2)




> zh:=evalf (hely) ;

| Novekvéleg rendezziik a zérushelyeket:
> zh:=sort(zh) ;

7Abra'zoljuk a fuggvenyt, az elso derivaltat ¢s anak elgjelet a szélsoértekeket tartalmazo
|intervallumban:

> if nops(zh)=0 then print( nincs kritikus pont’) else

(x) = piros, f£f' eldjele = z6ld ,discont=true,legend=["f",
"fll!,l!az £ elajele"]) .
> fi;

f(x) = kék, f' (x) = piros, f eldjele = zold

X
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A derivalt zerushelyeit, az ezeken a helyeken felvett fliggvenyertekeket €s a masodik derivalt
| ezeken a helyeken felvett ertékeét tartalmato tablazat:

> if nops(zh)<>0 then

zh:= [3.694254177, —.360920843 ] (3.3.3)

zh:= [ —.360920843, 3.694254177 ] (3.3.4)

> plot([f(x),D(£f) (x) ,signum(D(£f) (x))],x=zh[1]-1..zh[nops(zh)]+1,
color=[blue,red,green], thickness=[2,1,1],title="£f(x) = kek, f'
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> array([[ zérushely','f( zerushely')',6 (d*2*£f/dx*2)],seq([zh[i],
evalf (£(zh[i])) ,evalf ((DRR2) (f) (zh[i]))],i=1..nops(zh))]) £fi;

&f
dx’
—.360920843 1.745349157 —12.16552506

| 3.694254177 —31.59720099  12.16552506 |

zérushely f(zerushely)
(3.3.5)

[A szelsoertekhelyek a masodik elegseges feltetel alapjan.
> if nops(zh)<>0 then for i to nops(zh) do if (DQQ2) (£) (zh[i])>O0
then print(array([zh[i] ,minhely])) elif (D@Q@2) (f) (zh[i])<O0
then print(array([zh[i] ,maxhely])) elif (D@Q2) (f) (zh[i])=0
then print( igy nem donthetunk’) ;fi od fi;
[ —.360920843 maxhely]

[3.694254177 minhely] (3.3.6)

>

A szelsoertek részletezo kiszamitasa

Példa.
Hatarozzuk meg az

flx) =+ e( )
fiiggveny momotonitasi intervallumait és helyi szélsoertekeit!
Megoldas.

A figgveény paros, hiszen nyilvanvaloan f( —x) = f(x) teljesiil minden valds x értekre. Az f minden
valos x értekre differencialhato.
Keépezziik a f derivaltjat €s keressiik meg a derivalt zerushelyeit:

7> f:=x->x"2*exp (-x"2) ;
f:=x—>x2e(_x2) (4.1)
> Diff (£(x),x)=D(£) (x);
€ (xze<_x2))=2xe(_x2)—2x3e(_x2) (4.2)
dx
[A derivaltat szorzatta alakitva a zérushelyek most kozvetlenill is leolvashatok:
> Diff (f(x),x)=factor (D (f) (x));
(?—x(xze<_x2))=—2xe<_x2) (x—1) (x+1) (4.3)
EAZ eljaras tovabbvitele érdekeben oldjuk meg a (D (f))(x) =0 egyenletet:
> zh:=[solve(D(f) (x))1;
(A AN



zh:= 10,1, —1] (4.4)

EA zerushelyek listajat alkottuk meg. A lista egyes elemeire hivatkozhatunk:
> zh[2];
1 4.5)

[Rendezzﬁk novekvoleg a derivalt zerushelyeinek listajat:
> zh:=sort(zh);

zh:=1—1,0,1] (4.6)
A map utasitas segitségevel egyszerre kiszamithatjuk minden zérushelyen a masodik derivalt
_erteket:
> d2zh:=map (x->' (D@@2) (f) ' (x)=(DQA2) (£f) (x) ,zh);
d2zh = (D) () (=1)=—4eD, ((D?) (1) 0)=2, [(DD) (1) (4.7)

1)=—4eV]

" A mésodik derivlt egyik helyen sem 0, tehat mindharom helyen helyi szélsocrtéke van az £
fuggvenynek. Az elsé €s a harmadik helyen a masodik derivalt negativ, ezert ezeken a helyeken az
-nek helyi maximuma van. Az x =0 helyen pozitiv a masodik derivalt, ezert itt helyi minimuma van
az f fuggvenynek.
| Ezek érteke rendre:
> map (x->'f (x) '=£f (x) ,zh) ;
-1 -1
I (=1 =e1 0y =0, 1) =e "] (48)
[Az alabbi utasitassorozattal is megkaphatjuk a fenti eredmenyeket:
> for i to nops(zh) do
> if evalf ((DQ@2) (£) (zh[i]))<0 then
> lprint ('Az  ,x=zh[i], 'pontban helyi maximum van, értéke=",f(zh
[i1))
> elif evalf ((DQ@@2) (£f) (zh[1]))>0

> then

> lprint ('Az  ,x=zh[i], 'pontban helyi minimum van, értéke=",f(zh
[i1))

> else lprint( Az’ ,x=zh[i], 'pontban igy nem tudunk donteni a
helyi szélsdertékrol’)

> fi:

> od;

Az, x = -1, pontban helyi maximum van, értéke=, exp(-1)

Az, x = 0, pontban helyi minimum van, értéke=, 0

| Az, x = 1, pontban helyi maximum van, értéke=, exp(-1)
[Ezutén abrazoljuk a fuggvenyt jellemzo intervallumon:
> plot(f(x) ,x=zh[1]-2..zh[3]+2,color=blue, thickness=2) ;
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Példa.
Hatarozzuk meg az
f(x)zi_?)_f—x3+11x2—6v
5 4 2 ’

fiiggveny momotonitasi intervallumait és helyi széelsoertekeit!

Megoldas.
zérushelyeit:

7> f:=x->x*5/5-3/4*x*4-x*3+11/2*x"2-6*x;
f:=x—>%x5—%x4—x3+%x2—6x
> Diff(f(x),x)=D(f) (x);

d (1 s 3 4 3, 11 2 _ 4 a3 a2 _
& 5x 4x x+2x 6x> X 3x 3x"+11lx—6

| A derivaltat szorzattd alakitva a zerushelyek most kdzvetlentl is leolvashatok:

Az f minden valos x ertekre differencialhato. Kepezzik a f derivaltjat €s keressiik meg a derivalt

(4.9)

(4.10)



> Diff (f(x),x)=factor(D(£f) (x));
4 lxs—§x4—x3—|-uxz—6x)=(x-|-2)(x—3>)(x—l)2 (4.11)
dx \'5 4 2

EAZ eljaras tovabbvitele erdekeben oldjuk meg a (D (1)) (x) =0 egyenletet:
> zh:=[solve (D (£f) (x))1]:;

zh:=1[-2,3,1,1] (4.12)

Figyeljik meg, a derivalt szorzat alakja az (x — 1 )2 tényezot tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy az 1

ketszeres gyoke a derivaltnak. Ezért, barmelyik oldalrol kozelitiink az 1-hez, a derivalt ugyanolyan
elojelt értekeken at tart a 0-hoz, vagyis a differencialhanyados nem valt elgjelet az x = 1 helyen.
| Tehat itt nem lesz szelsoerték! De végezzziik elrészleteiben a vizsgalatot!
A zerushelyek listajat halmazza alakitjuk, 1gy a tobbszoros gyok csak egyszer jelenik meg. Ezutan a
| halmazt ismet listava alakitjuk és ndvekvoleg rendezziik:

> zh:=convert(zh, set) ;
zh={-2,1,3} (4.13)

> zh:=sort(convert(zh,list));
zhi=[-2,1,3] (4.14)
" A map utasitds segitsegevel egyszerre kiszamithatjuk minden zéerushelyen a masodik derivalt
| ertekeét:
> d2zh:=map (x->(D@@2) (f) (x) ,zh) ;
d2zh = [ —45,0,20] (4.15)
' A masodik derivalt az els6 és a harmadik helyen nem 0, ezeken a helyeken helyi szelsoerteke van az

f fuggveénynek. Az elsé helyen a deivalt negativ, itt helyi maximum, a harmadik helyen pozitiv, itt
_helyi minimum van.A masodik hely kdrnyezetében megvizsgaljuk a derivaltat

> plot(D(f) (x) ,x=zh[2]-0.5..2zh[2]+0.5);




" Az dbrdn az latszik, hogy a derivalt az x = 1 mindket oldali félkornyezeteben negativ.Meg is
| kereshetjiik azon x-ek halmazat, amelyekre (D (f)) (x) < O:

> solve (D (f) (x)<0);

RealRange(Open(—2), Open(1)), RealRange(Open(1), Open(3)) (4.16)
7Megéllap1'thatjuk, hogy az f figgvénynek azx = 1 helyen nincs szélsoerteke, ezen a ponton
| csokkendleg halad at.Ezutan szamitsuk ki az f fuggvény értéket a stacionarius pontokban:
> map (x->'f (x) '=£(x) ,zh);
118 —41 —153
—2)="=- = == 4.1
)= 1B )= S8 ) - =12 | (4.17)

EAZ alabbi utasitassorozattal is megkaphatjuk a fenti eredmenyeket:
> for i to nops(zh) do

>
>

>
>

if evalf ((DQRQ2) (£f) (zh[i]))<0 then
lprint ('Az" ,x=zh[i], 'pontban helyi maximum van, érteke=', f(zh

[i]1))

elif evalf ((DQQ2) (£f) (zh[i]))>0
then



> lprint ('Az " ,x=zh[i], 'pontban helyi minimum van, érteke=', f(zh

[i1))

> else lprint( Az’ ,x=zh[i], 'pontban igy nem tudunk dénteni a
helyi szélsoértékrol’)

> fi:

> od;

Az, x = -2, pontban helyi maximum van, értéke=, 118/5

Az, x = 1, pontban igy nem tudunk doénteni a helyi szélsdértékrol

| Az, x = 3, pontban helyi minimum van, értéke=, (-153)/20

[Ezutén abrazoljuk a fuggvenyt jellemz6 intervallumon:

> plot(f(x) ,x=zh[1l]-1..zh[nops(zh)]+1.1,color=blue, thickness=2) ;

24—

20—

16—

>

V Eljarasok a helyi szélsoértékre

Y A solve hasznalataval



A kovetkezo eljarasok, kozvetleniil, akkor hasznalhatok, amikor a solve utasitassal meg tudjuk
keresni a derivalt dsszes zerushelyét. Ha ez nem sikeriil akkor is eredmeényesek lehetiink az evalf
utasitas "bevetesevel".

A stacionarius eljaras megkeresi a stcionarius helyeket.

> stacionarius:=proc()
local hely,L,i:
[solve(D(f) (x))]:
hely:=map(allvalues,k %) :
L:=NULL:
for i to nops(hely) do
if type (hely[i],6 realcons)
then L:=L,hely[i]
fi
od:
{L};
sort (convert (%$,1list), (x,y) >is (x<y)):
L end:
> f£:=x->x75-9*x*3;
fi=x—x —9x° (5.1.1)

7> helyek:=stacionarius (f) ;
helyek := [—% /15,0, % 3 15 } (5.1.2)

A szelsoertek eljdras a masodik elégséges feltétel alapjan _"dolgozik", paramérerei az f fiigvény
| és egy stacionarius hely. Csak akkor "mukddik", ha valoban stacionarius helyen hivjuk meg!

> szelsoert:=proc()
local ert:
ert:=evalf (subs (x=args[2] ,diff (args[1l],x$2))):
if ert<0 then lprint( Az ,x=args[2], pontban helyi maximum

van )
elif
ert>0 then lprint( Az  ,x=args[2], pontban helyi minimum
van )
else lprint(‘Az‘,x=args[2],‘igy nem tudunk donteni’)
fi:
end:

[Nézziik peldaul az elsé stacionarius helyet:

> szelsoert(f (x) ,helyek[1]);

| Az, x = =3/5*157(1/2), ‘“pontban helyi maximum van’

[A szelsoert eljarast a helyek listajanak minegyik elemere meghivjuk a for ciklussal:
> for i to nops(helyek) do

> szelsoert (f(x) , helyek[i]);

> od;




\ 4

Az, x = -3/5*157(1/2), ‘pontban helyi maximum van’
0, Igy nem tudunk dénteni

Az, X

LAz, x 3/5*%157%(1/2), “pontban helyi minimum van’
> plot([f(x),D(£f) (x)],x=min (op (helyek))-1. .max (op (helyek))+1,
-50..50,color=[blue,red] ,thickness=[2,1] ,1legend=["£f(x)","D(£)

(x)"1);

-_— f(x)

D(f)(x)

>

| Lathatoan azx =0 helyen nincs széelsoertek!

Az fsolve hasznalataval

Sok esetben a solve eljaras nem vezet eredményre. Maskor pedig adott intervallumon keresiik a
szélsoertekeket. Ilyenkor alkalmazhatjuk a kovetkezo, szelsoertek, eljarast. Ennek paraméterei
rendre az f fliggveny, az intervallum baloldali €s jobboldali végpontja. Az eljaras csak akkor
mukodik, ha az f folytonos az adott intervalumon.

> szelsoertek:=proc()

> local szakad,gyok,g,f,a,b,i:



> global ertekek:

> f:=args[1]:

> a:=args|[2];

> b:=args[3]:

> if not(iscont(f(x) ,x=a..b,'closed’')) then RETURN( Az f nem
folytonos az adott intervallumon’) fi:

> g:=x->1/D(f) (x);

> szakad:=fdiscont(g(x) ,x=a..b,0.00001) ;

> if nops(szakad)=0 then RETURN( Az adott intervallumon nincs

stacionarius hely’):
> fi:
> for i to nops(szakad) do
gyok[i] :=op ({fsolve (D (f) (x) ,x=szakad[i])}) od;

> ertekek:=[a,seq(gyok[i],i=1. .nops(szakad)) , b]:
> for i to nops(ertekek)-2 do
if D(f) ((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2)<0 and D(f) ((ertekek[i+1]
+ertekek[i+2])/2)>0 then lprint( Az’ ,x=gyok[i], 'pontban helyi
minimum van ertéke’,f(gyok[i])) £fi:
> if D(f) ((ertekek[i]+ertekek[i+1l])/2)>0 and D(f) ((ertekek[i+1]
+ertekek[i+2])/2)<0 then lprint( Az’ ,x=gyok[i], 'pontban helyi
maximum van ertéke’,f(gyok[i])) fi:
if D(f) ((ertekek[i]+ertekek[i+1l])/2)*D(f) ((ertekek[i+1l]+
ertekek[i+2])/2)>0 then lprint( Az’ ,x=gyok[i], 'pontban nincs
helyi szélsoérték') fi:
od;
end:

\

VVVYV

A szelsoertek eljarason alapul a rajzolas eljaras. Ez felhasznalja a szelsoertek eljaras ertekek
nevu globalis parameteret, amely a stacionarius pontok listaja.
| Parameterei az f fliggvény, majd az abrazolas hatarai az x ill. az y tengelyen.

> rajzolas:=proc()

> local f,ertekek,a,b,pontok, pontokl,pontok2,vonal,i,vonalak,
pontkep,kep,c,d:

f:=args[1l]:

ertekek:=args[2]:

a:=args[3]:

b:=args[4]:

if not(iscont (f(x) ,x=a..b,'closed’')) then RETURN( Az f nem
folytonos az adott intervallumon’) f£fi:

c:=args[5] :d:=args[6]:
pontokl:=ertekek[2. .nops (ertekek)-1];

VVVVYV

vV V



> pontok2:=map (x->f (x) ,pontokl) ;

> pontok:=zip((x,y)->[x,y] ,pontokl,pontok?2) ;

> for i to nops(pontokl) do vonal||i:=plottools[line] ([pontokl
[1],0], [pontokl[i], f(pontokl[i])],6 color=green, thickness=2,
linestyle=3)

> od:

> vonalak:=plots[display] ({vonal| | (1. .nops (pontokl))}):

> kep:=plot([£(x) ,D(f) (x)] ,x=a..b,c..d,color=[blue,red],

thickness=[2,2]):
> pontkep:=plot(pontok,style=point,symbol=circle,color=red) :
> plots[display] ({pontkep, kep,vonalak}) ;
> end:

Példa.
Hatarozzuk meg az

(%)

f(x)=e sin (x)
szelsoertekeit a [ —10, 10] intervallumon!
| Megoldas.
> a:=-10;b:=10;
a=-—10
b:=10 (5.2.1)
7>'f:=x—>exp(—x/10)*sin(x);
1
-~ X
f:=x—>e( 10 jsin(x) (5.2.2)

EEIGszér a szelsoertek eljarast hivjuk meg.

> szelsoertek(f,a,b);
= -7.953650286, pontban helyi minimum van értéke, -2.204255617

Az, X

Az, x = -4.812057633, pontban helyi maximum van értéke, 1.609994235
Az, x = -1.670464979, pontban helyi minimum van értéke, -1.175944122
Az, x = 1.471127674, pontban helyi maximum van értéke, .8589127508
Az, x = 4.612720328, pontban helyi minimum van értéke, -.6273521845

LAz, x = 7.754312981, pontban helyi maximum van értéke, .4582197239
A rajzolas eljarast ezutan hivjuk meg. Az abrazolas parametereivel termeszetesen kiserletezniink
| kell, ha valoban "szép" abrat akarunk kapni.

> rajzolas(f,ertekek,a+l,b-1,-2.5,2);




Példa.
Vizsgaljuk meg az
fx)=e¢"—x —2
fiiggveny szelsoertekeit!

Megoldas.

> f:=x->exp(x)-x*3-2;
fi=x—e—x =2 (5.2.3)
[Némi kiserletezes utan rabukkanhatunk arra az intervallumra, amelyen szelsoerteket nyerhetiink.
> plot(f(x) ,x=-3..5,color=blue, thickness=2) ;




-12—

EAZ intervallum vegpontjai legyenek:
[>'a:=—3:b:=5:
> solve (D(f) (x));

—2 LambertW( —% J3 ) -2 LambertW( —1, —é J3 ) -2 LambertW( % J3 ) (5.2.4)

EA solve kozvetleniil nem adja meg a derivalt zerushelyeit. Dolgozzunk a szelsoertek eljarassal!
> szelsoertek(f,a,b);

Az, x = -.4589622675, pontban helyi minimum van értéke, -1.271382178

Az, X .9100075725, pontban helyi maximum van értéke, -.269248466

| Az, x = 3.733079029, pontban helyi minimum van értéke, -12.21610066

> rajzolas (f,ertekek,a,b,-13,11);




Termeszetesen hasznalhatjuk a stacionarius €s a szelsoert eljarasokat is. Ekkor azonban az evalf
| utasitas kozbevetésével kell a stacionarius helyek érteket "kikényszeriteni:

> helyek:=stacionarius (f) ;
helyek = [ —2 LambertW( é \/g ), -2 LambertW( —é 3 ), (5.2.5)

—2 LambertW( -1, —é \/E )}

> helyek:=evalf (helyek) ;
helyek == [ —.4589622676, 0.9100075730, 3.733079028 ] (5.2.6)

> for i to nops(helyek) do
> szelsoert(f (x) ,helyek[i]) ;

> od;

Az, x = -.4589622676, "pontban helyi minimum van’
Az, x = .9100075730, ‘“pontban helyi maximum van’
LAz, x = 3.733079028, ‘pontban helyi minimum van®

Példa.



Vizsgaljuk meg szélsoertek szempontjabol az
f(x) = —x

| fliggvenyt a [ —1, 1] intervallumon!
> f:=x->x*3-x"5;

f= xox —x°

> szelsoertek(f,-1,1);

Az, x = -.7745966692, pontban helyi minimum van értéke,
Az, x = 0., pontban nincs helyi szélsdérték
.7745966692, pontban helyi maximum van értéke,

| Az, X

> rajzolas(f,ertekek,-1.3,1.3,-2,2);

2.0

1.6—

1.2—

0.8—

-.1859032006

.1859032006

s
vV Példak

Példa.
Vizsgaljuk meg monotonitas es szelsoertek szempontjabol az

(5.2.7)



flx)=x¢"
alaku fiiggvenyeket, ahol a k pozitiv egeész szam!
Megoldas.
vizsgaljuk eloszor a k=1 esetet!
| > restart:
> f:=x->x*exp (x);

f=x—x¢

> Diff(f(x),x)=diff (£f(x) ,x);

g—ix (xex)=ex+xex

[Szorzatta' alakitva:
> Diff (f(x) ,x)=factor(diff (f(x),x));

g—ix (xex)=ex (1+x)

> zh:=solve(rhs (%) ,x);

EEzen a helyen a masodik derivalt:
> '(DQR2) ' (f) (zh)=(DQRR2) (£) (zh) ;
(D@ () (=1)=c"

| fuggveny.
> plot(f(x),x=-8..0.4);

[A fuggvény minden valos x-re differencialhato. Keressiik meg a derivalt zérushelyeit:

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

(6.5)

Ez pozitiv, tehat a fliggvenynek itt helyi minimuma van. Ebbol az is kovetkezik, hogy ennel kisebb
x ertekekre szigoraan monoton csokkend, ennél nagyobb x éertekekre pedig monoton ndvekvo a



[Legyen most k= 2!
> f:=x->x"2%*exp (x) ;

f=x—xe"

EEZ a fuggvény is minden valos x-re differencialhato. Keressiik meg a derivalt zérushelyeit:
> Diff(f(x) ,x)=diff (£f(x),x);

d 2 x X 2 x

< =2x +

™ (x ¢ ) xe +x¢
[Szorzatta' alakitva:

> Diff(f(x) ,x)=factor(diff (£f(x),x));
g—ix (x2 ex) =xe (2+x)
7> zh:=[solve (rhs (%) ,x) ]

zh =10, —=2]

[Ezeken a helyen a masodik derivalt:
> '(DQQ2) (£f) ' (zh[1])=(DRR2) (£) (zh[1])

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)

1NN\



(D)) (0)=2

(6.10)
ETeheit az x =0 helyen helyi (€s abszolut) minimuma van a fuggvenynek.
> '(DQQ2) (£f) ' (zh[2])=(DRA2) (£f) (zh[2])
(D®)(n)(=2)==2¢> (6.11)

 Tehdt azx = —2 helyen helyi maximuma van a figgveénynek. A monotonitasi viszonyok ebbol mar
adodnak, s az abrarol is latszanak:

> plot(f(x) ,x=-9..0.55);

A fuggveny a -2-n€l kisebb x ertekekre szigoruan monoton novekvo, a (-2,0) intervallumban
szigoruan monoton csokkend, pozitiv x-ckre szigoraan monoton novekvo.

| Vizsgaljuk meg most a figgvenyt altalaban:

> f:=x->x"k*exp (x) ;

fi=xoxe (6.12)

| A derivdlt:

> (D(f) (x));

/24N Ba AN



ki 2
Xke‘c k x

+x"e (6.13)
X
[Hozzuk ko6z0s nevezore:
> normal (%) ;
e (k+x) (6.14)
x
[Hozzuk cgyszerubb alakra:
> simplify (%) ;
TV (k4 x) (6.15)

A Maple bonyolult derivalt-kezelese ne tévesszen meg benniinket, a fliggvény minden x-re

derivalhato. Az is latszik, hogy a derivalt azx = —k €s az x =0 helyeken 0 értekli. Az x = —k helyen
mindig elGjelet valt a figgveny, paratlan k ertekek eseteén negativbol pozitivba, paros k ertekek
eseteén pedig pozitivbol negativba valt. Tehat azx = —k helyen minden pozitiv egesz k eseten helyi

szelsoerteke van a fuggvenynek, paratlan k eseten minimuma, paros k esetén maximuma. Az x =0
helyen paros k ertekek eseten van szelsoertek €s ez minimum.

| Az elsé hat k értekre adodo fuggvenyek kepe lathato a kovetkezokben:
> for k to 6 do

> kep]| |k:=plot(x*k*exp (x) ,x=-k-5..0.3*k,color=blue, thickness=2):
| > od:

> plots[display] (array(1l..2,1..3,[[seq(kep]| |k ,k=1..3)], [seq
(kep| |k, k=4..6)11));




1.5

7:6:5:4-3-2-1.0.

.3e?]

.2e2

1e2

Jx

L -8.-6.-4.-2. 0. -.1e28.-6.-4.-2. 0.
Példa.
Tekintsik az
f(x) =xIn(x)"

alaku fiiggvenyeket,ahol a k pozitiv egesz szam. Vizsgaljuk meg az ilyen alaku f fiiggvenyeket
szelsoertek szempontjabol!
Megoldas.
El6szor vizsgaljuk meg az els6 nehany k ertekre, mondjuk k=1, 2, 3, 4,5 esetén az adodo
fuggvenyeket!
Tehat irjuk a k helyere rendre a fenti ertekeket, majd "szabaditsuk fel a k erteket a k := 'k’ utasitassal!
Mi csak egy konkrét peldat €s az altalanos esetet "futtatjuk" le.
a) Specialis értékek esetén.

Tehat itt javasoljuk, hogy irjon a k helycre a 2 helyett rendre 1, 3, 4, 5 érteket és figyelje az adodo
eredmeényeket!

> f:=x->x*1n(x)"*k;k:=2:

fi=x—xIn(x) (6.16)

A derivalt, szorzatta alkitva:



> df:=factor (D (f) (x));
df=In(x) (In(x) +2) (6.17)
[Hozzuk a derivaltat egyszertbb alakra, €s keszitsuink beldle fliggvenyt:
> df:=unapply (simplify (%) ,x);
df:=x—1In(x) (In(x) +2) (6.18)
[Keressﬁk meg ¢s rendezziik a derivalt zérushelyeit:
> zh:=sort([solve (df(x) ,x)], (x,y)>is (x<y));
zh:=[%,l} (6.19)
e

Lathatoan paros k eseten a derivalt az 1 es az — is helyen elgjelet valt, paratlan k eseten pedig csak

¢
az lk helyen, Az 1 helyen az elojelvaltas negativbol pozitivba, az lk helyen pozitivbol negativba
¢
tortenik !
| A fenti eredményeket a kovetkezo utasitassorozattal is megkaphatjuk:
> hatarok:={0,4};

hatarok .= {0,4} (6.20)
> ertekek:=convert(zh,set) union hatarok;
ertekek == [O, 1, 4, lz ] (6.21)
¢
> ertekek:=sort(convert (ertekek,list), (x,y)->is(x<y)) ;
ertekek == [O, LZ’ 1, 4:' (6.22)
¢

I
\'%

for i to nops(ertekek)-2 do

if evalf (D(£f) ((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2))<0 and evalf (D(£) (

(ertekek[i+1l]+ertekek[i+2])/2))>0 then lprint( Az’ ,6x=ertekek

[i+1], 'pontban helyi minimum van értéke’, f (ertekek[i+1])) f£fi:

> if evalf(D(f) ((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2))>0 and evalf (D(£) (
(ertekek[i+1l]+ertekek[i+2])/2))<0 then lprint( Az’ ,6x=ertekek
[i+1], 'pontban helyi maximum van értéke’, f (ertekek[i+1l])) f£fi:

> if evalf(D(f) ((ertekek[i]+ertekek[i+1])/2)*D(£f) ((ertekek[i+1l]+
ertekek[i+2])/2))>0 then lprint( Az  , x=ertekek[i+1l], 'pontban
nincs helyi szelsoérték') fi:

> od;

Az, x = 1/exp(2), pontban helyi maximum van értéke, 4/exp(2)
| Az, x = 1, pontban helyi minimum van értéke, 0

> plot(f(x),x=0..1.8,color=blue, thickness=2) ;

Vv




O
(O

o
—_—

o
o

00 025 05 075 1.0 125

Eb) Most jojjon az altalanositas!
> f:=x->x*1n(x)*k;k:='k':
f=x—xIn(x )k

EA derivalt, szorzatta alkitva:
> df:=factor (D (£f) (x)) ;
k
g ) () +)
In(x)

> df:=unapply(simplify (%) ,x);
df =x—In(x)* "V (In(x) + k)

[Keressiik meg ¢s rendezziik a derivalt zérushelyeit:
> zh:=sort([solve (df(x) ,x)], (x,y)—>is (x<y))

zh = [l,lk
¢

EHozzuk a derivaltat egyszerubb alakra, €s keszitsuink beldle fuggvenyt:

1.5

1.75

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)



Lathatoan paros k eseten a derivalt az 1 €s az lk is helyen elgjelet valt. Az 1 helyen az elgjelvaltas
€

4
€ c

helyen valt a derivalt elgjelelet és negativbol pozitivba. Altalanosan is igazolt eredményiink tehat :

negativbol pozitivba, az lk helyen pozitivbol negativba tortenik. Paratlan k eseten pedig csak az —

, 1 o - ,
Ha a k paratlan, akkor csak az x = — helyen van szelsoertek es ez minimum, ha a k paros, akkor az
e

x= lk helyen helyi maximum van, at x = 1 helyen pedig helyi minimum. A szélsoertekek crtcke
e

| pedig:
> map (x->'f (x) '=simplify (f (x) ,symbolic) ,zh) ;

[f(1)=o,{§ j= (-1 )’“kke“’”} (627)

>

Példa.

" Hatdrozzuk meg, hogy az a valos parametertol fiiggoen hany valos gydke van az
egyenletnek!

2
x—i—ln((x—i_l ) )Za
X
Megoldas.

Az egyenlet bal oldalat alkoto kifejezesbol kepzett fuggvenyt vizsgaljuk.Ennek ertekkeszlete €s
| monotonitasa hatarozza meg a gyokok szamat.

[> restart:
> fi:=x->x+1n(((x+1)/x)"2);

2
f=xoxt 111[iﬂL J (6.28)

2
X

[A fuggveny minden valos x-re ertelmezhetd, kiveve az x = —1 €s azx =0 erteket.
> plot(f(x) ,x=-3..3,color=blue, thickness=2) ;




Az abra alapjan ugy tunik, hogy minden valos a mellett van gyoke az egyenletnek. A helyi
maximumnal nagyobb ill. a helyi minimumnal kisebb a értekekre 3 gyok van, a helyi
szelsoertekekkel egyezo ertekek eseten 2 gyok van, egyebkent 1 gyok adodik. Mindezeket igazoljuk
| a kovetkezokben.

[A ket szakadasi hely kornyezeteben jellemezziik a fuggvényt eloszor:

> Limit (£ (x),x=-1)=limit (f(x),x=-1);

2
lim [x + ln(m D= —w (6.29)

x——1 xz
> Limit(f(x) ,x=0)=1limit (£ (x),x=0);

2
lim | x +1n(@ D= . (6.30)

x—0 X
Masutt a fliggveny mindenitt folytonos, sot derivalhato, mert a polinomfliiggvenyek mindentitt

derivalhatok, a logaritmus fiiggveny minden pozitiv valtozoertekre derivalhato €s a racionalis

tortfiggveny is mindeniitt derivalhato, kivéve a nevezo zérushelyeit.

Keépezzik a derivaltfuggvenyt €s hatarozzuk meg annak zerushelyeit, a lehetséges helyi

| szélsoertekhelyeket!




> Diff (f(x),x)=diff (f(x),x);

2 (x+1) 2(x+1)2)2
S22ty

d (x-l—l)2 )j_ i X
Colxm| L | =14 6.31
dx (X n( 7 (x+1) o

EA derivaltat egyszerubb alakra hozva:
> Diff (f(x) ,x)=simplify(diff (£(x),x));

d (x+1 )2 P x—2
o+ 1 = 6.32
A R G x (x4 1) (6.32)
EA derivalt zérushelyei:
> zh:=[solve(rhs (%) ,x)];
zh=[1, —2] (6.33)

EA masodik derivalt értéke ezeken a helyeken:
> '(DRR2) (f) ' (zh[1])=(DEE2) (£) (zh[1]) ;' (DRR2) (£) ' (zh[2])=(DRR2) (£)
(zh[2]);

[((D®)n)(1)=3

((D(”)m)(—z)=_73 (6.34)
[A map utasitas segitsevel rovidebben is eljarhatunk:
> map (x->' (DR@2) (£f) (x) '=(DRR2) (f) (x),zh);
—3
{((b®)n))=2. ((pP)n)(-2)=52 | (639)

 Tehdt azx = —2 pontban helyi maximum, azx = 1 pontban helyi minimum van. Ezek értéke:

> £ (zh[1])=£(zh[1]) ;
f(1)=1+21n(2) (6.36)

> £ (zh[2])=£(zh[2]) ;
f(=2)=—2—-21In(2) (6.37)

EAbrézoljuk a fuggvenyt és elso derivaltjat kozos rendszerben:
> plot([£(x),D(f) (x)] ,x=-8..8,-20..20,thickness=[2,2],color=[blue,
red] ,discont=true) ;




0] 2.5 5.0 7.5

" A monotonitdsi viszonyok egyértelmiien adédnak most mdr. Még az értékkészlet végleges
| megallapitasahoz sziikséges vizsgalat, a — co-ben €s a co-ben vett hatarértekek:

> Limit(f(x),x=infinity)=1limit(f(x) ,x=infinity)

2
lim |x +ln[@ - (6.38)
x— o ¥

> Limit(f(x),x=-infinity)=1limit(f(x) ,x=-infinity)

2
lim (x + ln(m J =—o0 (6.39)

2
X

X— —

> al:=f£(zh[1]);a2:=£(zh[2]);
al =1+21n(2)

a2 :=-—2-—2In(2) (6.40)
7Igazoltuk tehat, hogy ha a < —2 —In(4) vagy 1 +1In(4) < a, akkor 3 gyok van, ha a egyenld

ezen ertekek valamelyikével, akkor ket gydk van, ha pedig a a ket értek kozott van, akkor egy gydk
van.

:Ugy tunik, hogy egyenes a fliggveny aszimptotaja. Mikor is mondjuk,hogy az y=mx + b egyenes




I I

aszimptotaja az f fuggvenynek?

Definicio

lim

X— 0o

Az y=mx + b alaku egyenes az f fuggveny aszimptota egyenese, ha:
Mj =m ¢s lim (f(x)—mx)=b
X X— 00
teljestl.
Az m érteket tehat a kdvetkezo hatarertek adja:

> Limit(f(x)/x,x=infinity)=1limit (£ (x)/x,x=infinity);

(x+1)

2
= =1

x+1n

lim
X— o© X

> m:=rhs (%) ;

EA b értekeét az alabbi limesz szolgaltatja:

> Limit (f(x)-m*x,x=infinity)=limit (£ (x)-m*x,x=infinity);

2
lim ln(m ]—0

2
X— o X

> b:=rhs (%) ;

Az aszimptota:

> y=m*x+b;
y=x
> aszimptota:=unapply (rhs (%) ,x);
aszimptota := x—Xx

>
> plot([f(x),aszimptota(x)],x=-6..6,title="A fuggveny
aszimptotaja' ,color=[blue,red], thickness=[2,1]) ;

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)



A faggweny és aszimptotaja
10

Az dbra alapjan ugy tinik, hogy f kdzeéppontosan szimmetrikus. A szimmetriakozeppont az
aszimptota €s a fuggvenygorbe metszespontja lehet.
| Hatarozzuk meg ezt a pontot:

> x0:=solve (f (x)=x);

0:=— 6.47
x0:= = (6.47)
> £(x0);
—1
S 6.48
5 (6.48)
. e , 1 1 . . , 11
A szimmetriakozeppont tehat a Py | — 57> pont lehet. Toljuk el az f fuggvenyt av = 3
| vektorral:
> g:=unapply(f(x-1/2)+1/2,x);
2
? X+ % ’
g=x—x+In (6.49)

)

N[ =



> plot([g(x),x],x=-10..10,discont=true,-10..10,color=[blue,red],
thickness=[2,1]);

Az dbra azt mutatja, hogy a transzformalt fuggveny paratlan. Igazoljuk ezt! A rendszerrel kozolni
kdUmng%ﬁﬁMi%:

[> assume (x,real) ;additionally (abs (x)<>1/2) ;

7Azt kell megmutatni, hogy minden |x| #% eseteng (—x)= —g(x),azazg(x) +g(—x)=0

> g(x)+g(-x) ;

— X~

-4

| Alkalmazzuk a logaritmusra vonatkozo azonossagot:
> combine (g (x)+g(-x)) ;

=
!
+
N | —
[
_|_
=3
+
N[ —
o

(6.50)

j

N [ —




2 2
3] (o)
2 2 (6.51)

)
| ’ 2 2
' M az eldbb is felfedezhets volt, de most mar meginkabb latszik allitasunk igazsaga. A simplify
| utasitas vegrehajtasa utan ezt a rendszer is "felismeri".
> simplify (combine (g (x)+g(-x)));
0 (6.52)
[Ma’sképpen is eljarhatunk. Ismert ugyanis a kovetkezo:

Tétel.

Legyen az f(x) fuggveny az I intervallumon (az I lehet zart, nyitott, felig nyitott, véges vagy
vegtelen) értelmezett, folytonos €s az intervallum belsejeben differencialhato figgveny. Ekkor az I
intervallumon akkor €s csak akkor allando, ha f' (x) = 0 teljesiil az I intervallum minden belsd

| pontjaban.

> h:=unapply (g (x) +g (-x) ,x) ;
2

2
x~+% —x~+ %
h=x~—In (6.53)
2
N_l 1)
i 2 2
> Diff(h(x),x)=D(h) (x);
( 1)2 1 2
x~+ = —X~+ =
j%-ln 2L |t 2 (6.54)
~ 1 l
(” 2) (’“N 2
2 x~+l 2 x~+—
ey
P
_ 2 2
2
1
(x~+2>
1 1)
2| —x~4+ = 2 —x~4+ = 2
.2y
(3] (=3 2
+ 2 1 2
| ~1)
> simplify (D (h) (x)) ;
0 (6.55)

:> h(3);

49 25
ln( >s )+ln(—9) (6.56)




> simplify (h(3));
0 (6.57)

I I

>

Tehat a derivalt azonosan 0, igy h allando, de pl. #(3) =0 tehat g(x) + g(—x) =0, azaz az eltolt
| fuggveny paratlan.

V Kérdések, feladatok

V Ellenorzo kérdések
1.Milyen elégseges feltetelt ismer arra vonatkozolag, hogy a differencidhato fiiggveny az x,,

ponton szigoruan monoton novekvdéleg haladjon at?

2.Differencialhato fuggvenynek mely pontokban lehet helyi szelsoerteke?

3. Hogyan szol Rolle téetele?

4. Mi a Lagrange-tétel geometriai jelentése?

5. Mi a feltétele annak, hogy az (a,b) intervallumon differencialhato fiiggveny ezen az
intervallumon csokkeno legyen?

6. Milyen elégséges feltételeit ismeri annak, hogy a differencidlhato f fiiggveénynek az x,, helyen

helyi szelsoerteke legyen?

V Gyakorlé feladatok

1. Vizsgaljuk meg, hogy az f fuggvény a megadott [a,b] intervallumban teljesiti-e a Lagrange-
tetel felteteleit, s ha igen, adja meg az (a,b) intervallumban az 6sszes olyan § erteket, amelyre a
tétel teljesul.

L1 f(x)=x +1, [-24]; 14 f(x)=x —2xX +x+3, [-1,1];

12 f(x)=x+ %, (L4l  L5.f(x)=—, [0,2];
x (x—1)

13.f(x)=4 +x—1, [15; 16.f(x)=k—3|, [-1,4]

2. Legyen P, (xl, ) ) és P, (xz, Y2) az y=a ‘+bx+e parabola ket tetszoleges pontja,
Py (x3, y3) a PP, iv olyan pontja amelyben a gorbehez hiizott €rint6 parhuzamos a P P, hurral.
X, X,
2
3. Bizonyitsa be, felhasznalva Rolle tetelet, hogy egy harmadfoku polinomfiiggvenynek

legfeljebb harom valds zerushelye lehet!
4. Hatarozza meg az alabbi fuggvenyek monotonitasi intervallumait €s helyi szelsoertekeit:

4.1.f(x)=3x—x5 42f(x)=xX —6xX +9x—4; 43. f(x)=(x—2) 2x+1)" 44
2

Sy =

45. f(x) =2 —1In(x?) ; 4.6.f(x)=2sin(x) +cos(2x); 4.7.f(x)=

L f(x)=x ln(x)z.

Bizonyitsuk be, hogy x; =

4x .
xz—l—l ’

4.8.




