Konvexitas. inflexio

Ebben a fejezetben a figgvenygorbe tovabbi alaki sajatossagaival ismerkediink meg. A konvexitas-
konkavitas lenyeges informaciot hordoz a fuggveny novekedesi itemenek valtozasarol.

V¥ A konvexitas, konkavitas és az inflexio fogalma

Tekintsiik a kovetkezo fuggvenyt:
E > restart:

> £:=x->(1-2"(-x+10) )/ (2* (142~ (-x+10)) ) +1/2;
| —o(—x+10) 1

f2=x—>2+22(_x+10) +§ (1.1)

> solve((D@@2) (£) (x)) ;
10 (1.2)

> plot(f(x) ,x=0..20,color=blue, thickness=2) ;
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A fiiggvény szigortian monoton ndvekvd. Novekedésének iiteme kb. az x = 10 értékig egyre
| nagyobb, innent6l viszont egyre lassuloan novekszik.

[Figyeljﬁk most a fuggveny ¢s erintdinek viszonyat:

erintok:=proc(f,a,b,n, k)

local i,t,rajzl,rajz2,pont;
pont:=plottools|[point] ([10,£(10)],color=cyan,symbol=circle):
for i from 1 to n do

t:=a+(b-a)/n* (i-1);
rajzl:=plot (f(x) ,x=a..b,color=blue, thickness=2):
if i=1 or i=n then
rajz2:=plot(D(£f) (t) * (x-t)+£(t) ,x=t-.5*k* (b-a)/n..t+0.5*k* (b-a)
/n,color=red, thickness=2): else
rajz2:=plot (D (f) (t) * (x-t)+£(t) ,x=t- (k+1) * (b-a) /n..t+(k+1) * (b-a)
/n,color=red, thickness=2): fi:

kep| |i:=plots[display] ([rajzl,rajz2,pont]):
od;



t> end:

n:=20:k:=2.7:

erintok(£f,1,18,n,k):
plots[display] ([kep| | (1..n)],title="Figyeljuk az érintd és a
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fuggveny viszonyat',6 insequence=true) ;

Figyeljuk az érint6 és a fuggvény viszonyat
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7Am1'g a figgveny egyre gyorsabban novekszik, addig €rintGje a fliggveny "alatt van", a lassulo
novekedes intervalluman pedig az érintdk a "fuggveny folott" helyezkednek el.

Definicio.

Ha az [a,b] intervallumon differencialhato f figgveny barmely [a,b] -hez tartozo pontban huzott
erintGje a gorbe alatt (felett) helyezkedik el, akkor azt mondjuk, hogy a fliggveny gorbéje az [a,b]
intervallumban alulrol konvex (konkav).

Ha a fuggveny nem feltetleniil differencialhato az [a,b] szamko6zon, akkor a kovetkezokeppen
definialhatjuk az el6z6 fogalmakat:

Ha az f figgveny gorbenek megfeleld darabja az [a,b] tetszoleges pontjaihoz tartozo szeld alatt

(felett) helyezkedik el, akkor azt mondjuk, hogy az f gorbeje az [a,b] intervallumon alulrol konvex
| (konkav).




Definicio.
A konvex ¢s konkav ivdarabok talalkozasi pontjat inflexios pontnak nevezzik.

Szeretnénk elégseges feltetelt nyerni a konvexitasra-konkavitasra €s az inflexios pont létezésere!
| Rajzoljuk ol az elGbbi f figgvenyt és elsé és masodik derivaltjat!
> plot([£(x),D(f) (x), (DQRQA2) (£f) (x)],%x=2..18,color=[blue,red,green],
thickness=2,legend=["£f","D(£f)"," (DQR2) (£)"]);
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Azt latjuk, hogy amig a fiiggvény elso derivaltja novekvo és ezzel egyiitt masodik derivaltja
pozitiv, addig a fiiggvény alulrol konvex. Azon az intervallumon pedig, ahol a derivalt
csokkeno és egyidejuleg a masodik derivalt negativ a fiiggvény konkav. Ez altalaban is igy van,
errdl szol a kovetkezo szekcio elso tetele.

V¥ A konvexitas vizsgalata

Tétel.




2
Ha az f fiiggveény masodik derivaltja, :x f(x) az [a,b] intervallumon pozitiv (negativ), akkor a

fuggveny gorbeje az [a,b]-n alulrol konvex (konkav).

A helyi szélsoertek 1étezésére vonatkozo feltétellel analog az inflexios pont 1étezéscre vonatkozo
szukséges feltétel.

Tétel.
A legalabb kétszer differencialhato f fliggvénynek csak olyan x,, pontban lehet inflexidja, ahol
masodik derivaltja nulla, azaz

2
Z)=0 Ok s =0 vy (D)) ) =0,

Az inflexids pont létezesere vonatkozo elegseges feltetel is analog a helyi sz€lsoertekre vonatkozo
tetellel, itt eggyel magasabb rendu derivalt szerepel.

Tétel. (Az inflexios pont létezésére vonatkozo elso elégséges feltétel.)

P
Ha — f(xo) 0 és — 5 f(xo) az x, pontban eldjelet valt, akkor az f* fiiggvénynek az x,, pontban
dx
inﬂexmja van.

Mas jelolessel:
Ha f" (x;) = 0 és " (x) az x, pontban eldjelet valt, akkor az f fliggvénynek az x, pontban inflexioja

van.

Tétel. (Az inflexios pont létezésére vonatkozo masodik elégséges feltétel.)

3
Ha — f (xo) 0¢s é f (xo) #0, akkor f-nek az x,, helyen inflexios pontja van.

Szavakban kifejezve ha azx helyen az f masodik derivaltja nulla €s a harmadik derivaltja nem
nulla, akkor f-nek az x,, helyen inflexios pontja van.

Példa.
Hatarozzuk meg az

f(x)=2x2 —x

fiiggveny konvexitasi intervallumait és inflexios pontjanak koordinatait!

Megoldas.
Vegylik fol a fuggvenyt!
> f:=x->2*%x"2-x"3;
fi=x—2F =% 2.1

[Képezzﬁk a masodik derivaltat.



> Diff ('f(x)',x$2)=(DRR2) (£f) (x);
2

L fx)=4—6x (2.2)
dx

2

A solve utasitassal megoldjuk a % f(x)=0 egyenletet:
d

7> zh:=[solve(rhs (%)) ];
2
=15 2.3
zh [3} (2.3)
[Ha ezen a helyen a harmadik derivalt nem nulla, akkor valoban van inflexios pont:
> '(DQE@3) (£) ' (zh[1])=((D@R3) (£) (zh[1]));

“mevﬂ(§>=—6 (2.4)

" A harmadik derivalt negativ a masodik derivalt zerushelyen, tehat van inflexios pont. Egyuttal azt is
tudjuk, hogy a masodik derivalt csdkkend, tehat konvex ivet konkav valt fol. A figgveny es a
| masodik valamint a harmadik derivalt:

> plot([f(x),D(f) (x), (D@QR2) (£f) (x),0] ,x=-1..2,-4..4,color=[blue,
red,green,white], thickness=2,legend=["£f" ,"D(£)"," (D@Q@2) (£)"," "]
) ;
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EAZ inflexios pont masodik koordinataja:
> £(2/3);
16
> (2.5)
| Ennek kozelitd értéke:
> evalf (%)
0.5925925926 (2.6)

>

V¥ Kérdesek, feladatok

Ellenorzo kérdesek

1. Definialja a konvexitas, konkavitas €s az inflexios pont fogalmat!

2. Milyen informaciot nyujt a differencialhato fuggvény viselkedéserol a gorbe konvexitasa?
3. Mit mondhatunk a gorbe konvexitasarol, ha derivaltja novekvé (csokkend)?




4. Mely pontokban lehet a legalabb ketszer derivalhato fuggvenynek inflexioja?
5. Hogyan donthetjiik el, hogy egy adott pontban van -¢ inflexios pont?

V Gyakorlo feladatok

Hatarozza meg a kovetkezo fuggvenyek konvex €s konkav szakaszait €s inflexios pontjait:
LA =32 = 2.0 =V 1+ 300 =el ™) 4 ) =1 +22) ;5. 50) = m1—>
6. f(x)=xsin(In(x)). *
2. Mutassa meg, hogy az f(x) = xz+ L
x +1

fuggvenynek harom inflexios pontja van €s ezek egy

. egyenesen helyezkednek el!



