Trigonometrikus fiiggvények integralasa

V¥ Természetes kitevoju hatvanyok

1) Jsin (x)" dx , Jcos(x Ydx Jsin (x)" cos(x)" dx
integralasa. (n,m termeszetes szam)

alkalmazzuk. Amint ezeket mar levezettik:

cos(x)2=% n cos(22x)
sin(x)2=% _ cosgzzxz

> Int(cos(x)”2,x)=Int(1/2+1/2*cos (2*x) ,x);

Jcos(x)z dx = % + % cos(2 x) dx

> Int(cos(x)”*2,x)=int(1/2+1/2*cos (2*x) ,x);
cos(xY dx =1 x + + sin(2x)

2 4
> Int(sin(x)*2,x)=Int(1/2-1/2*cos (2*x) ,x);

cos(2 x) dx

N | —

Jsin(x)zdx= % —

> Int(sin(x)”*2,x)=int(1/2-1/2*cos (2*x) ,x) ;

sin () dx = % X i sin (2 x)

7> sin (x) *4=(combine (sin(x)*2))*2;
= (L1 ’
sin(x) = ( 5 7o cos(2 x))

> sin(x)“4=combine (rhs (%) ,trig) ;

g8 2

' a)Han>2 és paros, akkor az elsé ket esetben vagy a linearizalo formula ismetelt
alkalmazasaval, vagy parcialis integralas segitsegevel boldogulhatunk. A harmadik integral a

sin (x)* + cos(x)* =1 Osszefuigges segitsegevel az el6zok valamelyikere vezethetd vissza. Példa:

sin(x)*=> — L cos(2x) + % cos(4x)

7> Int(sin(x)*4,x)=Int(3/8+1/8*cos (4*x)-1/2*cos (2*x) ,x) ;

A sin(x) €s a cos(x) integralja alapintegral. Legyen eloszor n = 2. Ekkor az un. linearizal6o formulat

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)



qufm=

o | W

1 cos(2x) + 1 cos(4 x) dx

2 8

7> Int(sin(x)”*4,x)=int (3/8+1/8*cos (4*x)-1/2*cos (2*x) ,x) ;
. 4.3 1. 1.

sin(x) dx= 2 X—= sin(2x) + 0 sin (4 x)

integalasara.
Lassuk példaként a sin (x )" integralasat!

> with(student) :# A student csomag tartalmazza a szukseéges
eljarasokat

4

Jsin(x)" dx=—sin(x) """ cos(x)

+thﬂxf"_mcoﬂxfdxn—lﬁﬁwxﬁn_mcoﬂxfdx

7> lhs (%$)=op(1l,rhs (%)) +simplify (op(2,rhs(%))+op(3,rhs(%)));
ﬁn(x)"dx==——ﬁn(x)(”_l)cos(x)4—J;h1(x)01_2)cos(x)2dx(n-—l)

:> lhs (%) =subs (cos (x) *2=1-sin (x)*2,rhs (%)) ;
shﬂxfdx=—%ﬁﬂxﬂn_ncoﬂx)+¥Fﬁmxﬂn_2)(l—sm(xf)dxﬁi—l)

> lhs(%)=op(1l,rhs (%)) +expand(op(2,rhs (%)), trig);

qufm=—mmm“‘”wqm+ ﬂﬂigmn— ﬂiﬂ;u—&mufwn
sin (x) sin (x)

+ Jsin (x)" dx

7> lhs (%) =simplify (solve (%,Int(sin(x)”n,x)));
—sin(x) """ cos(x) +J3in<x><”‘”dx" _Jsin(x)(n_z)dx

n

Jsin (x)"dx=

Innen lathato, hogy / = Jsin (x)" dx jeloléssel:

A parcialis integralas segitségével rekurziv formulat nyerhetiink a sin (x)" ,cos(x)" ill. tan(x)"

(1.7)

(1.8)

7> Int(sin(x)*n,x)=simplify (intparts (Int(sin(x)”*n,x),sin(x)*(n-1)))

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)



\4

~sinx)" Deos(x) , (DI,
I=— p -

> intsin:=proc(n::posint)
option remember:
if n=1 then RETURN (-cos(x)) fi:
if n=2 then RETURN( x/2-sin(2*x)/4) fi:
-sin(x) *(n-1) *cos (x) /n+ (n-1) *intsin(n-2) /n:

end:

Szamitsuk ki az eljarassal a Jsin (x)° dx értékét

> intsin(3);

—% sin(x)2 cos(x) — % cos(x) (1.14)

| Ellendrizziik az eredményt drivdldssal:
> diff (%,x);

—% sin (x) cos (x)? + % sin (x)° + % sin (x) (1.15)

[Hozzuk egyszerubb alakra:
> simplify (%) ;
sin (x)° (1.16)

B) Ha a kitevd vagy a kitevok valamelyike paratlan, akkor f*f' tudunk eldallitani. Példaul:

7> Int(sin(x)*3*cos (x)*2,x)=Int(sin(x)* (l-cos (x)*2) *cos (x)"*2,x) ;

sin (x)° cos(x)zdx=Jsin(x) (1 —cos(x)?) cos(x)? dx (1.17)

:> Int (sin(x) * (cos (x) *2-cos (x) *4) ,x)=int (sin(x) * (1-cos (x) *2) *cos (x)
*2,x);

Jsin(x) (cos(x)2 — cos(x)4) de% cos(x)5 — % cos(x)3 (1.18)

Trigonometrikus szorzatok osszeggé alakitasa

2. A sin (nx)sin(mx),sin(mx) cos(nx) €s cos(mx) cos(nx) alaku kifejezesek integralasa.
Ezeket a kifejezeseket O0sszegge alakithatjuk:(Lasd: a Fuggvenytablazatban )

> sin(n*x) *sin (m*x) = combine (sin(n*x)*sin (m*x) , trig)

sin(nx)sin(mx)= % cos(nx —mx) — % cos(nx +mx) (2.1)

> sin(n*x) *cos (m*x) = combine (sin(n*x)*cos (m*x) ,trig);



sin(nx) cos(mx)= % sin(nx +mx) + % sin(nx —mx) (2.2)
7> cos (n*x) *cos (m*x) = combine (cos (n*x) *cos (m*x) ,trig) ;
cos(nx)cos(mx)= % cos(nx —mx) + % cos(nx +mx) (2.3)
7> Int(sin(n*x) *sin (m*x) ,x)=Int (1/2*cos (n*x-m*x)-1/2*cos (n*x+m*x) ,
X);
fsin(n x)sin(mx) dx= % cos(nx —mx) — % cos(nx +mx) dx (2.4)
7> Int (sin(n*x) *sin (m*x) ,x)=int (1/2*cos (n*x-m*x) -1/2*cos (n*x+m*x) ,
X);
fsin(nx) sin(mx) dx=1 S0Cr=m)x) 1 sin((n+m)x) (2.5)
2 n—m 2 n+m
V Szogfiiggvények racionalis fliiggvényei
Trigonometrikus fiiggvények racionalis fiiggvényeinek integralasara minden esetben
alkalmazhato a
x
:t —_
e
helyettesites
Valamennyi szogfiiggveny kifejezhetd a tan( )EC ) racionalis fuggvényekeént:
X X
‘ - 251n(2>cos( ) 2tan(2) Y
sin(x) = = .
sm( ) +cos( ) tan(x) +1 £+l
Tehat: sin(x) = 2
A+t
Hasonloan nyerhetd, hogy:
cos(x) = 3
1 +7¢
A dt differencialra pedig:
7> t=tan(x/2) ;
t=tan(%x> (3.1)
> isolate(%,x);
x=2arctan(t) (3.2)
> dx=diff (rhs (%) ,t) *dt;




1+7

x:="x':

Int(1/sin(x) ,x)=changevar (tan(x/2)=t,Int(1/sin(x) ,x),t);

1 _
Jsin (x) =

1 B 2 _ 1 _ _
Sin(x)dx— —Zl+t212tdt J’ de=In(|d) ln(

2 dt
£+1

dx =

tan (

N | &=

2

)

sin (2 arctan(¢)) (t2 +1

)dt

lhs (%) =Int (map (z->expand(z) ,op(rhs(%))) ,t);

sin (x)

lhs (%) =value(rhs (%)) ;

sin (x)

L = %dt

L dx=1In(?)

lhs (%)=subs (t=tan(x/2) ,rhs (%)) ;

1
sin (x)

)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)



