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I 4. hét: Variacio szamitas, variacios feladatok




A variacioszamitas fogalma

» Funkcional széelsoerteke:

» 1(y) =
f: F (x,y(x),y’(x), e,y (x)) dx = extremum

» melyben y(x) egy bizonyos jol definialt fliggvényosztaly
eleme. Mechanikai feladatoknal jellemzo, hogy tovabbi

felteteleket, un. perem- es mellékfelteteleket is teljesitenie
kell.



Funkcionalok tipusai

» Egyvaltozos feladatok:

» 1(y(0) = J, F(x,y(0),y'(x))dx
» 1) = J) F (2,00, (0, .,y () dix

» 1(Y1, Y2, Yn) = f; F(x,yl(x), v Yn(0), y1" (%), ...,yn’(x))dx

» Tobbvaltozos problemak, melyek parcialis derivaltakat tartalmaznak:
» I(ulx,y)) = ffﬂ F(x,y,u,u,, uy)dx dy
» I(u(x,y,2)) = fffR F(x,y,z,u,u,, Uy, u,)dx dy dz

» Paraméteres feladatok: x = x(t),y=y(t) ésa <t <f

» I(x,y) =faﬁF(x,y,5c,y)dt



Klasszikus feladatok
[zoperimetrikus probléma

» Adott keruletu sikidomok kozul meghatarozzuk a
legnagyobb teruletut

» pl.a marha boreével szerzett orszag, Karthago alapitasa, Dido
tortenete Vergilius Aeneas-abol



Mechanikai feladatok kozelitd
megoldasainak hibacsokkentdé modszerei

» Hibafeltetelt ket kritérium alapjan szokas felvenni:

» Stacionaritasi, vagy hossz-feltétel: a hibavektor kivalasztasa utan
a felirt bilinearis alak érteke legyen minimalis.

» Ortogonalitasi, vagy vetuleti feltétel: a kiszemelt hibavektor egy
altérre legyen ortogonalis.
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figgvény egyutthatdinak ortogonalitasi feltételre
meghatarozasara egyszerusodik
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Megoldas Galjorkin-modszerrel

» A Galjorkin-modszer a legaltalanosabb alakban megadott
ortogonalitasi feltételt hasznalja ezért nemlinearis
differencialegyenletek esetén is alkalmazhato:

(du,v) =0
» A sulyozott maradekok hibaelven alapul:a h képhibanak

zerusnak kell lennie, a zérus fuggveny pedig ortogonalis minden
az ()-on értelmezett integralhato v fuggvenyre.

(f —du,v) =0 VveM

» Jeloljuk u,-el a kozelitd szamitashoz elore felvett n darab (a Bu=20
peremfeltételt kielégitd, kello szamban folytonosan derivalhatd) linearisan
fuggetlen ¢; fuggvény linedris kombinaciéjat: u, = Xi-, ¢;@;

» Az ortogonalitasi feltétel v-ben linearis, igy ha az M,, linearis tér egy bazisara
ortogonalis a hiba, akkor az M,, minden elemére is ortogonalis lesz.

(f — P(c;;),my)=0 k=1,..,n



[smeétlés: 1. Példa: peremeérték feladat

N » EA = konst.
, » egyensulyi egyenlet:
l | do _ pkx)
’ dx A
N p(x) = ax ..
~ ; » geometriai egyenlet:
Al ix u g
£ =—
d*u(x) dx

» anyag egyenlet:

u(0)=0 és () =0 o=Ee¢



1. Példa megoldasa Galjorkin-modszerrel

peremfeltételek

u(0) =0




1. Példa megoldasa Galjorkin-modszerrel

d‘u ., . ,
» L = —EAQ linearis operator

» Y ci{los, i) —(f,e))=0 i=1.2

» c1{Lpq, 1) + 2L, @1) —{f,91) =0
» c1{Lpq, @2) + oL@y, @) —(f,@2) =0

X (Lo, ¢q1) <L§02;<P1>] [2] _ [(f: P1)

(Lp1, @2) (Loz, @3) (fr92)



1. Példa megoldasa Galjorkin-modszerrel

4 d? 4 1 2 ?
4 (L§01,§01> = f —EA d§021 @1dx =f —EA (—z) (X _ch_{)) dx = EAE

%) (x5 dx = Ea;

2
» (L, 0q) = f EAd;p2<P1dx: ' —EA

o o —EA(
» (Lo, @) = [ EAd:;”; pdx = [ —EA(=3) (x —25) dx = EAZ
» (Lo, @) = [ EA‘ZZ’;Z Ldx = (f—EA(—i—x)(x—;—;)d = EAY

 {fo00) = Jy £ = [ ax (2 = 57) de = 557

24
x3 4at3
» (Fo92) = Jy f @adx = [ ax (x — ) dx ==
C1 = 0
¢ 50 5a£’3 c, = at’
3 12 2EA
> EA 5¢ 8¢ l 4a{’3 > a x3
12 15 U= Cyp, = m(fzx — ?)



Megoldas Ritz-modszerrel

» A kvadratikus funkcional minimumtetele kimondja, hogy ha egy
Lu = f, Bu = 0 alakd peremérték-feladatban L pozitiv
operator, akkor ehhez a peremértek-feladathoz
hozzarendelhet6 egy F(u) funkcional. Ha a peremérték-
feladatnak letezik egy uy € D; megoldasa, akkor ebben (és

kizardlag csakis ebben) az u, pontban az F(u) funkcionalnak
minimuma van.

» Ez forditva is igaz. Ha egy u, fliggvénynél van az F (u)
funkcional minimumpontja, akkor uy a peremertek-feladatnak
legalabb gyenge megoldasa is egyben.

konst. szim.

%(g, h) = %jﬂ (ug —w)(f — Lu)dQ = %fﬂ (Uofr+ ubuw=uglu= uf)dQ

F(u) = %(Lu,u) —(f,u) = min!



Megoldas Ritz-modszerrel

1
» F(u) = E(Lu, u) — (f,u) = min!
» Mivel L pozitiv operator, parcialis integralassal:
1
F(u) = E(Ru, Ru) — (f,u) = min!

Ebbol kovetkezoen a Ritz modszer bazisfuggvenyei alacsonyabb rendi
derivalasi feltételek esetén is hasznalhatoak, hiszen az R operator rendje
az L operétorénak a fele.

VAN

kozelitjuk: w,, = )i, c;p;

1 .
» F(cq, ..y Cpy) = E(Lun, u,) — (f,u,) = min!

dr(u) _
d: Xj= (Lo, @) —(f,0i) =0 i=1,2..n




1. Példa megoldasa Ritz-modszerrel

» F(u) = %f: (—EA%)u dx — fo{) ax u dx = min!

Parcialis integralassal:

EA (£ (du)? £
- — —_— —_ — N |
» F(u) o (dx) dx fo ax u dx = min!
fuggvenyt kapjuk, ami megegyezik a szerkezet teljes potencialis

energiajaval.



1. Példa megoldasa Ritz-modszerrel

peremfeltételek

bazisfliiggvények du
SEYE u(0) = 0 ) =2 _ g
dx
0
0

P1 =X 1

@z = x* 20
Derivaltak: o, =1 0y = 2x
» F(u) = 2 [[(cy + 20,2007 dx — [ ax(cyx + cx%)dx = EA (e, +



1. Példa megoldasa Ritz-modszerrel

3
' 27 at”
- £ o) 2
} 3 [ ] =
[2 i Co al?
i 3 . =
» Innen: _ _ 7at
1™ 12EA
_ at
“2= T LEA




1. Példa




1. Példa




1. Példa

» u(x) = Y7 ¢ ’
X v
_x " 0 @
» u(x) =cq {1 {’1} +C -ty (T €3 {x_{)l} l
0 1-— ! 1) x
)
1
du —i {)_ 0
» e(x) = — =0 { f’l} +cy ¢ te3 {l} N
0 e b2

1 f du\ 2
» =3 [TEA(SS) dx — Qulaeo — Fuls—

S 1)2 I
4 H— > fO C1£1+C2£1 dx+

EA, ~fi+0 1)? .:
2 (t1T1t2 )dx—QC1_FC3

1
, (ertt ey
2 Je, CZ£2+C3£2



1. Példa

1 1 2 2
H_T(_Clz-l_CZZ) ‘gl +T(_C25+C3Z) ‘gz_QCl_FCS

aCZ 2 2‘?1 '€1 ' ‘fz
ol  EA, 1 1

= 20— — 2¢C —)—F=O
661 2 3'82 2'62

A1 —4A 0 |
{)j A flA A [ ,

—47] 1 2 —412
B e o [CZ =9
0 —A, A, C3 F

! o b




1. Példa

» A megoldas menete:

» Az egyszerUsitett matrixegyenlet megoldasa:

£ ?,A1+£1A
c, =F—éscy = F =2
EA, EA, A,

» Visszatérve a teljes egyenletrendszerhez:
a masodik egyenletbol:c; = 0
az elso egyenletbol: Q = —F reakcioerot kapjuk.

» Az elmozdulasfuggveny:

(X
0 t totyttidy [ O

» u(x) = F— _p. (T F X—4q
EA1 1 . X 1 EA]_AZ

\ t2 )




A sajatos bazisfuggvény felvétel elonyei

» A minimumfeltetelt leiro egyenletrendszerben az
egyutthatomatrix
» szimmetrikus és
» szalagszerkezetl is egyben.

» A zerustol csak egyes szakaszokon kulonbozo specialis

bazisfuggvenyek és egyutthatoik felirasa egyszeruen
algoritmizalhato, tipizalhato:

X X Cr—C ’
» x <4, szakaszoncl(l——)+cz—=cl+ 2 1xésa
1 1 1
X X C3—Cy — —
» x >4y szal<aszoncz(1—7)+637=Cz+ 3{) Xhax =x—+¥;
2 2 2

» A ¢; egyutthatoknak kozvetlen fizikai tartalmuk van,
megegyeznek az i-dik csomopont elmozdulasaval.



Definiciok

» A variacios feladatok stacionaritasi elvre épulo, Ritz-modszerrel
torténo megoldasan belul a szerkezetet ,,elemekre” oszto es az
elemekhez specialis bazisfuggvenyeket valaszto technikat nevezzuk
vegeselemes szamitasi modellnek.

» Definicid a mintapélda alapjan.

» A veges elemek modszere a Ritz-modszer specialis esete, amelyben
sajatosan megvalasztott bazisfuggvényekkel hajtjuk vegre egy
stacionaritasi feladat megoldasat.

» Ez a definicido nem teljes, hiszen a Galjorkin-modszer a maga altalanosabb,

ortogonalitasi feladataval éppen igy alkalmas véges elemes technika
megfogalmazasara.

» A veges elemek modszerenek lenyege a kozelito eljarasoknal a
geometriai €és a matematikai fuggvenyter finitizalasaval egyutt jaro
sajatos bazisfuggveny megvalasztasi technika.

» Ez a definicio altalanosabb, minden olyan esetben ezt kell hasznalni,

amikor egy peremertéek-feladatnak nincs stacionaritasi alakja és a
megoldast csak az ortogonalitasi feltétel alkalmazasa adhatja.



A véges elemek modszerének {0bb lépései

I. A szerkezet elemekre osztasa (a geometriai finitizalas).

2. A szerkezet vizsgalatahoz szukseges specialis
bazisfuggvenyek kivalasztasa (a fuggvenyter finitizalasa).

3. A részekre osztott szerkezet elemeihez tartozo
matrixok eloallitasa.

4. A szerkezet egeészehez tartozo egyenletrendszer
osszeallitasa.

5. Az egyenletrendszer megoldasa, az ismeretlen valtozok
meghatarozasa.

6. A feladat vizsgalatahoz szukseges ugynevezett
masodlagos valtozok szamitasa.



T

gy ,altalanos” rudelem vizsgalata




Az elmozdulasok

» Matrixok segitségevel:
u = Nv,
» N a bazisfuggvenyek matrixa:
N =[Ny N;]

—1_5% _ 5
Ny =1 . es Nz_l’e

» V, az elem csomoponti elmozdulasainak vektora:



A potencialis energia

» Egy altalanos szerkezeti elem eseteben:

1
= f (Lu)TDLudqQ — j (Lu)'DgydQ — f ulp.dsS — f u'p,dQ
Q Q S Q

Lu = LNv, = Bv, ahol a B = LN matrixot alakvaltozasi matrixnak nevezzik.
D az anyagi merevségi matrix

€0 a kinematikai terheket

P és Py a peremen és tartomanyon muikodo terheket jelenti.

» A konstans v, csomoponti elmozdulasokat az integralokbdl kiemelve:

1
H=—veTj B'DBdQv, —v,! JBTDson+j NTp.dS + f NTdeQ>
)

2
‘r\ , ‘ faY el A
LY \=s4& J ' LY /
K q
S elemi_merevségi matrix____________ Az elem_csomopontjaira redukalt terhek vektora -
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