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PMMANB311 Matematika I.
RESZLETES TANTARGYPROGRAM
Hét | Ea/Gyak./Lab. Témakor
1. |3 oraeldadds |A matematika nyelvének elemei, definicio, tétel, szimbolumok, jelek

2 ¢ra gyakorlat

szerepe. A matematikai logikai alapfogalmai, logikai miiveletek,
igazsagtablak, logikai dramkorok.

2. |3 oraeldadas |Vektor fogalma, vektorok Osszeaddsa, kivonasa, szammal vald
2 ora gyakorlat | szorzdsa. A Descartes-féle derékszogii koordinéta rendszer, a vektor
koordinatai.
3. |3 oraceldadds |Felméré teszt a kozépiskolas anyagbél. Két vektor skalaris és
2 ora gyakorlat | vektorialis szorzata, tulajdonsagai, kiszdmitasa koordinatakkal adott
vektorok esetén.
4. |3 6raeldadas | Vektorok vegyesszorzata, vektorok koordinatageometriai
2 ora gyakorlat | alkalmazasai: sik és egyenes egyenlete.
5. |3 6raeldadas |Valos szamsorozat fogalma, megadasi modjai. Korlatossag,
2 ora gyakorlat | monotonitds, konvergencia, divergencia fogalma. Miveletek
konvergens ¢és divergens sorozatok kozott. Korlatossdg, monotonitas,
konvergencia kapcsolatara vonatkozd tételek. Nevezetes sorozatok
ap=1/n; ap=q"; ay=(1+1/n)0.
6. )
SZUNET
7. |3 6raeldadas | A leképezés és a fiiggvény fogalma. Egy- és kétvaltozos valds
2 ora gyakorlat | fiiggvény megadasa, tulajdonsagai. Osszetett és inverz fliggvény
képzése. Elemi fliggvények osztalyozasa.
8. |3 oraeldadas |1. Zarthelyi dolgozat. Algebrai és transzcendens filiggvények
2 ora gyakorlat |tulajdonsagai. Egyvaltozos fliggvény végesben és végtelenben vett
hatarértékének fogalma. Jobb- és baloldali hatarérték.
9. |3 oraeldadds |Filiggvény adott pontbeli folytonossaga, a szakadds fajtai. Folytonos
2 ora gyakorlat | fliggvényekre vonatkoz6 tételek. Egyvaltozos valds fliggvény
differencia- és differencial-hanyadosdnak fogalma, geometriai ¢és
fizikai jelentése.
10. |3 6raeldadas |A  derivaltfliggvény  értelmezése. A  folytonossdg és a
2 ora gyakorlat | differencidlhat6sag kapcsolata. Derivalasi szabalyok.
11. |3 6ra eldadas | Hatvanyfiiggvény derivélasa. Osszeg-, szorzat-, hanyados-, dsszetett-
2 ¢ora gyakorlat | és inverz fliggvény derivalasi szabalya. Elemi fliggvények derivalasa.
12. |3 6raeldadds |Egyvaltozos fliggvény magasabb-rendii derivaltja. A differencial-
2 ora gyakorlat | szamitas kozépértéktételei. A 1'Hospital-szabély, Taylor-formula.
13. |3 6raeldadas |2. Zarthelyi dolgozat. Derivalhaté fliggvény monotonitasanak ¢és
2 ora gyakorlat | sz€élséértékének vizsgélata a derivalt segitségével.
14. |3 6raeldadas |Konvexitas, konkavitds, inflexidos pont fogalma. Differencidlhato
2 ora gyakorlat | fiiggvények esetén ezek kapcsolata a masodik derivalttal. A teljes
fliggvényvizsgalat 1€péseli.
15. | 3 ora eléadas

2 ora gyakorlat

Potlasok
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I. AMATEMATIKAI LOGIKA ELEMEI

1. Alapfogalmak

A matematikaban az Aallitdsokat, kijelentéseket itéleteknek nevezzilk és az itéletet
alapfogalomnak tekintjiik.

A tovabb nem bonthatd, egyetlen allitast tartalmazo6 itéleteket elemi itéleteknek nevezziik. Az
Osszetett itéletek elemi itéletekbdl épiilnek fel.

Minden itélet az alabbi két tulajdonsag koziil pontosan az egyikkel rendelkezik: vagy igaz,
vagy hamis.

Az igaz itélet logikai értékét 1 o
) o -val jeloljiik
a hamis itélet logikai értékét:

el < Elemi itélet (egyetlen allitast tartalmaz)
télet .
Osszetett itélet (elemi itéletekbdl épiil fel)

PELDA
8 oszthato 4-gyel Elemi itélet; igaz
A fizika természettudomany Elemi itélet; igaz
Mit csinélsz holnap? Nem itélet
A kutya emldsallat és sin x>2 Osszetett itélet; hamis
Minden négyszog téglalap Elemi itélet; hamis
Ne kiabal;j! Nem itélet

2. Logikai miveletek

2.1 Negacio

DEFINiCIO. Adott A  itélet tagadasa a ,nem A” itélet, melyet az A itélet

crer

A hamis.

A negaci6 miivelettablaja ill. értéktablazata:

A | kA
1 h
h i
PELDA
A (itélet): 3 osztdja 6-nak igaz
K A (itélet): 3 nem osztdja 6-nak hamis
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2.2 Konjunkcio

DEFINiCI1O. Adott A ¢és B itéletek konjunkcidjanak nevezziik ¢s AwB (olv: A és
B)—uvel jeldljiik az ,,A és B” Osszetett itéletet. Az AwB itélet akkor és csak akkor igaz,
ha A is igaz, B is igaz.

A konjunkcio értéktablazata:

2.3 Diszjunkcio

DEFINICIO. Adott A ¢és B itéletek diszjunkcidjanak nevezziik és AwB (olv: A vagy
B)—vel jeloljiik az ,,A vagy B” (megengedd értelmii vagy) Osszetett itéletet. Az AwB
itélet akkor és csak akkor igaz, ha A és B koziil legalabb az egyik igaz.

A diszjunkcid értéktablazata:

A | B | AoB
i i i
1 h 1
h 1 1
h h h

2.4 Implikacio

DEFINICIO. Adott A és B itéletekekbdl A elétaggal és B utotaggal képzett
implikaciénak nevezziik és AWYB-vel jeloljik a ,,ha A akkor B” Osszetett itéletet. Az
AWB itélet akkor és csak akkor hamis, ha A igaz, B hamis.

Az implikaci6 értéktablazata:

A | B | AYB
1 1 1

1 h h

h 1 1

h h 1

2.5 Ekvivalencia

DEFINiCIO. Adott A és B itéletek ekvivalencidjanak nevezzik és A]B (olv. A
ekvivalens B)—vel jeloljiik az akkor és csak akkor A, ha B Osszetett itéletet. Az A]B
akkor ¢és csak akkor igaz, ha A és B logikai értéke egyenld.
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Az ekvivalencia értéktablazata:

A | B | AB
i i i
i h h
h i h
h h i
2.6 Kidolgozott példak
1. PELDA Készitsiik el az AY(BYA) formula értéktablazatat!
Megoldas
A | B | BYA | APBYA)
1 1 1 1 Tehat a formula érteke
i h i i mindig igaz
h i h i
h h i i
2. PELDA Készitsiink értéktablazatot a kAwk (kAwB) formulahoz!
Megoldas
A B | kA (x K (K K Aok (k
AnB AnB) AwB)
i 1 h i h h A formula
i h h h i h értéke
h i 1 1 h h mindig
h h 1 1 h h hamis
3. PELDA Igazoljuk a kovetkezd azonossagot: A]B = (kK AoB) @ (k BoA)!
Megoldas
A | B |kA K kB K (x AoB) @ (x AlB
AwnB BowA BwA)
i i h i h i i i
i h h h i i h h
h i i i h h h h
h h i i i i i i

Mivel (kK AoB) @ (k BoA) és A]B logikai értéke mindig azonos, ezért valoban igaz
az azonossag.
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II. AHALMAZELMELET ALAPJAI

— A halmazelmélet a matematika 0j fejezete az 1800-as évek 2. felében Cantor német
matematikus vezeti be a halmazelméleti alapfogalmakat (halmazok szamossagaval is
foglalkozik)

— A halmazelmélet nagy jelentéségii, mert a matematika minden aganak modellje felépithetd
halmazelméleti fogalmakkal.

1. Alapfogalmak

1.1 Alapfogalmak, jelolések

A halmaz alapfogalom a matematikéban (bizonyos meghatarozott, kiilonb6z0, valdosagos vagy
gondolatban kialakitott dolgoknak az dsszesége)

Jelolések: AB,C,....H, ... — halmazokat L
jelolnek
a,b,c,....,h, ... — elemeket
aeH jelentése — ,,a” eleme a H halmaznak

— ,,a” benne van a H halmazban
— H halmaz tartalmazza az ,,a” elemet
b (H jelentése — ,,b” nem eleme a H halmaznak

PELDA vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket

N':  apozitiv egész szamok halmaza

N: anemnegativ egész szamok halmaza

Z: azegész szamok halmaza
3eN de 0[N, 100 € Z
1N, lez

1.2 Halmazok megadasa

Egy halmazt adottnak tekintiink, ha minden dologrol, elemrdl egyértelmiien el tudjuk donteni
eleme-e a halmaznak vagy sem.

A halmazok megadasi modjai

a) Analitikus uton: elemeinek felsorolasaval (ha ,kevés” véges sok elemet tartalmaz),
vagy annyi elemének felsorolasaval (ha végtelen sok eleme van), hogy abbol barmely
eleme képezhetd legyen.

PI. A:= {Joska, Pista, Pali}
B:=1{2,4,6,...,2n, ...}

b) Szintetikus tton: a halmaz elemeit valamilyen tulajdonsaguk alapjan adjuk meg (tehat,
ha A halmaz azon x dolgok halmaza, melyek t tulajdonsaggal rendelkeznek, akkor ezt
A= {x| t(x)}-el jeloljiik.

PI. C:={x,|xe N+, 3 | x és x<100}
(C a 3-mal oszthato, 100-nal kisebb pozitiv egész szamok halmazat jelenti)

10
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1.3 Halmazok egyenlosége

DEFINICIO. Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlének, ha elemeik
ugyanazok.

PI: 1) {1,2,3,4} =1{4,3,2, 1}
2) {1,2,3} # {a,b,c}
3) B:=1{2,4,6,...,2n, ...}
C={x,|xeN,2|x}
D:= {a pozitiv paros szdmok halmaza}
B=C, de B#D D={B}={C}

8(D (D-nek egyetlen eleme van!)

1.4 Ures halmaz

DEFINICIO. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, ilires halmaznak
nevezziik, és @-val jeloljiik.

PIL: = {az egyenld oldalu tompaszdgli haromszogek}

1.5 Venn-diagram

A sik zart gorbevonallal hatarolt pontjaival szemléltetiink halmazokat.

PELDA M: = {a vizsgan kaphat6 osztalyzatok}={1, 2, 3, 4, 5}

2,5

2. Részhalmaz, tartalmazas

DEFINICIO. Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezziik, ha A minden
eleme B-nek is eleme.

Jele: AcB wv. BoA

DEFINiCIO. Az A halmaz valddi részhalmaza B-nek, ha A része B-nek, de A #B.

Jele: AcB . BoA

11
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3.1

3.2

©)

TETEL Minden A-ra AdA reflexivitas
Ha  A¢B és BoA, akkor A=B antiszimmetria
Ha  A¢B és BoC, akkor ApC tranzitivitas

D¢ A, minden A-ra

TETEL ABA egyetlen A-ra sem all fenn
Ha  ASB, akkor Bl A
Ha AJB és BAC, akkor ASC

3. Miiveletek halmazokkal

Halmazok metszete

DEFINICIO. Két halmaz metszetén v. kozOs részén azoknak az elemeknek a
halmazat értjiik, amelyek mindkét halmazban benne vannak.

Jelolés: A és B halmaz metszete Al1B

Szemléltetés:

% ANB

>

ANB

DEFINICIO. Ha A-nak és B-nek nincs kozos eleme, ANB # &, ekkor az A és B un.
diszjunkt halmazok.

Halmazok egyesitése

DEFINiCIO.  Két halmaz egyesitésén v. unidjan azoknak az elemeknek a halmazat
értjiik, amelyek a két halmaz koziil legalabb az egyikben benne vannak.

Jelolés: A és B halmaz egyesitése ~ AUB

12
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Szemléltetés:

7 AR

TETEL — Tetszbéleges A, B halmazokra fennallnak az
AIBOA dAyB ¢és AIB¢B ¢ AxB
tartalmazasi kapcsolatok.

—Ha A¢B, akkor AIB=A ¢s AyB=B

3.3 Halmazok metszetének és egyesitésének miiveleti tulajdonsagai

TETEL Tetszo6leges A, B, C halmazokra

1. AI(B1C)=(A1B)1C Ax(ByxC) = (AxB)xC asszociativ
2. AIB=BIA AyB =ByA kommutativ
3. AlIA=A AyA=A idempontens
4. A1(AxB)=A Ay(AIB)=A elnyelési tul.
5. A1(BxC)=(A1B)x(A1C) Ay(BIC)=(AyB) 1(AxC) disztributiv

3.4 Halmazok kiilonbsége

DEFINICIO. A és B halmazok kiilonbségén értjiik A 0Osszes olyan elemének a
halmazat, amelyek nincsenek a B-ben.

Jele: A(B

Szemléltetés:

A [
B ) A

Képletben: A(B = {x|x0A, de x (B}

TETEL — Tetszdleges A, B halmazokra
A\B=A((A1B)=(AxB)B
—~Ha A(B=0],ha A¢B

13
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3.5

3.6

3.7

Komplementer halmaz

DEFINICIO. A H halmaz valamely A részhalmazdnak H-ra vonatkozo
komplementerén értjiikk a H(A halmazt.

Jelslése: An =H(A v. A =H(A
TETEL — H halmaz tetszdleges A és B részhalmazaira

(&) = A

AlA =0 , Ay A =H

A1B=AcB , AUB =A"B 7 (de Morgan képletek)
Hatvanyhalmaz

DEFINiCIO. Egy H halmaz 0sszes részhalmazai ujabb halmazt alkotnak, ezt
nevezziik a H hatvdnyhalmazanak.

Jele: P(H) — H hatvanyhalmaza; H halmaz P(H) alaphalmaza
A¢H ugyanazt jelenti mint A0 P(H).

PiLpa H={l,2,3}

Részhalmazok: H, =0
Hy = {1} Hs = {2} Hy= {3}
Hs={1,2} He={2,3} H;={1,3}
Hg=Hs={1, 2, 3}

Hi¢H (i=1,...,8)

Most H elemeinek szama: 3

P(H) elemeinek szdma: 8 = 2°

MEGJEGYZES: Altaldban is igaz, hogy ha H elemeinek szama n(véges!), akkor P(H)
elemeinek szama: 2"

Halmazok Descartes-szorzata

DEFINiCIO. A H;, H,,..., H, nemires halmazok Descartes-szorzatin a
kovetkezd halmazt értjiik:

H]HHzHH3 .. HHn = {(h], hz,. . .,hn} | h10H1, hzOHz,. . .,hnOHn}

SPECIALIS DESCARTES-SZORZATOK

1. Ha H;=1|, Hy=|
HiHH, = [HI= F={x y)[x0] yol}
P — a rendezett valos szamparok halmaza

14
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a rendezettség miatt pl: (2, -1) [1 (-1, 2)
(az elemek sorrendje fontos!)
F— szemléltetve: a sik

2. HHI=B={xy,2)|x0]y01] z0}
|3 — arendezett valds szamharmasok halmaza
P szemléltetve: a tér

3.8 Szamhalmazok

Természetes szamok halmaza Jele: N
N: = {a pozitiv egész szam ésa 0} = {0, 1,2, 3, ...}
Elvégezheté miiveletek: dsszeadas, szorzas, kivonas

Egész szamok halmaza Jele: Z
Z:=10,-1,1,-2,2,-3,3, ...}
Elvégezheté miiveletek: dsszeadas, szorzas, kivonas

Raciondlis szamok halmaza Jele: Q

Q:={x|x= g,pOZ, q0Z,q #0}

Elvégezhetd miiveletek: dsszeadés, szorzas, kivonas, osztas (0-val nem osztunk!)
(Tehat a raciondlis szamok, a két egész hanyadosaként felirhato szamok.)
A racionalis szamok tizedestort alakja: véges v. végtelen szakaszos tizedes tortek.

Pl: 5, -4 1247 %: 0,3
Irracionalis szamok halmaza Jele: Q°

Q= {a végtelen nem szakaszos tizedestortek }

irracionalis szdm: nem irhat6 fel két egész hanyadosaként
1

Pl: 5; -4; 12,47; \/5,311, g3, cos6, log,4, 23 stb.
A valds szamok halmaza Jele: |
=QxQ

A valos szamhalmaz szemléltetése Venn-diagrammal

15
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3.9 Halmazok szamossaga

Véges sok elem esetén: az elemek szama adja a halmaz szdmossagat

s 1. } elemil halmazokrol
beszélhetiink: >~ nem megszamlalhatoan végtelen sok

III. VEKTORALGEBRA

1. Alapfogalmak, alapmiiveletek

1.1 A vektor fogalma

A vektor fogalma a fizikabol szarmazik.
A fizikai mennyiségek lehetnek:
a) skalar jellegi mennyiségek: értékiik egyértelmiien megadhatd egyetlen valds szammal
PL.: tavolsag, tomeg, 1d6, hdmérséklet, munka stb.
b) vektor jellegi mennyiségek: iranyitott szakasszal adhatok meg (melyet nagysaga,
allasa, iranyitdsa hataroz meg)
PL.: elmozdulas, sebesség, erd, gyorsulas stb.

DEFINICIO. Vektoron iranyitott szakaszt értiink, melyet hossza, alldsa és iranya
hataroz meg.

e
ey
@
N
@

I

l=n

©

A AB, CD, ...

A avektor kezddpontja
B a vektor végpontja

MEGJEGYZES:
A matematikaban a vektort szabadnak tekintjiik! A kezddpontja tetszéleges!

DEFINICIO. Vektor abszolut értékén a vektort abrazolo iranyitott szakasz hosszat
(nagysagat) értjiik

Jele: |g

b |h

- [A5]

DEFINICIO. Két vektor egyezd allasi, ha az Oket tartalmazd egyenesek
parhuzamosak.

DEFINICIO. Két vektor egyenld, ha abszolut értékiik, allasuk és iranyuk
megegyezik.
PL.:

16
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A

I
|
(on

\

|
H
[e)

N

DEFINICIO. Azt a vektort, melynek abszolut értéke nulla, zérusvektornak
(nullvektornak) nevezziik.

A zérusvektor allasa ¢€s iranya tetszéleges.

Jele: 0 ; |0]=0

DEFINICIO. Azt a vektort, melynek abszolut értéke egységnyi, egységvektornak
nevezzik.

MEGJEGYZES:

A ( v#0 ) vektorral azonos allast és irdnyu egységvektort  vp-al ~ vagy

ey-vel jeloljiik.
DEFINICIO. Kollinearis (parhuzamos) két vektor, ha allasuk megegyezik.

DEFINICIO. Komplanarisak azok a vektorok, amelyek egy sikkal parhuzamosak.

DEFINICIO. Két vektor szdge, az Gket tartalmazo egyenesek 180 -nal nem nagyobb
szoge.

1.2 Vektorok osszeadasa

DEFINICIO.

1. Az a és b vektorok (g, bell’ ) 0sszegén azt az a + b —vel jeldlt vektort értjiik, amely

az a kezddpontjatbol a b végpontjaba mutat.
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2. Ha a ¢és b kiilonboz6 allasuak, akkor a + b vektort megadja az a és b-vel (mint
oldalakkal) szerkesztett paralelogramménak, a vektorok kozos kezddpontjabol
indul¢6 atlovektora.

MUVELETI TULAJDONSAGOK

a,b,c 0P tetszOleges vektorokra
atb=b+c¢
at(te~atb+c
at0=a
at(-a)=0 (ahol —a, a -ellentettje
|-a|=]al , -a|la, de ellentétes iranynak)

1.3 Vektorok kivonasa

DEFINiCIO. Az a és b vektorok a - b —vel jelolt kiilonbségén azt a vektort értjiik,
amelyet b —hez hozzaadva az a-t kapjuk.

Nem kommutativ
b-a#a-b

18
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1.4 Vektor szorzasa skalarral (vektor szamszorosa)

DEFINICIO. Az a vektor és a A valds szam Aa -val jelolt szorzatan azt a vektort
értjiik, amelynek abszolut értéke |A||al, alldsa megegyezik a allasaval, irdnya a irdnyaval
egyenld, ha A > 0, a -val ellentétes irdnyu, ha A <0

Tehat |Aa| = [A|la]
Aa || a

MUVELETI TULAJDONSAGOK:
ab0of Ape |

a, = | | -a a irany( egységvektor , haa=0

1.5 Vektorok linearis kombinacidja
DEFINICIO. Az aj, a,..., 8 vektorok linedris kombinacidjan a
Aar+hat ..+ hax

vektort értjiik, ahol A € | i=1,...,k

1.6 Vektorok felbontasa
1. TETEL
Ha a # 0, akkor barmely a-val parhuzamos (kollineéris) v egyértelmiien eléallithato a
linedris kombinacidjaként, azaz létezik egyértelmiien meghatarozott a € R, hogy

v=aa
Bizonyitas. Legyen via és az0
Ekkor két eset lehetséges
o) Ve =2 B)  Ve=-a
o) esetén Y=Ye'¥|=ae'V|:ﬁ'9'|2|=%'§
a a
1
ahol a,=—-a
a
Tehat X:M@:a'ﬂ ahol Q:M
| la]
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PMMANB311
: ! Y
B) esetén v=y,[y|=-a |y =-—-aly=-7a
[a [l
, Y v
Tehat v=—"—-a=o0-a ahol oa=-—
i la
Ha v=0 |, akkor v=0=0-a all fenn, azaz a=0
2. TETEL Két vektor akkor és csak akkor parhuzamos, ha legaldbb egyik a masik
SZAMSZOorosa.
Bizonyitds. Az 1. TETEL ¢és a szammal valo szorzés definicigjabol adodik.
(Nem végezziik el.)
3. TETEL Ha két vektor a és b nem parhuzamosak, akkor az a és b vektorok

sikjdba es0 barmely v egyértelmiien eldallithato az a és b vektorok linearis
kombinéciojaként, azaz 1étezik olyan a , B € R, melyekre

Bizonyitas. Végezziik el a kovetkezo szerkesztést!
a B A szerkesztés egyértelmiiségébol
kovetkezik, hogy a és 3
b’ egyértelmiien meghatarozott.
A
a
MEGJEGYZES: A 3. TETEL igy is megfogalmazhato:
Ha adb és a,b,v  komplanarisak, akkor v egyértelmiien eléallithatd
a é b linearis kombinacidjaként.
4. TETEL Hérom vektor akkor és csak akkor komplanaris (egysikt), ha legalabb

egyikiik a masik kettd linearis kombinacidja. (Nem bizonyitjuk.)

5. TETEL Ha a, b, ¢, nem komplanaris (egysiktl) vektorok, akkor a tér barmely v
vektora egyértelmiien eléallithato az a, b, ¢ vektorok lineéris kombinacidjaként.

Bizonyitds. A bizonyitas gondolatmenete azonos a 3. TETEL bizonyitdsaval.
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A szerkesztés egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy o, B, y € R wvalés szamok
egyértelmiien meghatarozottak.

v=mtyc=aa+pb+yc

MEGJEGYZESEK

1. Két nem parhuzamos vektor a sikot, harom nem egysik vektor a teret ,kifesziti”, mert
linearis kombinaciokkal a sik, ill. a tér minden vektora egyértelmiien eléallithato.

2. A sik 2 nem parhuzamos vektora a sik egy bazisa, a tér 3 nem komplanaris vektora a tér
egy bazisa.

DEFINICIO. A tér nemkomplanaris, k6zos kezddpontbol felmért a, b és ¢ vektorok
az adott sorrendben jobbrendszert alkotnak, ha c irdnyabol nézve az a vektor az
oramutaté jarasaval ellenkezd 180 -nal kisebb szogili forgatassal a b iranyéaba forgathato.

7

Ic*

e

MEGJEGYZESEK

1. Haa,b,c jobbrendszer = b, a,c balrendszer!
2. A jobbrendszert jobbkeziink ujjaival, a balrendszert balkeziink ujjaival szemléltetjiik.

1.7 Vektor koordinatai

Vegyiink fel a térben egy O pontot, valamint az O ponttdl kiinduldé hidrom, péaronként
egymasra merdleges egységvektort, jelolje dket i, ], k és alkossanak ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert. Ezeket nevezhetjiik bazisvektoroknak. Az i, j, k a tér bazisa.
(ortonormalt bazis!).

Az 5. TETEL értelmében a tér barmely v vektora egyértelmtien felirhat6é a bazisvektorok
linearis kombinacidjaként. Legyen a felbontas

v=xityj+zk
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V4 N
zk RN
5 P
A%
k
yi N

O \\\ > 7 7 y

i
xi RN

X

DEFINiCIO. Az x, y, z valos szamok a v vektor koordinatai, az x i, y ], z k vektorok
a v vektor komponensei (az 1, ], k bazisban).

Tehat a v koordinatait egy rendezett szdmharmassal

a v=(X,Y,2) — sorvektoros alakban szoktuk kifejezni,
X
de v=|y — oszlopvektoros alakban is hasznélhatjuk.
z
MEGJEGYZES

1. Masik bazist is valaszthattunk volna!
2. v koordinatai fiiggnek a bazisvektorok valasztasatol.
3. Assik, pl. az x, y sik v vektorat
v=xityj+0z=xi+ty]
alakban allithatjuk eld, igy v koordinatai

v=(x,y,0) v=(y)
X

V= { } rendezett valds szampar
y

4. A tér v vektorai és a tér P pontjai kozotti kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés miatt a v €s
P végpontjanak koordinatdi azonosak.

A v a P pont helyvektora.

1.8 Miiveletek koordinataikkal adott vektorokkal

TETEL A v; = (X1, V1, Z1) és a Vo = (X2, Y2, Z2) adott vektorok esetén v; = v, akkor és
csak akkor, ha x| = Xa, y1 = y2, 7| = 7, egyszerre teljesiil.

TETEL A v=(X,y, z) vektor A-szorosanak Av -nek koordinatai Av = (Ax, Ay, Az).
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TETEL Az a=(ajap as) ¢&s b = (b, by bs) vektorok 0Osszegének,
kiilonbségének koordinatai:

g+l_)=(al+bl,a2+b2?a3+b3)

a-b :(al —b;,a, b, a; _b3)
2. Vektor szorzasa vektorral
2.1 Vektorok skalaris szorzata

DEFINiCIO. Két vektor skalaris szorzatan a két vektor abszolut értékének és az
altaluk bezart szog koszinuszanak szorzatat értjiik.

Jele: ab

Képlettel: ab:=|a|b]-cos(a, b)E

MEGJEGYZES: A skalaris szorzat eredménye nem vektor, hanem skalar mennyiség.

MUVELETI TULAJDONSAGOK

a,b,c tetszOleges vektorok a, P e |
a(ab)=(aa)b
a(ab)=a(ab)

(aa) (Bb)=(aB)ab)
ab=ba
a(b+tc)=abtac

TETEL Két vektor skalaris szorzata akkor €s csak akkor 0, ha a két vektor merdleges

egymasra.
Bizonyitas.
1. rész: Ha alb, akkor a-b=0 Most ezt bizonyitjuk!
Ha alb, akkor (a,b)l=90°, és cos90°=0 = ab=0
2. 1ész: Ha a-b=0, akkor a.lb

Legyen a-b=0 azaz |g||lg|-cos(g,b)|] =0 = alb Mostezt bizonyitjuk!

Ha a=0 = a=0 ¢ésa 0Llb
Ha b=0 = b=0 ¢ésa Ola
Ha |g|¢0, h|¢0, akkor cos(g,h)D:O = cos(g,l_))D:90°
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PELDA 1, ],k alapvektorok (paronként merdlegesek, jobbrendszer)
ij=jk=ki=1-1-cos90° =0
.. j=ik=0

jj=kk=1-1-cos0° =1

1=
I
—

Il
[

1

LR L
|

| b
=

Il
l—

TETEL Koordinataival adott két vektor skalaris szorzata:

Ha

|
I

(al,az,aS):(ali+azj+a3k)
b=(b,b,,b;)=(b,i+b,j+b.k), akkor

a-b=ab, +a,b, +a,b,

Bizonyitas.

ab=(aji+a,j+ak)(bi+b,j+b,k)=
a megfeleld miiveleti tulajdonsagot felhasznéalva
(a,i)(b,i) +(ali)(b2j)+ (i) (bsk)+
(221) (bud) #(221) (b21) #(21) (bsk) +
(a;k)(b,i) +(a3k)(sz) +(a;k)(bsk) =
=ab,i’ +ab,ij+ab,ik+
a,b ji+a,b,j’ +a,b, jk+
a,bki+ab,kj+a,b,k’=ab, +a,b, +ab,
a korabbi eredr_nények felhasznalasaval

a abszolut értékének Kiszamitasa

PELDA
Legyen a=(2,1,0), b=(-1,2,-6) a-b=? , [a=?
Megoldis ~ a-b=2-(-1)+1-2+0-6=0 = alb
A TAE 0 A
A FIZIKABAN

A munka: egy pontszertli, egyenes palydn mozgo6 testre hatd allando eré munkaja:

24



PMMANB311 Matematika I.

s}

W=IE[-coso-Jr| =E -1

)

skalaris szorzat

|
-

Tehat: w

Il
e
]

2.2 Vektorok vektorialis szorzata

DEFINICIO. Két vektor vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amelynek
— abszolut értéke a két vektor abszolut értékének ¢s a kozbezart szogilik
szinuszanak szorzata,
— é&llasa mindkét tényezOre merdleges
— irdnya pedig olyan, hogy az elsd tényez0, a masodik tényezd és a vektori
szorzat ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.

Jelolés: axb a és b vektorialis szorzata

axbf:= ] ofsin o, b)E

a,b,axb ebben a sorrendben jobbrendszert alkot

MUVELETI TULAJDONSAGOK

a,b,c tetszéleges vektorok ; o, peR

TETEL Két vektor vektorialis szorzata akkor és csak akkor zérusvektor, ha a két vektor
parhuzamos (egyezo allasu).

Bizonyitas. Legyen a két vektor a ésb
— Ha a=0 (v b=0) a tétel trivialisan teljestil
— Ha Ha a=#0, b+#0
1. rész: Ha al b, akkor axb=0
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Bizonyitas. Ha a| b, akkor (a,b)E=0° v. 180°,
de ekkor |g><l_)| = |g||l_)| sin (g,l_))E =0, de
ez azt jelenti, hogy axb=0
2. 1rész: Ha axb=0, akkor a b
Bizonyitds. laxb|=|a||b|sin(a,b)E=0 = sin(a,b)E =0,

tehat (a,b)E=0° v. 180°

PELDA 1,1,k alapvektorok (jobbrendszert alkotnak!)
ixi=jxj=kxk=0 el6z0 tétel szerint
ixj=k Jxk=1 kxi=]

TETEL Koordinataival adott két vektor vektorialis szorzata:

Ha a=(aa,a,), b=(b,,b,,b,), akkor
axb= (azbs _asbz)i_(albs —a3bl)j+(a1b2 _azb1)1§
Bizonyitas.

axb=(a,i+a,j+a;k)x(b,i+b,j+b.k)=
=a,b, (i><i)+alb2 (ixi)+ a,b, (ixk)+
+a,b, (jxi)Jrazbz (ixj)+a2b3 (ixk)+
+a,b, (kxi)+a,b, (IEXJ)-F a;b, (kxk)=
= a1b11£_a1b3j_azb11£+azbzi+ a3b1j_a3bzi =

=(a,b, —a,b,)i—(ab, —ab,)j—(ab, —a,b )k =

1 j k
=la, a, a, DETERMINANS
1 b2 b3

TETEL Két vektor vektorialis szorzatanak abszolut értéke a két vektor altal kifeszitett

paralelogramma teriiletének mérészamaval egyenlo.
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Bizonyitas.
b/ |m /" T=lal-m=1al - [blsiny
T=laxb]
y \//
a
PELDA
Legyen a=(6,1,0), b=(-2,1,2) axb=7?, laxb|="?
MegOlddS 22(31,32,33) ’ l_):(blabZ’b3)
i jk
axb=16 1 0[=(2-0)i-(12-0)j-(6+2)k=2i-12j+8k
21 2

axb=2i—12j+8k =(2,-12,8)
laxb|=4+144+64 =212

A FIZIKABAN

M= rxF
(O pontban rdgzitett merev testre P pontban F é4lland6 erd hat, melynek hatdsvonala nem
halad 4t O ponton. Ezen F erdnek a testre forgatdé hatdsa van, amelyet forgatényomatéknak
neveziink.)

%
r=0P; (,F)=a

k azerd karja

k =r| sin a0

M| = |t [E| sin o

M=rxF

Mlr ; MLF; r,F.M jobbrendszer
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2.3 Vektorok vegyes szorzata

DEFINICIO. Az a,b,c vektorok vegyes szorzatin az a x b-nek a c-vel képzett
skalaris szorzatat értjiik, jeleab ¢

abc=(axb)c=[axb||c|cos(axb,c)l]
A VEGYES SZORZATA GEOMETRIAI JELENTESE
TETEL Az abc vegyes szorzat abszolut értéke annak a paralelogramma alapu ferde

hasabnak a térfogatat adja, amelynek egy csucsabol kiinduld 3 élvektora éppen az
a, b és ¢ vektor.

Bizonyitas.
axb
////4_ // 7
//// // //// // T - |2—1 X b|
- / - / o
(axb, o)) =a e 7// / m = [¢[ - |cos 0l
| / 7 /
/ / /
// / //
m o~~~ /A )
c ! / 7
>~ o b T // ///
A e
- 1 /////
a
V=T-m=laxb|-|c| |cosal=|@axb)c/=|abc]|
V=labc|

MUVELETI TULAJDONSAGOK

ab,c tetszbleges vektorok

—_
|
[on
1o
I
[on
Ie)
|
I
Ie)
)

b A geom. jelentésbol

kov.

[\®)
|
|
[ox
e}
I
1c*
|
Ie]
Il
Ie]
|c*
|
I
|
Ie]
|c*

W
|

b

X

e}
I
—_
o
|c*
~
el
I
S
—~~
o
X
e}
~

TETEL Hérom vektor vegyes szorzata akkor és csak akkor zérus, ha a hdrom vektor
komplanaris (egysiku).

(Nem biz.)
TETEL Koordinataival adott harom vektor vegyes szorzata, ha

a=(ar, aa3) , b=(by, by, b3) , c=(cy,ca, c3) az
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a, a, a,
b, b, b, harmadrend{i determinéanssal egyenld, azaz
1 C G
a; a, 8,
abe=lb, b, by= (bzc3 —bsc, )al - (blc3 —byc, )az +(b1C2 —b,c, )a3
¢ & G

TETEL Ha a, b, c nem komplanarisak, akkor
ha a, b, ¢ jobbrendszert alkot, akkor
ha a, b, ¢ balrendszert alkot, akkor

o o
loxi(oy
[elle}

>0
<0
MEGJEGYZES: a,b,c ebben a sorrendben jobbrendszert alkot, ha ¢ és axb
az a, b vektorok sikjanak ugyanazon oldaldra mutat és forditva.

PELDA Jobbrendszert alkot-e az
a=(2,-1,5),b=(1,8,1)ésc=(-1, 2, -2) vektorharmas?

Megoldas.
2 -1 5
abc=[1 8 1|= (-16-2)-2—(-2+1)-(-1)+(2+8)-5=-36-1+50=13>0=

2
-1 2 -2 = a, b, c jobbrendszert alkot!

3. Koordinatageometriai alkalmazasok

3.1 Azegyenes
Adott P, (x,,Y,.z,) pontés v=(v,,v,,v;)#0 vektor.
’e’ egyenes haladjon at P, ponton ¢€s e legyen parhuzamos v-ral (v az egyenes iranyvektora!)

P(x; y; z) pont akkor és csak akkor van az e egyenesen, ha

P P =r—r, vektor egyez0 allast (parhuzamos) v-ral, azaz ha[] olyan t e U szam, hogy

o
r-r,=t-v teu

Amib6l
teu

)
1

=
+
-

|<
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TETEL Ha egy egyenes adott P, pontjanak helyvektora r,, iranyvektora pedig v=0,
akkor az egyenes paraméteres vektoregyenlete:

r=r,+t-v teu
alaku, ahol r az egyenes valamely P pontjaba mutaté helyvektor és t paraméter, te U .

Az egyenes paraméteres egvenletrendszere

P, (X09 YO’Zo) S (XO, yo,Zo) — az egyenes adott pontja és helyvektora
P(x,y,z) ,  r=(x,y,2) — az egyenes vm. pontja és helyvektora
v=(v,,v,,v;)#0 — az egyenes iranyvektora

ha r=r,+t-v teu , akkor

a megfeleld koordinatdk egyenldségét felirva

X=X, +tv,
y=y,ttv, — az egyenes paraméteres egyenletrendszere
z=27 +tv,

Ha v, 20, v,#0, v;#0 a 3 egyenletbdl

X=X _ Y=Y, _272, az egyenes paraméteres

v, v, \A egyenletrendszere

PELDA [rjuk felaz  A(2,-3,1) és B(-5,7,2) pontokon 4thaladé egyenes

paraméteres egyenletrendszerét!

Megoldas iranyvektora: v
egy pontja: A= (2, -3, 1)

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

x=2+7t
y=-3+10t tell
z=1+t

3.2 Asik
Adott P, (x,,y,.z,) pontés n=(A,B,C)=0

S sik illeszkedjen a P, pontra és legyen merdleges n-ra (n a sik normélvektora!)
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Pxy,20 , 1=(XYy,2)
P, (XO’ Yo, Zo) , L= (Xo, Yo» Zo)
n=(A,B,C)%0

A P pont akkor és csak akkor van az S sikon, ha

P P =r—r, vektor merleges n-ra, azaz ha skalaris szorzatuk 0.

n(r-r,)=0 (skalaris szorzat)

TETEL Ha egy sik adott P, pontjanak helyvektora r,, normalvektora pedig n=0,
akkor a sik vektoregyenlete:

n(r-r,)=0
Az sik altalanos egyenlete:
n= (A, B,C)
r=(x,y,z) r—r, =(x—x,,y-y,,2-2,)

zo (Xo’yo’zo)
A sik vektoregyenletében szereplo skalaris szorzatot a koordinatakkal kiszamitva:

A(x-x,)+B(y-y,)+C(z-2,)=0 a sik 4ltalnos egyenlete

Ezt atrendezve

Ax+By+Cz+D=0 ahol D=-(Ax,+By,+Cz,))

a sik altalanos egyenlete

PELDA Irjuk fel azon sik egyenletét, amely illeszkedik a P (l, -2,3 )

pontra és
parhuzamosa 3x-4y-5z-3=0 egyenleti sikkal!

Megoldas Az adott sik: n=(3,-4,5)
A két sik normalvektora azonos!
A keresett sik egyenlete: 3(x—1)—4(y+2)y+5(z-3)

atalakitva: 3x—-4y+5z2=26
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1.

2.

IV. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENY

1. A fiiggvény fogalma (altalanosan)

DEFINiCIO. Ha egy A halmaz bizonyos elemeihez hozzarendeljiik egy B halmaz
egy-egy elemét, akkor az A halmazbdl a B halmazba vivé fliggvényt értelmeztiik.

Jele:  ha filyen fliggvény jele

f:A—>B
A halmaz f:A—>B fiiggvény alaphalmaza
B halmaz f:A—>B fliggvény képhalmaza

Ha a0A ¢és f fiiggvény a-hoz az f(a)-t rendeli B-bdl, akkor f , a’” helyen felvett
helyettesitési értéke f(a)0B.

DEFINiCIO. Az f:A —> B fiiggvény értelmezési tartomdnya azon A-beli elemek
halmaza, amelyekhez f ténylegesen hozzarendeli B valamelyik elemét.

Az f értékkészlete pedig azon B-beli elemek halmaza, amelyeket f
hozzéarendel, az A-nak legalabb egy eleméhez.

Jelblés: f értelmezési tartomanya D¢
f értékkészlete Ry
D;cA €s R;cB
PELDAK
f:0->0 ; f(v)=+vI’'-v* egyvaltozos  valds
. , fligovén
D, =[-l]ct ; R,cu THERYELY
, ., am s
f:0° >0 ; tlam)=— A teriilete
2 kétvaltozdés  valods
Dt:{(a,m)|(a,m)esz,a>0,m>0}clﬁ|2 , R.=0"cu fiiggvény

2. Szamsorozatok

2.1 A szamsorozat fogalma

DEFINICIO. Szdmsorozatnak nevezziik azt a fliiggvényt, amely minden pozitiv egész
szamhoz egy-egy szamot rendel (ez a szam lehet valos, de komplex is!)

Jelolése: {ay, a, as,..., ap,...}
a, a sorozat n-edik, v. alt. eleme
{a,} — a sorozat rovid jelolése
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MEGJEGYZES: A sorozat mint fv. értelmezési tartomanya
A sorozat mint fv. értékkészlete & | (C)

Sorozatot megadhatunk
1. Képlettel

2. Rekurziv definicioval

pl.: a) (azun. Fibonacci-féle szdmsorozat)
ar = 1
an= ap.1 T an2,
ay = 1

{1,2,3,5,8,13,...}

b) a =1 a

a, =141, ha
n
{17 ’éﬂ E""}

2 8

3. Képzési utasitassal

N | W

pl : legyen a, a m n-—edik tizedesjegye
{3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,6,...}

4. Grafikusan

an

N | —

ha

-to

—
[\
w T+ e
AN

nON"

Matematika I.

valos sorozatok

nON"

nON"

valds sorozat

n=3, nON

n=2, nON

valos sorozat

valos sorozat

MEGJEGYZES: Mi valds szamsorozatokkal foglakozunk részletesebben!

33
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2.2 Monoton és korlatos sorozatok

Monoton sorozatok

DEFINICIO. Az {a,} sorozat novekedd, ha a=a

{an} sorozat szigortian ndvekedd, ha a <a_,

{a,} sorozat csdkkend, ha a-—a

{a,} sorozat szigortian csokkend, ha a ~a

teljesiil [1nON" esetén.

PELDAK
1. {0,2,4,6,8,...} szigortian novekedd sorozat
2. {0,0,-1,-1,-2,-2,-3,-3,...} monoton csokkend sorozat
3. {-1,1,-1,1,...} nem monoton sorozat
4. {a,} = n+3 nON" Milyen monotonitasu?
2n—1
n+4
an+1 =
2n+1
n+4 n+3 -7

= _ = - O
B T T 201 (2n+1)2n-1) -
1nON" esetén

Tehat a sorozat szigorian monoton csékkend.

Korlatos sorozatok

DEFINICIO. Az {a,} sorozat feliilrél korlatos, ha KO, hogy
VneN' -re a =K

Az {a,} sorozat alulr6l korlatos, ha  [1kO ., hogy
k=a_
Az {a,} sorozat korlatos, ha alulrél és feliilrdl is korlatos,
azaz ha Vne N" —re k=a =K
k szam a sorozat also korlatja
K szam a sorozat felsd korlatja
MEGJEGYZESEK:

1. Korlatos sorozatnak végtelen sok also, ill. felsé korlatja van.
2. A felso korlatok kozott van legkisebb, az als6 korlatok kozott van legnagyobb.

DEFINICIO. Feliilr6l korlatos sorozat legkisebb felsd korlatjat a sorozat felsd
hataranak (szuprémumanak);

alulrol korlatos sorozat legnagyobb als6 korlatjat a sorozat alsé hatdranak
(infimumadnak) nevezziik.
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PELDAK
{an} = {1+2n} nON" alulrol korlatos sorozat
mivel 3=1+2n VneN' —re 3 a sorozat infimuma!
2. {an} = {l} nON" korlatos sorozat
n
1_ . .
0<—=1 VneN 0 infimum
n
1 szuprémum

2.3 Sorozatok konvergenciaja

1. Legyen a, =2+(-1) 1 2+(-1) l} nON"
n n
2"_(_1)n'l = 152’252)2527251_7’1_7""
n 23456 7 8 9
1
Q00 =2+ =2,001
o 1000n

n novelésével hogyan viselkednek a sorozat elemei?

Igaz-e: ha n= a, =2

Nem igaz! A o nem tényleges mennyiség, hanem egy minden hataron tul

folytathat6 folyamat szimbo6luma. Tehat itt, ha n — oo, akkora, — 2

Itt a 2 szamot a sorozat hatarértékének nevezziik.

2. Legyen b, =(-3)" {(—3)n} nON+
{(—3)“} ={-3,9,-27,81,...} sorozat esetében ugy gondolhatjuk nincs olyan

szdm melyet a, megkdzelit, ha n — oo

DEFINIiCIO (1). Az {a,} sorozat konvergens, ha [ olyan A0 | szam, hogy A [
kornyezetébe a sorozatnak véges sok eleme kivételével minden eleme beletartozik és
ekkor az A szamot a sorozat hatarértékének nevezziik.

DEFINICIO (2). . Az {a,} sorozat konvergens ¢és hatarértéke az A szam, ha [] €>0-hoz,
meghatarozhatd olyan N, természetes szdm (N, e—tol fliggd), hogy ha n>N, akkor
a — A| <gl.

Az A szadm az {a,} hatarértéke, jelben:

lima, =A v. a, >A,ha n—>o

n—o
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PMMANB311
MEGJEGYZESEK
1. AzAszam ¢ sugaru kornyezetén (e>0) az

|A-g; A+ €| nyilt intervallumot értjiik, azaz
|A-g; A+ g| = {X\XGD ,A-8<X<A+8}

A-g A Ate

2. |arA<e ] -e<aprA<g
A-g<a, < A+teg

3. Az {a,} sorozat konvergencidjara adott két definicié ekvivalens.

Konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van. (Nem bizonyitjuk!)

1. TETEL
DEFINICIO. Az olyan sorozatot, amelynek nincs hatarértéke divergensnek nevezziik.
PELDAK

1. Divergens sorozatok:
{(-3)"} = 1{-3,9,-27,81, ...}
n’} =1{1,4,9,16,25, ...}

2. Bizonyitsuk be, hogy az {I;LG} sorozat konvergens!
n

Megoldas
{1 2 Z 2 E 197 2001 20001 }
457677 71007 7100277100027
U U U
Aog 21000 410000
Sejtés: a hatarérték A=2

A 2. definicioval igazoljuk, hogy a hatarérték 2.
frjuk fel és oldjuk meg az |a,-A| < & egyenlétlenséget n-re, majd elemezziik a megoldast.

1+2n ‘ Ve>0
-2|<e

2+n neN"

lce

2+n

=1

|2+n|

i<a = E-2<n
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Itt N, = [2—2} : Tehat ha n>N_ = {3—2} , akkor |a,-2| < €, azaz a sorozat teljesiti a 2.
€ €

. 1+2
definiciodt, igy {ZTH} konvergens ¢és hatarértéke 2.
n

_l’_
Jelben: lim 1*2n =2
n—ow 2+n

A konvergencia bizonyités vége!

A sorozat azon elemei melyekre n>N, a ]2-8, 2+s[ intervallumban, azaz a 2 & sugart

kornyezetében vannak. Véges sok elem: a;, a, a3, ..., ano esik csak kiviil a 2 ¢ sugara
kornyezetén.
PL: legyen €=3-10" NO:[S 30_3 —2} =998 kiiszobszam!
Tehat
a 2 0,003 sugari kornyezetén kiviil esd elemek: ay, ay, as, ..., agog
a 2 0,003 sugarikornyezetébe esé elemek: 2999, 21000, A1001, -..— Végtelen sok
2. TETEL Ha {an}  konvergens, akkor korlatos.
Bizonyitas. Legyen lima = A

n—»0

crer

Ekkor pl.:  e=l-hezis  [1N,ON', hogy ha n>N,, akkor | a,-A | < 1]JA-1<a,< A+1
A sorozat azon elemei, melyre n>N,, teljesitik a fenti egyenlotlenséget.
A sorozat ai, a, as,..., ano elemei vannak kiviil az ]A—l, A+1[ intervallumon.

Valasszunk also korlatot: k =min{A-1, aj, ay, ..., ano}

Vialasszunk felso korlatot: K =max{A+1, aj, ay, ..., ano}
} } }
A-1 A A+1
Minden n-re k=a =K tehata sorozat korlatos!

MEGJEGYZES: Az el6zd tétel megforditdsa nem igaz, azaz van olyan korlatos sorozat,
amely nem konvergens!

DEFINICIO. Az a0|  szamot az{a,} torlodasi pontjanak nevezziik, ha oo [
kdrnyezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza.

PELDA {(-D"={-1,1,-1,1, ...}
Két torloédasi pont: -1 és 1
De: a sorozat divergens!
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2.4 Konvergenciakritériumok

— A konvergencia definicioja alapjan gyakran nehéz bizonyitanunk konvergens-e az adott
sorozat, ehhez ugyanis ismerniink kellene a sorozat hatarértékét!

— El6fordulhat nem is vagyunk kivancsiak a hatarértékre, csupan az érdekel benniinket,
konvergens-e a sorozat (azaz van-e hatarértéke!)

— Fontos olyan kritériumok ismerete, melyek segitségével a konvergencia egyértelmiien
eldonthetd.

Kiilon megadhatunk a konvergenciara
1. sziikséges
2. elégséges
3. sziikséges ¢€s elégseges
feltételeket!

2.4.1 A konvergencia sziikséges feltétele

TETEL A konvergencia sziikséges feltétele a korlatossdg. (Masképp
fogalmazva: Ha {a,} konvergens, akkor korlatos.) (Korabban biz.!)
MEGJEGYZESEK

1. A nem korlatos sorozatok divergensek

2. Ha a sorozat korlatos, még nem biztos, hogy konvergens is!

PELDAK
1Y (1Y ,
— lim| —| =0 =  asorozat korlatos
2 n—0\ 2
{nz} = {l, 4,9, 16,.. } nem korlatos (nincs felsé korlat) = divergens sorozat
{(—l)n} = {—1, LL-1,1, } korlatos, de divergens sorozat

2.4.2 A konvergencia elegend6 feltétele
TETEL Ha az {a,} sorozat monoton ¢s korlatos, akkor konvergens.
(Masképp: Az {a,} sorozat konvergencidjahoz elegendd, hogy a sorozat monoton és

korlatos legyen.)
(Nem bizonyitjuk!)

2.4.3 A konvergencia sziikséges és elégséges feltételei

1. TETEL Az {a,} sorozat akkor ¢és csak akkor konvergens, ha korlatos €s csak
egyetlen torlddasi pontja van.
(Nem bizonyitjuk!)

2. TETEL Az {a,} sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha (] €>0-hoz [ N,
természetes szam (N, e-tol fiiggd), hogy ha n, m >N,, akkor |a,- a,,| <e.

(Cauchy-féle konvergenciakritérium!)
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2.5 Végtelenhez tarto sorozatok
(Ezen sorozatok divergensek!)

DEFINICIO. Az {a,} sorozat a +oo-hez tart, ha [1 k>0 szdmhoz [1 N, 0 N', hogy
ha n>N,, akkor a,>K.

Jelolése: lima =00 ill. a, >, han—>o

n—oo

DEFINiCI0.  Ha  lim(-a,)=o akkor az {a

n—oo

} sorozat a —oo—hez tart.

n

Jelolése: lima, =—0 . a, >—oo, han—>oo

n—oo
PELDAK

1. lim(n2 —3):00

n—oo

2. lim2" =0

n—oo

3. lim(—3“)=—oo

n—oo

2.6 Néhany nevezetes konvergens sorozat

1. {a} ael r111_r)1; a=a .
2. 1 . 1 0 konvergencia
— m-—= Ry
n rroiil d§ﬁnlcloval
biz.
3. {q“} qeu mértani sorozat q akvociense
_ 0,ha |q<I

n—oo

divergens, minden egy¢éb esetben
de limq" =0, ha q>1

n—oo

4. { } ael” lim¥a =1

n—oo

Q/E
3 {3/n} lim ¥n =1

n—o

6. n
{(Hlj}:{z,%, 2,370, 2,441...,2,48832,...,2,7048...,...}

O

a190

Mutassuk meg, hogy teljesiil a fenti sorozatra a konvergencia elégséges feltétele, azaz
monoton és korlatos.

a) A sorozat monotonitdsdnak bizonyitdsa

Sejtés: a sorozat monoton novekedd (a néhany elsd elem ezt sugalljal)
A bizonyitashoz felhasznaljuk a szamtani és a mértani kozép kozotti egyenldtlenséget
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a,,a,,...,a, legyenek nemnegativ valos szamok,

ahol keN"
ekkor
Jaa, .a = a,+a,+...+a,
k
(mértani k.) (szémtani k.)
(Haa;=a,...=ax, akkor és csak akkor egyenl6 a két oldal.)
Tekintsiik a kovetkezo n+1 db szamot
(1+lj, (1+1J,..., (1+lj, 1
n n n
— ]
Y
n db

frjuk fel a fenti (n+1) szam szamtani és mértani kozepét!

) ) (1 D)1 L1 )

n n n n+1

n+1 n+1 n+1

n(1+ 1)+1
" n +1)+1
n+1(1+lj < n (n ) 1 !

= =]+ —
n

n n+l
(1+lj < (1+Lj $ n0 N'esetén igaz

n n+l1
0 0
an < an+1 ’

tehat a sorozat szigoruan monoton ndvekedd

b) A sorozat korlatossaganak bizonyitasa

Mivel a<ar<...az<ap <... ezért a sorozat alulrol biztosan korlatos. Also
hatar: a;=2.

Tehat csak azt kell bizonyitanunk, hogy feliilrél is korlatos.

Tekintsiik a kovetkezo n+2 db szamot
(1+lj, (1+lj, oo (l+lj,l,l
n n n) 2 2
A\ _J
~"
n db

frjuk fel a fenti (n+2) szam szamtani és mértani kozepét!

40



PMMANB311 Matematika I.

n+2

(l+lj 1 < 1

n) 4

1y . N -
(l+—j < 4 S n O N"-re teljesiil

n

Tehat a <4 $ nON"-re igy a sorozat feliilr6l is korlatos, azaz
2<(1+lj < 4 $nON"-re
n

A konvergencia elegend¢ feltétele teljesiil a sorozatra (szig., monoton nd ¢€s korlatos), azaz az

1Y . s
(1 + —j sorozat konvergens, tehat van hatarértéke.
n

Kimutattak, hogy az (1 +—j sorozat hatarértéke irracionalis szam, melyet e-vel jeloliink.
n

DEFINiCIO. Az e’ valds szamot az

e:=lim (1 + lj
n—oo n

hatarértékkel definialjuk.
e.2,7182818285...

DEFINiCIO. Az ‘e’ alapu logaritmust természetes logaritmusnak nevezziik.

A x0 |+ szam természetes logaritmusénak jelolése In x.

MEGJEGYZES:

a
. k)" . .
hm[1+— =e“ , halima, =0 , keu
n—oo a n—oo

n

2.7 Miveletek konvergens sorozatokkal

DEFINICIO. Az {a,} és {b,} sorozatok Osszegén azt a {c,} sorozatot
értjiik amelynek n-edik eleme:

c,=a, +b,

MEGJEGYZES: Hasonldan értelmezhetd két sorozat kiilonbsége, szorzata, hanyadosa.
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TETEL Haaz {a,} ¢és {bn} sorozat konvergens ¢€s
lima, = A ¢s limb, =B, akkor
1. limc-a, =clima, =c-A §cO0 U esetén
2. lim(an+bn):liman+limbn=A+B
3. lim(an-bn)zliman-limbn:A-B
4. lima, A
haB#0  limo=n2x '_2

w>eb  limb, B

Csak a 2. allitast bizonyitjuk.
Bizonyitas.
A konvergencia definicidja alapjan bizonyitjuk.
Mivel {a,} és {b,} konvergens, igy mindkét sorozatra teljesiil a konvergencia definicioja,

..., E€ , . ,
miszerint S 5 >0 szamhoz [ Ny, ill. [J N; term. szdm, hogy

an—A|<§ , ha n>N,

bn—B|<§ , ha n>N,

Mi azt akarjuk bizonyitani, hogy (an + bn) - (A + B)

Mutassuk meg, hogy az (a, + by,) sorozatra is teljesiil a konvergencia definicidja, miszerint

‘(an +bn)—(A+B)‘ <e , ha n>N_ ahol (e tetsz. + szam)
‘(an +b,)-(A+B)=[a, —A|+|b, —B|<§+§:e
v v ha n>N =max(N,N,)

€ €

ha n>N,; ha n>N,
Tehat
‘(an+bn)—(A+B)‘<a , ha n>N_ , ahol $&>0 szdm

ami igazolja a tétel allitasat.

TETEL (Renddrelv!) Ha {a,} ¢és {cn}  sorozat konvergens €s
lima, =limc, = A, valamint véges sok n kivételével a, =b_=c, teljesiil, akkor {b,} is
n—oo n—oo
konvergens és limb, = A

(Nem biz.)
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MEGJEGYZES:

1. Divergens sorozatokkal végzett miiveletek eredményeként kapott sorozatok lehetnek
konvergensek és divergens is!

Mindig a konkrét eset vizsgalata sziikséges!

2. Semmi biztosat nem mondhatunk a

+oo 0 -
; 00 3 — 5 — 5 17 5 o ;0
+o0 0

tipusu hatarértékekrol.
2.8 Példak sorozatok hatarértékének kiszamitasa

A konvergens sorozatokra vonatkozo tételek és a nevezetes konvergens sorozatok
hatarértékének felhasznalasaval szamolunk hatarértékeket.

Szamitsuk ki a kovetkezo sorozatok hatarértékekét!

1 1(3Y
n-1 ~.3" 3'(4)
3 n n+l = 3 1 =hm n -
now 20 44 1% o L g Hﬂ(lJ +1
4 2) 4
. 3 w3 (2Y)
() ez (B2 (1) +2'(3j
lim—r———= 1m1—=11m -
4 e 3TA9 e Lgnig T 1+9.(1j
3 3 3
Divergens!  Két torlodasi pontja van: -3 ¢és 3

3. lim[Z—ﬂJ =2
n—»o0 n

[ 2 2, 4 2
6. lim(\/nz+6—n):lim(\/n2+6—n)- n +6Jrn:lim n+6-n :limL:O
no® N VP +64n "*yn’+6+n "*n’+6+n

7. lim[n+3j :lim(1+ij =
n—oo n n—oo n
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limp /2 +L2
n—oo n

Renddrelv segitségével!

Y2 < n/2+i2 < 4
n

\ \
1 1

Tehat lim ‘n/2 +i2 = 1
n—oo n

3. Egyvaltozos valos fiiggvény alaptulajdonsagai

3.1 A fiiggvény fogalma, megadasa

1.

DEFINiCIO.

Fliggvények jelolése:

PELDAK

ff R>R ,X >~/3x-7
D.cR D —[Z'oo[
te itt R
R;cR R; =[0;00]

f,g h,..., 0, vy,...stb.

Egyvaltoz6s valés fiiggvényen olyan fliggvényt értlink, amelynek
értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete is a valds szdmok halmazanak valamely
részhalmaza

Ha egy fiiggvényt a matematikai fogalma alapjan pontosan akarunk megadni, akkor

megadjuk az értelmezési tartomanyat, a képhalmazat és a hozzarendelés szabalyat.
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MEGJEGYZES: Haaz f fiiggvény x helyen vett helyettesitési értéke képlettel
megadhaté és f-nek csak alaphalmazat és képhalmazat adjuk meg (itt | mindkettd),
akkor Dy és Ry megallapitdsa szamitassal jar. Ilyenkor Dy a | azon legbévebb
részhalmaza, amelyeknek elemeihez a képlet fiiggvényértéket rendelhet.

Egyvaltozos fliggvény szemléltetése

ftR->R , x>f(x) , D,cR , R,cR

f figgvény sikbeli derékszogli koordinata rendszerben, az y = f(x) egyenletli geometriai
alakzattal abrazoljuk, mikdzben x befutja a Df halmaz elemeit. Az y = f(x) egyenletii
geometriai alakzatot az f fliggvény grafikonjanak nevezziik.

PELDA D, cR 1, ha x>0
5 f(x)z 0, ha x=0 =sgn x
Ry =R ~1, ha x<0
elgjelfiiggvény

Abréazoljuk

y

1 1 y =sgnx

0 5_1 X
r R {~1, 0,1}

3.2 Figgvények jellemzése, fiiggvénytani alapfogalmak

3.2.1 Korlatossag

DEFINiCIO. Az f fliggvényt feliilrdl korlatosnak nevezziik, ha » K € U szam, hogy
VxeD,-re  f(x)=K,

Az f filiggvény alulrél korlatos, ha » k € U szam, hogy
VxeD,-re  k=f(x)

Az f fiiggvény korlatos, ha alulrol és feliilrdl is korléatos, azaz
k=f(x)=K  VxeD;-re

felso hatar : legkisebb felsé korlat (sup f(x) )
also hatar : legnagyobb als6 korlat (inf f(x) )

PELDAK
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f(x)=sinx D,=R Korlatos fv , mert
1. R;cR
—1=f(x)=1 VxeD; —re

2. f(x)=vx , D;=[0;0[ , R,cR , R, =[0;00]

0-vx , VxeD,-re

f nem korlatos, mert csak alulrdl korlatos.

3.2.2 Paros, paratlan fiiggvények

DEFINICIO. Az f figgvényt, amelynek értelmezési tartomanya szimmetrikus az
origbra paros fiiggvénynek nevezziik, ha VxeD,—-re f(-x)=f(x), és paratlan

fiiggvénynek, ha f(—x)=-f(x).

MEGJEGYZES Abrazolhato fiiggvények esetén, ha f paros, grafikonja az y tengelyre
szimmetrikus, ha paratlan, a képe az origdra szimmetrikus.

PELDA Legyen f(x)= ; _i , D,=u Milyen paritasa  f fliggvény?
+

Megoldds Dy origora szimmetrikus

1
) S
31 b3 3o
f— = = = = — =—f
(=) v+ L 143 304 (x)
o
Tehdt , VxeD,-re f(—x)=-f(x) = f pératlan

3.2.3 Periodikus fiiggvények

DEFINICIO. Az f fiiggvény periodikus, ha >  olyan p>0 szam, hogy teljesiil a
kovetkez6 2 feltétel:

1. VxeD, -re (x+p)eD;
2. VxeD, -re f(x+p)="1(x)
Ap>0szamaz f fv periddusa.
PELDAK
1. f(x)=sin(x) D;=u
sin (x +2m) =sin(x) VxeD, —re
f legkisebb periddusa 2n
2. g(x)=cos(x) D,=0
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cos(x +2m) = cos(x) VxeD,-re 2m  per.
3. h(x)=tg(x) Df:u({g+kn,keZ}
tg(x+m)=tg(x) T per.
4. k(x)=ctg(x) D;=0({kn,keZ}
ctg(x+n)=ctg(x) T per.
3.2.4 Monoton fiiggvények

DEFINICIO. az f fiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy ez a fiiggvény az értelmezési

tartomanyan
monoton névekvd, ha X, <x, = f(x,)=f(x,)
monoton csdkkend, ha X, <x, = f(x,)=f(x,)
szig. monoton névekvd, ha X, <x, = f(x,)<f(x,)
szig. monoton csdkkend, ha X, <x, = f(x,)>f(x,)

a D minden (x, X») elemparjara.

PELDA f(x)=— , D;=0({0} Monoton-e?

> | =

Megoldas

W»M Y ; Nem monoton!

3.2.5 Fiiggvények szélséértéke

DEFINICIO. Az f fliggvénynek az x, €D, pontban helyi minimuma van, ha

» azx,—nak  olyan kornyezete, hogy ha xe ezen kornyezetnek,
x #Xx, = f(x)>f(x,).

Az f fiiggvénynek az x_, €D; pontban helyi maximuma van, ha

» azx,—nak  olyan kornyezete, hogy ha xe ezen koOrnyezetnek,
x #Xx, = f(x)<f(x,).

PELDA
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y f:[a;b[ >0
y = 1(x)

D, =[a;b]
r\\\\\ | :
a X] X W b

x=a helyen f-nek abszolut (totdlis) maximuma van

X] helyen f-nek helyi minimuma van
X2 helyen f-nek helyi maximuma van
X3 helyen f-nek helyi minimuma van, ami egyben abszolit minimum is
f:u—->ua , f(x):|x| YA y = [x|
1 +
i > X
1

x=0 helyen helyi minimuma van és egyben abszolit minimuma is van.

f-nek  maximuma nincs
3.2.6 Fiiggvény zérushelye
DEFINiCIO. Az f filiggvénynek az x, € D, pontban zérushelye van, ha f(x,)=0
PELDAK

x* -1
(x-1)(x-3)

Adjuk meg f fliggvény zérushelyét!

I Dy=G({L3} . f(x)=

Megoldas Oldjuk meg az f (x) = 0 egyenletet Ds-en!
2 —
x -1 ~0
(x=D)(x-3)

x=-1
Tehat f-nek az x=-1 helyen van a zérushelye.
2. f:=0->u0 , f(x) = cos(x) zérushelyeit adjuk meg!

Megoldds cos(x)=0

X = {g +kn,ke Z} ezek a zérushelyek! (végtelen sok van!)
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3.3 Miiveletek fiiggvényekkel
3.3.1 Fiiggvények lesziikitése

DEFINICIO. Legyen Hc D, ,H=J. Ekkor az f fiiggvény H halmazra valo
lesziikitésén azt a g fliggvényt értjiik, melyre D, = H, és § x € H esetén g(x) = f(x).

y = f(x)=sin x|

T
201
T

Legyen H= [—5;—} y

g legyen f fv lesziikitése H—-ra

Dg:[—g;g} , g(x)=sinx ,haxeH LT y=e)
I T X

2 "1 2

3.3.2 Fiiggvények osszege, kiillonbsége, szorzata, hanyadosa
f és g ketolyan figgvény melyekre D;"D, # .

Legyen
g fiiggvények Gsszegén, kiilonbségén, szorzatan rendre azt a

Z,legyena g fliggvény zérushelyeinek halmaza.

DEFINiCIO. Az f és

F, G, H fiiggvényt értjiik melyekre
€s F(x):f(x)+g(

)

x)

X

és G(x)=f(x)-g(
H(x)=1(x) &(x)

DF =D N D .
€s
g fliggvények hanyadosan azt az U fiiggvényt értjiik melyre

D, =D, D,

D, =D, D,

DEFINIiCIO. Az f és
49



PMMANB311 Matematika I.

D, =(D,"D,)( Z és R(x)= f(x)

g

PELDA

Legyen D =[4;0[ , f(x)=+vx+4
D,=R" , g(x)=Igx
V4 ={l} ,mert Igl=0

g

1. F(x)=f(x)+g(x)=vx+4+Ilgx , D,=D; D,=0"

2. G(x):f(x)—g(x):\/x+4—lgx , DG:fo”\Dgzl'ﬁ
3. H(x)=f(x)-g(x)=vx+4:1gx , D,=D/D,=0"
Cf(x) Jx+4 3 o
4 R(X)—g(x)— - , Dy =(D; D, )\ 2, =0"\ {1}

3.3.3 Fiiggvények osszetétele

DEFINICIO. Az f és g ket olyan fuggvény, amelyekre R, "D, # . Az fkiilsé és

g belsd fliggvénybdl képzett sszetett fiiggvényen értjiik azt a h fiiggvényt, amelynek
értelmezési tartomdnya a g értelmezési tartomanydnak azon része, ahol g olyan
értekeket vesz fel, melyeken f értelmezett. A h Osszetett fliggvény hozzarendelési

tdrvénye: h(x)="f(g(x)).

v

PELDA

h(x)= [log, x Elemzziik a szerkezetét!
2

Adjuk meg h fliggvény értelmezési tartomanyat!

Megoldas
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kiils6 fiiggvény f(x)= Jx o D, =[0;0] , R,=[0;00
belsé fiiggvény g(x)=log,x D,=]0;0c[ , R, =0
2
R, 1D, =[0;00[# @
h  értéktart. meghat. log, x=0
2
log, x—log, 1
2 2
0<x=1
D,=D,, =]0;1]c D,

3.3.4 Fiiggvények inverze

DEFINiCIO. Legyenaz f fiiggvény altal l1étesitett leképezés kolcsondsen
egyértelmii. Az f fliiggvény inverz fliggvényén értjik azt az f fiiggvényt, melynek
értelmezési tartomanya az f értékkészlete és hozzarendelési torvénye: egy x, €D

f

értékhez azt az f(x,) értéket rendeli, melyre f(f(x,))=x,

YA yox
y=fx)
o)) =%o T y =19
fixo) T
.
1: f(x:o) x i

MEGJEGYZESEK

. Az f figgvény az értelmezési tartomanyanak H részhalmazan kolcsondsen egyértelmi
leképzését valosit meg, ha f a H halmaz kiilonbozé elemeihez kiilonbozd értékeket

rendel az értékkészletébdl, azaz ha f(x,)=f(x,) <x,=x, Vx,X,eH esetén.

. Mivel minden szigordan monoton fiiggvény kolcsondsen egyértelmil leképzést valosit
meg, igy a szigoruan monoton fliggvényeknek mindig létezik az inverz fiiggvényiik.

. Van olyan invertalhat6 fiiggvény, amely nem monoton!

PELDA Legyen D =0 , f(x)=1-3*"
Adjuk meg az inverz fiiggvényét!

Megoldas Vizsgéljuk meg f monotonitasat!

3Xz_>9 3x:3x+2z_)_3x+2>|_)1_3x+2>|
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Mivel f szig. mon. csokkené = invertalhato

R, meghat. 0<3*
0>-3% R; =]-ol]

1>-3"2 +1
Az inverz fv. hozzarendelési torvénye: f(f(x))=x
Most:  f(f(x))=1-3""2=x = f(x)=?
3F(x)+2 — 1 —-X
f(x)+2=log,(1-x)
f(x)=log,(1-x)-2
D; =]-oo1[
R-=u

f

f(x)=log,(1-x)-2 Az f fliggvény inverz fiiggvénye

3.4 Egyvaltozos elemi fiiggvények

Az elemi fliggvények osztalyat a

konstans fiiggvények
hatvanyfiiggvények
trigonometrikus fiiggvények
logaritmikus fliggvények

és az ezekbOl véges szamu Osszeaddssal, kivonassal, szorzassal, osztassal, Osszetett ¢&s
inverzfiiggvény képzéssel eldallithato fiiggvények alkotjak.

Elemi fiigegvények

Algebrai figevények Transzcendens fliggvények
Raciondlis Irraciondlis
Egész Tort

Algebrai fliggvények: azok a fliggvények, melyek konstansokbol és a valtozobol véges szamu
Osszeadas, kivonas, szorzds, osztas és egész kitevdjli gydkvonas utjan jonnek létre.

Racionalis fliiggvények:azok az algebrai fliggvények, melyek leképzéséhez a gydkvonast nem
kell felhasznalni.

Raciondlis egész fiiggvények v. polinomfiiggvénvyek:

n-edfoku f:=a x"+a_, x""+...+ax+a, D, =U

ahol a, eu 1=0,1,.,n , a #0 adottak

Racionalis tortfiiggvények:
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Olyan tortfiiggvény, amelynek szamlaloja €s nevezdje is polinomfliggvény.

Transzcendens fliggvények: azok az elemi fliggvények, melyek nem algebrai fiiggvények
(trigonometrikus, logaritmus fliggvények és ezek inverzei).

Hatvany fliggvénvyek:

a D=0 , f(x)=x" , neN
Ha n paros
R, =[0;00

f paros

b D=0 , f(x)=x" , neN’ n paratlan

R, =0

¢ D;=0({0} , f(x)=x" , neN'

R, =0"

{O} , f(x)zx’“ , neN"

Gyokos figevények (Irracionalis fuggvények)

Vx, x, x Wk, heZ
D; =[0;00
R, =[0;00

n paros

n paratlan
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Ix,Ix,..x... , hez
D, =
R, =

Exponencialis fligegvények

f(x)=a" D, =u

a>0,a=1 R, =0"

(kitevokhoz hatvanyfiiggvényeket rendel)

Logaritmus fligevények

f(x)=log, x D,=0"
a>0,a=1 R, =0
(hatvanyértékekhez kitevot rendel)

X

a* és log x

egymas inverz fliggvényei!

Trigonometrikus fiigevények

(A szOgeket radianban adjuk meg!)

Radian: az egységsugart korben az adott kozépponti sz6ghoz tartozé ivhossz mérdszama.

360°=2rn=2-1-n=2n
/I

180°=n , 90" =—
2

A szinusz és a koszinusz fiigevény

DEFINiCIO. Az i egységvektor x szogli elforgatottjanak elsd koordinataja az x szog

koszinusza, masodik koordinatdja az x sz0g szinusza.
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y = sin X

AN

Mindkét fv-re : D, =U
Rf:[—l;l]
sinx =sin(x+2n) VxeD;-re
cosx=cos(x+2n)

Periodikusak 2w szerint
A tangens fuggvény
sin X ) T
L tgx = = = D;=0(<—-+kn,keZ
DEFINICIO. COS X 2
R, =u
Periodikus m szerint tgx =tg(x+m) , VxeD —re
y
> X
A kotangens figgvény
CcOoS X ,
o ctgx i=——= = D, =0 ( {kn,keZ}
DEFINICIO. sin X
R =0
Periodikus m szerint tgx =tg(x+m) , VxeD,—re
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Ciklometrikus fiiggvények vagy arkuszfliggvények

A trigonometrikus fliggvények inverz fiiggvényei. Mivel a trigonometrikus fiiggvények
periodikusak, ezért a teljes értelmezési tartomanyban nem invertalhatok, azonban alkalmasan

valasztott intervallumokon szigoriian monotonok, tehat invertalhatoak is!

Az arc sin x fliggvény
Mivel a sinx fiiggvény a [——,5} -on szigoran monoton nd és a teljes értékkészletét

kimeriti, igy ez az intervallum alkalmas invertalasra.

DEFINiCIO. Az f (x) =arcsinx fiiggvény a sinx fv [—g,g} intervallumra

vald leszikitésének inverze.

D, =|-1;1 . . .
! [ ’ ] arcsin X aztz{—ﬁ;ﬁ} -ba esd szoget jelenti, melynek
R | 7.7 2
F71 90 szinusza X, azaz sin (arcsinx ) = x
PELDA
: T .
y arcsinl =— mert sin—=1
2 2
1T y = g(x) arcsin S mert sin| ——~ _1
2 6 6 2
; —x
2 2

Az arc cos x fiigevény

Az f(x) =arccosx fliggvény a cosx fv [0;n] intervallumra valo

DEFINICIO.

lesziikitésének inverze.
D, =[-1;1] arccosx jelenti azt a[0;7]-ba esd szdget, melynek
R, =[0;7] koszinusza  x,azaz  cos(arccosx)=x
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PELDA
arccosl=0 mert cos0=1
y
\/5 37[ 37[ \/5
arccos| —— |= ,mert cos—=——
y=g(x) 2 4 2

N | 3

Az arc tg x figgvény

DEFINiCIO. Az f (x) =arctgx fiiggvény a tgx fv}——;—[ -ra valo lesziikitésének

[ -ba es6 szamot, melynek

inverze.
D, =u : . } T T
arctgx jelenti azta |——;—
T T
R,=|-—;—
} 2 2[ tangense X, azaz tg(arctgx)=x
PELDA
arctg0=0 ,mert tg0=0
y
arctg\/gzg , mert tggzx/g
17 y =g
: > x
2 2
-1 1

Az arc ctg x fliggvény
DEFINiCI0. Az f(x)=arctgx

fliggvény a tgx fv}—g;g{ -ra valo lesziikitésének

ctgx jelenti azt a |0;n[ -ba esd szamot, melynek
ctg(arcctgx)=x

inverze.
D;=u arc
R, =]0;7] cotangense X, azaz
PELDA
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mert ct E—1
5 g4

NG

arcctgl =

arc ctg(—x/g) = 5—ﬂ

, mert ctg%c = —\/g

y = g(x)

0| 3

Hiperbolikus fliggvények
o e (Y 114
Ezen fiiggvények az e* ése™™ = (—j fiiggvényekbdl képzett fv.-ek
e
Szinusz hiperbolikusznak nevezziik és sh-val jeloljik a Vx e U esetén

DEFINICIO.
értelmezett,
et —e"

shx:=
2
Koszinusz hiperbolikusznak nevezziik és ch-val jel6ljik a ¥V x € U esetén

képlettel meghatarozott fiiggvényt.

—X

értelmezett,
chx=2 ¢
képlettel meghatarozott fliggvényt
f (x) =shx
YA D, =0
R, =0
. g(x)=chx
1 y = g(x) D, =
R, =[l5]
1 1 N
k o
2
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Azonossagok: chx+shx=¢"
ch’x —sh’x =1
ch’x = %(ch 2x +1)
sh’x = %(ch 2x—1)  stb.
DEFINiCIO. Tangens hiperbolikusznak nevezziik és th-val jeloljiik a

_shx

thx:=——
chx
képlettel meghatarozott fliggvényt, mely a | szamhalmazon értelmezett.

Kotangens hiperbolikusznak nevezziik és cth-val jeloljiik a

cthx: :Ch—X
sh x
képlettel meghatarozott fliggvényt.
y f(x)=thx=ex_e_X g(x)=cthx=ex+e_x
e' +e e"—e
1 y=g(x) D, =0 D, =u ({0}
B T X R, =]-L1[ R, =]-o0;—1[ U ]1;00]
: I
-1 2
MEGJEGYZES:
x=acht ] )
a,bel’ ; teu
y=acht

Az
paraméteres egyenletrendszer egy hiperbola egyik dganak egyenletrendszere.

2

X—2=ch2t

a X y

: RAEETa
%:shzt
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Area fliggvények

A hiperbolikus fliggvények inverz fiiggvényei.

DEFINICIO. Az arsh x fiiggvény a sh x fiiggvény inverz fiiggvénye mely Vx el
esetén értelmezett, hozzarendelési torvénye : sh (arsh x) =X.

DEFINiCIO. Az arch x fiiggvény a ch x fv [0;o0[-ra valo lesziikitésének inverze,
amely az [1 ; oo[ -on értelmezett hozzarendelési térvénye: ch (arch x) =X.
g(x)=archx

D, =[L:e0]

y=g(x) R, =u R, =[0;00]

v/ f(x)=arshx
D, =

N |3

DEFINICIO. Az arth x fiiggvény a th x fliggvény inverz fliggvénye, mely a ]—l;l[ -on

értelmezett, hozzarendelési torvénye : th(arthx)=x.

Az arcth x fliggvény a cth x fv inverze, melynek értelmezési tartoménya,

DEFINiCI10.
]-o0;—1[ U J1;00 , hozzérendelési torvénye cth (arcthx)=x .

g(x) =arcth x

f(x)=arthx
y
D, = -1 D, = ]-oo;—1[ U J1;00
| Y= e R, = R, = ( {0}
* >
2 2
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MEGJEGYZES: Az area fliggvények logaritmikus

fejezhetdk ki:

arsh X=ln(x+\/x2 +1)
arch x=1n(x+\/x2 —1)

arth x=lln1+X
2 1+x
arcth x:llnH—X
x -1

3.5 Fiiggvények hatarértéke

3.5.1 Fiiggvény véges helyen vett véges hatarértéke

fliggvénnyel a kovetkezOképpen

a) f(x)=sgnx 1 y =sgnx
-2 1
i % I X
-1
Legyen X,=—2 SXx,—>-2  esetén sgnx, — -1
X, #=-2
2 —
b) f(x)—x 11 1 y =sgn x
X_
-2 1
I % I X
-1
. , x2 -1
Legyen x,=1 sx,—>1 esetén . " —2
X, —
X, #1
c) f(x):_l 1 y =sgn x
X
-2 1
I % I X
-1
. . 1 1
Legyen x,=2 $x,2 esetén -—— Y
X
X, #2
A fenti példakban ha x, —»x, , akkor f(x,)>A
X, #X,
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DEFINICIO. (Heine-f.) Legyen f(x) fv az X, hely valamely kornyezetében
értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) fv-nek az x, helyen a hatarértéke A

szam, ha Vx, > x,(x, €D, ,x, #x,) sorozatra teljesiil az, hogy a fiiggvényértékek
{f (x, )} sorozata A-hoz konvergél, azaz
§x,—>x,  esetén f(x,)—>A

X, #X,
x, €D;

Jelblése: lim f(x) =A

A példakban: a) limsgnx =-1
X—-2
2

b) Lm0
x—1 X—l

c) lim(—lJ = 1
x—2 X 2

DEFINiCIO. (Cauchy-f.) Legyen f(x) az X, hely valamely kornyezetében értelmezett,
kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) fv-nek az x, helyen a hatarérté¢ke az A szam, ha

Ve>0szamhoz megadhato olyan §>0 szam hogy ha 0<|x—x,|<8, akkor
‘f(x)—A‘<8|.

MEGJEGYZESEK

1. A fenti 2 definici6 ekvivalens (Bizonyithatd!)

2. A Cauchy-féle definicioban szerepld

ha O<|x—x0

<8  akkor ‘f (x)- A‘ <e  egyenlStlenségek

ekvivalensek az alabbi egyenldtlenségekkel:

ha  x,-8<x<x,+8 , akkor A-e<f(x)<A+e

1 /—y=sgnx §=min(3,,3,)

-2 1 (Az dbran 8, =3,)

PELDAK

1
Legyen  f(x)=2* , D,=0 ({0}
1
lim2* =?

X—0

Megoldas (A Heine-féle definicioval biz.)

1. Legyen {x,} olyan sorozat , melyre x,>0 és limx, =0

n—oo
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1
limizoo = lim2*™ =

n—oo Xn n—o
2. Legyen {xn} olyan sorozat , melyre x, <0 , limx, =0
n—»ow
1 1
lim—=-0 = Ilim2™ =0
n—oo Xn n—o

1
Tehatlim2* nem létezik, mert kiilonbozé 0-hoz konvergald valtozdsorozatok esetén

n—oo
f {xn} hatarértéke kiillonbozo!
1

Abrazoljuk az x, hely kdrnyezetében a 2* fiiggvényt!

| ———y=sgnx

2. Bizonyitsuk be a Cauchy-féle definicidval, hogy lim1 2x-1)=-2

Megoldds  Irjuk fel és oldjuk meg az ‘f (x)-A< 8‘ egyenlétlenséget!

2x—1-(-2)| <& $e>0
2x+1|<e

—e<2x+1<¢g

1 ¢ 1 ¢
———— X< E——F—
2 2 2

1 ¢ - T ATt .
Kaptuk: ha a 3 5 sugaru kornyezetébdl valasztjuk az x-et, ezen x-hez tartozo

fv értéknek a -2-t01 valo eltérése abszolutértékben kisebb mint €. Tehitaz ¢ -hoz

tartoz6 & = g Ezzel belattuk hogy lim (2x—1)=-2

n—>-——
2
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| —————y=smx

Féloldali hatarértékek (Bal- és jobboldali hat.ért.)

DEFINICIO. Legyen f(x) az X, pont valamely jobb, ill. bal oldali félkérnyezetében
értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) x, pontbeli jobb, ill. bal oldali

hatarértéke az A szam, ha Vx, > x, (x,€D;,x, #x,).

fo>n

és x,>x, ill x,<x, sorozatra f(x,)—>A, azaz

$x, >x,, x,>x, esetén f(x,)>A
il. $x, »x,, x,<x, esettn f(x,)—>A
Jelolések: jobboldali hatarérték: lim . f(x)=A
baloldali hatarérték: lim . f(x)=A
PELDA f(x)=sgnx x,=0
S senx=1 i sgnx=

TETEL Az f(x) fv-nek az x, helyen akkor és csak akkor létezik a hatarértéke, ha ott
1étezik a jobb és baloldali hatarértéke és ezek egyenldek, azaz

lim f(x)= lim f(x)z lim f(x)

X=X, +0 X—>X,—0 X—X,

PELDA lim sgn x nem létezik

X=X,

3.5.2 Fiiggvények x, helyen vett végtelen hatarértéke

1 .
YA f(x)= -, D,=0({0}
(x-1)
1 T y = g(x) x, =1 hely kornyezetében
, , vizsgaljuk meg
T x X
2 2

1

Ha x,->1 = (x,-1)>0 = —— >
(x, =1
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3.54

DEFINICIO. Legyen az f(x) fv az x, pont valamely kornyezetében értelmezett,
kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) fv-nek az x, helyen a hatarértéke +oo (v.—o0), ha

Vx,>x, (x,eD;,x,#x,) sorozatra f(x,)—> o0 (v.—0).

Jelolése:  lim f(x) =00 V. lim f(x) =—
PELDAK

. 1 .1

lim ~ =0 3. lim —=-o

x—1 (X — 1) x—0-0 x

lim - = oo 4. lmt  nemlétezik

x—0 X2 x=0 x

Fiiggvények végtelenben vett véges hatarértéke

1 .
1 = o(X
1 y =g Ha x, 5o , = +1—1
X —
1 1 N
h T x
2 2
17T
DEFINICIO. Legyen f(x) a megfeleld félegyenesen értelmezett.
Az f(x) fvnek a +4-ben (-4-ben) vett hatdrértéke A  szdm, ha
Vx,»>o (x,eD;) (x,>—o) esetén f(x,)—>A.
Jelolése: limf(x)=A V. lim f(x)=A
PELDAK
2

lim( +1):1 5. limo 22X+l g

x| x =2 X—®© X2 -2

lim sgnx =—1 6. limsinx nem létezik

lim3* =0

lim arctgx = r
g 2

X—>0

Végtelenben vett végtelen hatarérték
Y N f(X):\/X+5 , sz[—S;oo[
1+ v = g(x) §x, »>o esetén /x +5 >
— A x
; r
—1 7T 2
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l.
2.

3.5.5

3.5.6

1.

1.

DEFINICIO. Az f(x) fiiggvénynek a +4-ben (-4-ben) vett hatarértéke +4 ill. -4, ha

Vx, oo (x,eD;) (il x, >—o) esetén f(x,)—>oo il f(x,)—>—x.
Jelolése: limf(x)=o0 lim f(x) = stb.
PELDAK

lim+vVx+5=0 3. lim2* =

lim x*> = 4. lim shx = —o0

A hatarértékszamitas miiveleti szabalyai

TETEL Ha Ilimf(x)=A ¢és limg(x)=B, akkor

X—)Xo

I. limcf(x)=climf(x)=cA , Vceu
2. lim(f(x)tg(x))=limf(x)+limg(x)=A%B
3. lim f(x)-g(x)= lim f(x)- lim g(x)=A-B

fx) IG5

4, Ha B=#0, lim - =
=% g(x) limg(x) B

Nem bizonyitjuk!

MEGJEGYZES A tétel akkor is igaz, ha x, helyére +oo-t, vagy -oo-t irunk

Nevezetes hatarértékek
lim 20X (Kés6bb igazoljuk)
X*)Xo X
. ki, « .
lim(l+—)"=¢* , Vkeu
X—>00 X
im2 " —Ilna  (Kés&bb igazoljuk!)
X—)XU X
PELDAK

2 — — — —
lim X A0+l (= Dx=T) _HA
=3 x"=2x-3 =3 (x=-3)(x+1) 4

sin 3x
sin3x sin3x 3 3
lim =lim——-cosx = lim—=%—.cosx =3
x—0 th x—=0 §1n X x=>0 SInX
X
o T
2x (1 + j 2 2

hm(x-'_ j = lim X =(e—j =¢’
oo\ x 41 ¢
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3.6 Fiiggvények folytonossaga

DEFINICIO. Az f(x) fliggvénynek az x, helyen folytonos, ha
1. X, helyen értelmezett
2. X, helyen véges hatarértéke van

3. lim f(x)=f(x,)

PELDA: x+1 . ha x#z-1,x#1 )
f(X): X2_1 DfEU
2 , ha x=-1,x=1

Vizsgaljuk meg f(x) fv-t az x, =—1¢és x, =1 helyeken folytonossag szempontjabol!

Megoldas
X, =—1 helyen vizsg.
i X Xt T
xo-1x2 1 xo-1 (x-1)(x+1) Cxolx—1 2 - f(x) fva —1 helyen
nem folytonos
de f(-1)=2
X, =1 helyen vizsg.
lim 2 = fim L = limf(x) nem létezik,
x40 x“ —]1 xol0x —] x—l
_ 1 = tehat f(x) fv az | helyen
lim ——=—0 nem folytonos

DEFINiCIO. Az f(x) fv az x,_helyen jobbrol folytonos, ha f(x) értelmezett az x,
jobboldali kdrnyezetében és

lim £(x)=f(x,)

Az f(x) fv az x, helyen balrdl folytonos, ha f(x) értelmezett az x,
baloldali kérnyezetében és

liqof(x):f(xo)

DEFINICIO. Az f(x) fuggvény egy nvilt intervallumban folytonos, ha az intervallum
minden pontjaban folytonos.

Az f(x) fv egy zart intervallumon folytonos, ha az intervallum minden
belsd pontjaban folytonos, a bal végpontban jobbrol, a jobb végpontban balrol
folytonos.

DEFINiCIO. Egy fiiggvényt folytonosnak mondanak, ha az értelmezési tartomany
minden pontjdban folytonos.
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1. TETEL Ha két fiiggvény folytonos az X,- helyen, akkor 6sszegiik, kiilonbségiik,
szorzatuk is folytonos az x, pontban. Hanyadosuk is folytonos, ha a nevezdben levd fv

az X, pontban 0-t6] kiilonb6zo.

2. TETEL Ha g belsé fliggvény folytonos x, helyen és az f kiilsé fv folytonos
g(x,)-ban, akkor az f o g=f(g) Ssszetett fliggvény folytonos az x, helyen.

3. TETEL Ha f az [a;b]-n szigorGan monoton folytonos fv, akkor az inverze f is

folytonos az [oc;[}] intervallumon, ahol

o =min(f(a),f(b)) , P=max(f(a),f(b)).

y Az &bran

1T y = g(x) o =f(a)
. . « p=1(b)
2 e 2

3.6.1 Az elemi fiiggvények folytonossagarol
Az elemi fliggvények az értelmezési tartomanyukon folytonos fiiggvények.

3.6.2 Szakadasos fiiggvények

DEFINiCIO. Az f(x) fv-nek x, pontban szakadasi helye van, ha a fv X,-ban nem
folytonos, de az x, valamely kornyezetében folytonos.

Ha x,#0 Mind anégy fliggvény folytonos x,-ban

Ha x,=0 helyen csak az utolso6 folytonos, az els6 3 fv-nek a 0 helyen szakadasa van.
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Ha x_ # l fv xo-ban folytonos
X

X, =0 helyen nem folytonos

0-helyen nem megsziintethetd szakadasi
po6lusa van a 0-ban

A szakadasok tipusai

DEFINiC10.  f(x) fv-nek xo-ban hézagpontja van, ha lim f(x)=A létezik (Ael)

X—)XO

de f x_-bannem értelmezett.

DEFINiC10.  f(x) fv-nek X,-ban megsziintethetd szakadasa van, ha lim f(x)=A

X—)X0

létezik, de A= f(x,).

DEFINiC10. f(x) fv-nek X,-ban nem megsziintethetd szakaddsa van, ha  lim f (X)

X=X,

nem létezik.

Specidlisan, ha  lim |f (x)‘ =ow ,akkor f-nek x_ —ban podlusa van.

X—)X0

V. EGYVALTOZOS VA’L(')S Ifl"J(,}G’VENYEK
DIFFERENCIALSZAMITASA

A differencidlszamités kialakuldsat geometriai és fizikai problémak siettették.

PL: — Valamely y=1(x) gorbe P, pontbeli érintéjének meghatarozasa

— Valamely mozg¢ test sebességének meghat.
1. A differencialhanyados értelmezése a derivaltfiiggvény

1.1 A differenciahanyados értelmezése

DEFINiCIO. Legyen f(x) fliggvény az x, pont valamely kornyezetében értelmezett,
és x legyen e kornyezet olyan eleme, melyre  x #x_,. Ekkor az

(1) f(x)-f(x,)

X=X,

fiiggvényt, az f(x) fliggvény az x, helyéhez tartozd differenciahdnyadosdnak
(differenciahdnyados fliggvényének) nevezziik.

A differenciahanyados mas ablakban:

Ha x-x,=Ax = x=Xx,+AX
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f(x0 +Ax)—f(x0)
Ax

AX #0

(2)

MEGJEGYZES mivel x, rogzitett valds szam, ezért az x,_pontbeli differenciahanyados
(1) ablakban az x, (2) ablakban a Ax fliggvénye.

A differenciahanyados geometriai jelentése

Az f fiiggvény x, pontbeli differenciahanyados
fv-ének értékei az f fv  grafikonjanak
P (x,;:f(x,))  pontjan  4tmend  szeldk
iranytangenseivel egyenlok

£(x)=f(x,)

tgo =—————+= X #X,
X—X

[}

1.2 A differencialhanyados értelmezése

o f(x)-f(x,) . o L
DEFINiCI0.  Ha az —————% (x=#x,) differenciahanyados-fiiggvénynek
X—X,
X, helyen a hatarértéke valds szam, akkor ezt a hatarértéket az f(x) fv x, pontbeli
differencidlhanyadosdnak nevezziik és azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény az x,
pontban differencidlhato.

Jelolések: f(x) fv  x, pontbeli differencialhanyadosa:
df
f'(x );f'(x s —
( 0) ( )\x:xo dX x=x,
A definici6 értelmében:

() = tim L)L) (1

X=X, X=X,

): lim f(X0+AX)—f(XO)

AX—X, AX

f'(x

(4]

A differencidlhanyados geometriai €s fizikai jelentése

1.
Az f(x) fliggvény Xo pontbeli
differencialhanyadosa, f'(x, ), annak a szognek
a tangense amelyet az f fv grafikonjadhoz a
P, (Xo;f (x, )) pontban htizott érintd az x tengely
pozitiv felével bezar.
f (x) —f (xO )

tg(xozf'(xo)lei_)nxl? X?fX0

o
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f(x)-f(x
) ae TER)
X —X,
atlagosan milyen mértékben valtozik a fv érték a fiiggetlen valtozo megvaltozasdhoz
viszonyitva.

differenciahanyados megmutatja, hogy az [xo,x] intervallumon

Az f ’(xo) differencidlhanyados az f fv x, pontbeli pillanatnyi megvéltozdsanak

mértéke.

A fizikaban: a_sebesség az Ut id6 szerinti differencidlhanyadosa

ds
V=—
dty,
a gyorsulds a sebesség 1d0 szerinti differencialhanyadosa
dv
a=—
dty,

PELDA Szamitsuk ki az (x) = ix +i fiiggvény x =1 pontbeli differencialhanyadosat!

Megoldas Az x_ =1 pontbeli differenciahanyados fliggvény:

2x+1 3
f(x)—f(Xo)_3X+1_Z_8x+4—(9x+3)_ 1-x -
X—X, x—1 4Bx+D)(x-1) 40Cx+D)(x-1) 43x+1)
x =1

Az x, =1 pontbeli differencialhanyados:

im LTI L 1 g4, x =1 helyen differencidlhaté és
=% X=X x>l 4(3x+1) 16

, 1
f (I)Z—E

1.3 Jobb- és baloldali differencialhanyados

DEFINiCIO. Legyen f(x) az x, hely megfeleld féloldali kornyezetében értelmezett.

— Haa lim M

X=X, +0 X _Xo

valos szam, akkor ez a hatarérték az f(x) fliggvény x, pontbeli

jobboldali differencialhanyadosa.

— Haa lim M

X—>Xx,—0 X _Xo

valds szadm, akkor ez a hatarérték az f(x) fiiggvény x, pontbeli

baloldali differencialhanyadosa.

Jelolések: fl(x,) ; f'(x,)

TETEL Az f'(x,)akkor és csak akkor létezik, ha f/(x,) és f'(x,) léteznek és
egyenldek, ekkor
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fl(x,) =f1(x,) =f'(x,)

PELDA Széamitsuk ki az f(x) =|x| fiiggvény x, =0 helyhez tartozo jobb- és baloldali
differencidlhanyadosat!
Megoldas A jobboldali differencidlhanyadosa:
fx)=f(0) . |x|-]0]

x| X

f/(0)= lim ————= lim ——— = lim — = lim —=1
x—0+0 X — 0 x—0+0 X x—0+0 x x—0+0 x
A baloldali differencidlhanyadosa:
£/(0) = tim L)=IO _ gy X210 gy IXD_ iy X
x—0-0 X_O x—0-0 X x—0-0 x x—0-0 x

Tehat f(x)=|x| fv az x,=0 pontban nem differencidlhato, mert
£f/(0)=f'(0) = {'(0) nem létezik.

Geometriailag: A P, (0; 0) pontban az  f(x) =x grafikonjanak nincs érintdje.

1.4 A folytonossag és a differencialhatosag kapcsolata

Az eléz6 példaban: f(x):|x| fiiggvény az  x,=0  helyen folytonos, de nem

differencialhaté! = A folytonossag nem elég a differencialhatosaghoz.

TETEL Ha f(x) differencialhat6 az x, pontban, akkor ott folytonos is.

(Masképp: a folytonossag a differencialhatdsag sziikséges feltétele.)
Bizonyitas Mivel f x, —ban differencialhato:

i £

X—)X0 X f— o
lim (£(x)—f(x,)) = lim TOO =) ()= im 2OOTE®) o ()=
X—)XO X—)XO X —_— XO X—)X0 X —_— Xo X—)Xo

=f'(x,):0=0 = limf(x)=1(x,)
Ami azt jelenti, hogy f(x) x,—ban pontban folytonos.

1.5 A derivaltfiiggvény (differencialhanyados-fiiggvény)

DEFINICIO. Legyen H az f fliggvény értelmezési tartomdnyanak valamely
részhalmaza. Ha az f fiiggvény a H minden pontjaban differencialhato, akkor azt
mondjuk hogy f a H halmazon differencidlhato.

DEFINiCIO. Azt a fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya azon x, pontok
halmaza, ahol az f fiiggvény differencialhat6 , és amely fiiggvénynek értéke egy ilyen x,
pontban az f fliggvény X, pontbeli differencidlhdnyadosa, az f fliggvény
differencialhanyados-fliggvényének , v. derivaltfiiggvényének nevezziik.
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df

Jelolése: f'; f'(x); ™
X

MEGJEGYZES ' értelmezési tartomanya f értelmezési tartomanyanak nem iires

r ! !
részhalmaza, azaz D, <D, , D; #0.

2. Differencialasi szabalyok

2.1 Altalanos differencialasi szabalyok

1. TETEL Ha f(x) differencialhato x,-ban, akkor c f(x) is differencialhato x,-ban és

(c f(x))"x:x =c-f'(x,) ($ cel esetén)
Bizonyitas
lim SOOI _ o SOOI gy FOOTIR) gy
X‘)X\) X —_— XO X*)X\) X —_ XO X*)Xo X — XO

2. TETEL Ha f(x) és g(x) X,-ban differencialhat6, akkor

(FeO£e())'~, =F'(x,) 2 g(x,)
Bizonyitas
i (0 £8(0) - (FGx) £e(x,) _ (f(x)—f(xg . g(x)—g(xo)j _
X%, X=X, XX, X=X, X=X,

im LI i, 808 g '(x,)£g(x,)

X—)X(‘ X —_ XO X—)X(‘ X —_ XO

MEGJEGYZES 1. Osszeget ill. kiilonbséget tagonként differencialunk.
2. A 2. tétel 2-nél tobb tag esetén is igaz.

3.TETEL Ha f(x) és g(x) differencidlhaté xq-ban, akkor f(x)-g(x) is

differencialhato x,-ban és

!

(F)e(x)),, =f'(x)elx)+f(x,) e (x,)
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Bizonyitas

P () -flx) (%) _ o £ g0 ~Fx,) g0 +£(x,) g(0) - F(x,) g(x,) _

lim
X—)X0 X —_ Xo X—)X0 X f— XO
i | SO ) B () |

XX, X—X -

[ 0

= 1imM. lim g(x) + lim f(xo)w=f’(x0)g(X0)+f(X0)g'(Xo)

XX, X — o X—XO

Mivel f ésg x, —ban differencialhat6 és g x_  —ban folytonos.

MEGJEGYZES Ketténél tobb tényez6bdl allo sorozat differencidldsa a szorzas
asszociativ tulajdonsaga alapjan visszavezethet6 két tényez0s szorzat differencialasara.

4. TETEL Ha g(x) differencidlhato x,-ban ¢és g(x,)#0, akkor SR

g(x)
differencialhatd x,-ban és
{Lj __g0)
g(X) [x=x, [g(xo)]z
Bizonyitas Az el6zéekhez hasonldan a definicid alapjan!
, , . s , f(x) .
5.TETEL Ha f(x) és g(x) differencidlhaté az x,-ban és g(x,)#0, akkor ) is
g(x

differencialhatd x,-ban és

[m] | F(x) 8(x) ~(x,) €/(x,)
g(x) ), (2(x,))

Bizonyitas

(@j :(f(x). e j ) g2 e) )8~k e(x,)
gx)) .. gx)) ., (x,) (g(xo)) (g(xo))

A szorzat fliggvény derivalasi szabalya alapjan.

6. TETEL Ha g(x) differencialhatod x,-ban és f(x) differencialhatd g(x,)-ban, akkor az
(fog)(x) (f g(x)) Osszetett fliggvény differencialhatd x,-ban és
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Bizonyitas
o Fle()=fle(x)) . fle(x)-f(e(x.)) go-g(x,) _
e X=X, on o g(x)-g(x,) X=X,

mivel g(x) x,-ban differencialhatdo = g x_-ban folytonos is,
tehathax > x, = g(x)—>g(x,), atjeldlve

g(x):=u , g(x,):=u,

=}Lf£%-g’(xo)=f’(uo)-g'(xo)=f'(g(xo))-g'<xo)

MEGJEGYZES Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat lancszabalynak nevezziik.

7. TETEL Legyen f(x) az f(x) fliggvény inverze. Ha f(x) differencidlhaté f(xo)

helyen, akkor f(x) differencialhat6 x, pontban és

— ! 1 ) (=
(f(x)) = m , ha f (f(xo)) £0
Nem bizonyitjuk!

Mivel az el6z6 tételekben x, az f ¢és g fiiggvények értelmezési pontjanak barmely
olyan pontja lehet, ahol fésg differencialhato, igy a derivaltfiiggvényekre érvényesek
a kovetkezok:

!

fx)) _f'x)ex)-fx)g'x)

g(x) (g)
[f(2(0)] =F"(e(x)-g'x)

— ! 1

f(x)) =—=

( X ) f,(f(X))

2.2 Elemi fiiggvények differencialasa

1. TETEL Konstansfiiggvény derivaltja az azonosan 0 fiiggvény.
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Bizonyitas
f(x)=C (S Ceu )
fim £ =) _ o C-C
X—)XO X—XO X—)XO X—XO
(C)"x=X =0 , deez $x, €U eseténigaz,
tehat
C'=0

2. TETEL (Hatvanyfiiggvény derivélasa)

!
(x“) =nx"" , VneN" é Vxel esetén
1y 0
Bizonyitas n=1 esetén (x) =1-x =1
. X—X
lim =1
X‘)XOX—XO

n=2 esetén

-1 -2 -3 2 -2 -1
i X" —x" i (x—xo)(x“ S GIED S0 SIS SESIWE S & & +X2)
Im ———>= lim
X=X, X—XO X=X, X—X

n-1
o

lim (x“’1 +X"P X XX X )zn-xg’

X—)X0

Mivel x, tetszéleges volt = (x“) =n-x
Felhasznaltuk az:
a"—b"=(a- b)(a“f1 +a"’b+a""b +...+ab" T+ b’ ) azonossagot és
f(x)=x" fliggvény folytonossagat

MEGJEGYZES A fenti tétel tetsz6leges o Kkitevo esetén is igaz!
(Ezt késdbb bizonyitjuk.)

!

3. TETEL Barmely valos x-re  (sinx) =cosx

Bizonyitas
7 cos 2X + AX sin AXx
sin(x+Ax)-sinx . '
im ( ) = lim 2 2 _
XX, AX X—>X0 AX

sin ——
) X 2
:11mc0s(x+—) =cosx-1=cosx
XX, 2 AX

2

Felhasznaltuk a

. ) oa+p . a- ,
sina—sinf3 =2cos 2B-s1n ZB azonossagot
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az f (x) =cos x fliggvény
. sinh

lim

h—0 |

=1 hatarértéket

MEGJEGYZES

itt

A fenti tétel tetszdleges

folytonossagat

h=2X
2

o kitevd esetén is igaz!

(Ezt kés6bb bizonyitjuk.)

!

4. TETEL Barmely valés x-re  (cosx) =—sinx

. ., . (m
Bizonyitas cosx =sin 5 X

T

-

T
——X

(cos X)l = {sin(
2
Felhasznaltuk:

[f(2(x)] =F(2(x))-¢ (x)

(sinx) =cosx

(—x) =-—1

——X

]~(—1)=—sinx

S. TETEL
(tgx)! = l+tg’x= > XGl:I({E-I-kTE,kEZ}
COs” X 2
' -1
ctgx) =—(1+ctg’x) = xel ({kn,keZ
(ctgx) =—(1+etg’x)=—— ({ }
Bizonyitas Az eldz0 tételek és a hanyadosfiiggvény differencialasi szabalya alapjan

sin X

_cosx-cosx—(—sinx)sinx _ cos’ x+sin’x

2

1
/
(tgx) = > > I+tg'x = 5
cos X cos’ x cos’ x cos’ x
! . . .
r (cosx) —sinx-sinx—cosx-cosx  sin’X+cos’ X .
(Ctgx) = - = ) = — . :—(1+Ctg X):— -2
sin x sin® x sin’ x sin® x
6. TETEL
. ' 1
(arcsinx) = |x|<1
1-x*
1 1
(arccosx) =-— - |x|<1
1-x
(arctgx)
arctgx) =
1+ x>
(arcotgx) =—
arcctgx) =
1+ x?
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Bizonyitas A bizonyitashoz az el6z0 tételeket és az inverz fliggvény differencialasi
szabalyat hasznaljuk fel!

1 1 1

arcsinx) = - = = x|<1
( ) cos(arcsmx) \/l—sinz(arcsinx) J1-x2 ||
' 1 -1 -1
(arccosx) =— = = x| <1
—sin (arccosx) \/l—cosz(arccosx) JI-x
(arctgx)'— ! _ !
1+tg’(arctgx) 1+x°
, -1 -1
(arcctgx) = - = -
l+ctg”(arcctgx) 1+x
7. TETEL Barmely xeU’ esetén
’ 1 4 1
Inx) =— log x) = a>0,a=1
(1nx) = (log, x) = ( )
Bizonyitas
Legyen x>0 , x+Ax>0 Ax —0 esetén
™
In(x+Ax)-1
JCEZSI TN I S SN B AP IR S PR ) I TR L
Ax Ax X Ax X X AX AX | x X
X AX
TetszOleges, de rogzitett x >0 esetétn , ha Ax—0 , A——)oo ,
X
™
, 1
tehat I+—| —e
X
AX
Ax
(lnx)':limlln 1+L =l.lne:—
Ax—0 x i X X
Ax
felhasznaltuk az Inx fiiggvény folytonossagat!
: (Inx) 1
log, x) =|— | = a>0 , a=l
(log, x) (lnaj xIna ( )
8. TETEL Barmely xeU esetén (e"),=eX (a")’=a"~lna a>0,a=1
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Bizonyitas

—_—~
(@]
>
~—_
I
—_
I
(¢
>

v
eX

(a") :+:ax-lna

a“Ilna
felhasznaltuk az inverz fliggvény derivalési szabalyat
9. TETEL Béarmely xeU esetén (sh X)' =chx

(ch x)' =shx

Bizonyitas

(th)':(e —e” j _e —(—e ):e +e _ chx

2 2 2
(chx),:[ex—i_exj :ex_eix =shx
2 2
10. TETEL
' 1
thx) = . . »
( X) ox Sxel esetén
(cthx)rzsgzlX éxeL’J({O} esetén
11. TETEL
' 1 4 1
arshx) = archx) =— xell;o
(arshx == (arehn) = il
' 1 ' —
(arthx) = — (arcthx) T
|X|<1 |X|>1
PELDAK
5 3Y '
1. (X X J :{l(xs—kaS)} :l(5X4+15x2) $§xeu
3 3 3
2. [(5+6x)(4-3x)] =6(4—3x)+(5+6x)(-3)=9-36x $xel
3. (2\/;+lj '= 2xé+x_l ,:2~lx_;+(—l)x_2:L—L xeu”
X 2 \/; x*
) ' . 1
4, (Xarcsm2x) =1-arcsin2x+x- -2 |X|<—
1-4x? 2
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(sinx+cosxj_ _ 2
sin X —cos x (sinx —cos x)2
6. (In8x) = .8=1
8x X
7. (lnlnx)' _ bt 1

Inx x xlnx

2.3 Specialis differencialasi szabalyok

2.3.1 Logaritmikus differencialas

Legyen  h(x)=f(x):"
mivel f(x)>0 = h(x)
Képezzik Inh(x)—et!

ahol f(x)>0
= f(x)5™ >0

Inh(x) =Inf(x)*™ =g(x)Inf(x) Derivaljuk mindkét oldalt!

L @) =g(0)Infx)+g(x)——f'(x)

h(x)

h'(x) = h(X)[g'(X) Inf(x)+g(x)——

h'(x) = f(x)* {g’(X) Inf(x)+ g(X)—}

f(x)
f'(x)
f(x)
f'(x)
f(x)

A kovetkezo tételben felhasznaljuk ezt az eredményt!

TETEL $xel esetén

(x*) =a

Bizonyitas Legyen f(x)=
Inf (X) =o-In

fo_,.L
f(x)  x
f'(x) =f(x)-o

!

(X(x) — a'xcx—l

PELDA

f(x) =(sin2x)™

, ha x>0
Xoc—l
x* , x>0
X
1 1 _
_:Xu.a._:a.xa 1
X X

(x>0 ¢és sin2x>0)

Képezziik a derivaltfiiggvényét!
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Megoldas Inf(x)=InxInsin2x

Lf’(x) :llnsin2x+lnx- .
f(x) X sin 2x

f’(x):f(x)[

f!(x) _ (51n 2X)lnx |:ln Sil’l 2X " ZlnX - COS 2xj|

-cos2x-2

lnsin2x+21nx-cos2x
sin 2x

X sin 2x

2.3.2 Paraméteres alakban adott fiiggvény derivaltja

Az
X:(p(t)} , teH
y=wy(t)

paraméteres egyenletrendszer az  xy sik valamely gorbéje egyenletének un. paraméteres
alakja.

Ha a o@(t) leképezes kolesondsen egyertelmii (¢ invertalhato fv) és D =D, | akkor a

fenti egyenletrendszer un. paraméteres megadasu f fliggvényt hataroz meg, melyre
D, =R,.

PELDA
x =2cost )
] =t=m
y=2sint }
y
2
egyenletrendszer fiiggvényt ad meg, grafikonja:
X
-2 2

TETEL
Az x=¢(t) . e
teD, ¢s ¢ invertalhato fliggvény
y=wy(t)

paraméteres alakban adott f fiiggvény differencialhato az x_ = ¢(t,)—ban

. d(p . d\lj i . ]
ha o(t ) =— t)y=— és t)=z0 , és
o(t,) it w(t,) it o(t,)

f'(x,)= v(t,) Nem bizonyitjuk!

o(t,)
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PELDA Hatarozzuk meg az

X =5cost
, } te[0;2n]
y =4sint

paraméteres alakban adott ellipszisnek a  t = 1 paraméterértékhez tartozo

pontjdhoz huzott érintdje irdnytangensét!
Megoldas ~ Nem fv-t adunk meg mert Scost te[0;2n] nem kolcsondsen

egyértelmi leképezés.

T T . . , o
t,=— t e }O ; —{ — ezen intervallumon a cost fv kolcs. egyért. leképezés

tehat X =5cost } } n[
. t,e |0;—
y=4sint 2
f fliggvényt ad meg. X, =5 cos% = 5%
o(t) =—5sint o) = —SQ £0
4 2
w(t) = 4cost \];(%) _ 4% — 22

N2 224
m=tga=F(x,) =165 => =3

_5¥%
2

2.3.3 Polarkoordinatas alakban adott fiiggvény differencialasa
Polarkoordinata-rendszer esetén a sik tetszdleges P pontjdhoz a ((p;r) szampart
rendeljiik, ahol

¢@: az x tengely pozitiv felétdl az O-bol induld és a P-n atmend félegyenesig mért
pozitiv forgasszog.

I: a pontnak az origotdl mért tavolsaga.

82



PMMANB311 Matematika I.

P(@; 1)
r
O hd >p
Legyen adott az r((p) fliggvény. (Pl: r((p)= % +1 j
=2 PO(XO;YO)
2 P, ((Po ;ro)
A derékszogl és a polarkoordinatak kozotti kapcesolat
X:r((p)XCOS(p = g((p)}
) ¢oe H
y=t(@)x*sing = h(o)
paraméteres alakban adott f fv, ha g invertalhato, D f:R(P
Ha g'(9,)#0¢és h'(¢,) léteznek, akkor
, , r' (¢, )sing, +r (@, ) cose,
t'(xy)=t'(g(9,))=— 5
(x:) ( ( 0)) ¢ ((Po)COS(Po'r((Po)Sln(Po
PELDA  Adottaz r(¢)=l+cos¢ (0<@<2m) polarkoordinatakkal adott

fiiggvény. Szamitsuk ki a derivaltjat a (pf% helyen!

Megoldas
Az r(¢)=1+cosp
egy un. kardioid-ot ad meg a
derékszogl
koordinatarendszerben
x=(l+cosp)cosp = g(o) - -
: ¢e |05 Po=—
y=(l+cos@)sinp = h(o) 2 6
2 )2

paraméteres alakban adott f fv
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-singsing+ (1+cosp)cosp _€02¢+c0s¢

f'(x)=
(X) -singcose+ (1+COS(p) (—sin(p) sin2@+sin@

c052§+cosg
f’(x0)=—ﬁ= -1=tga

sin2 —+sin —

6 6

2.3.4 Implicit alakban adott fiiggvény differencialasa

Az ilyen alakban megadott fiiggvény differencidlhanyadosat megkapjuk, ha a fliggvényt
megado egyenlet mindkét oldalat differencialjuk, s kdzben alkalmazzuk az osszetett fliggvény
derivalasi szabalyat!

PELDA Hatarozza meg az x'y+5y’°x-4=0 implicit  alakban  adott  fv
derivaltjat, az x,=1  helyen!

Megoldas
y(x)
4 y+x 3y +10yy'x+5y* =0
. y(5y+4x3 )
X (x3 +10y)

4
X,=1 YO+SYé_4:O = YOlzg Yo =-1

3. Differencialhato fiiggvény differencialja

DEFINiCIO.  Ha f(x) fiiggvény az  x, —ban differencialhato, akkor az

f'(x,)-(x—x,) els6foku kifejezést az f fiiggvény x, pontbeli differencialjanak

nevezzik.

Jelolése: df,

e,

svdf , df =f'(x,)(x—x,) =1"(x,)Ax
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Specidlisan: Ha ~ f(x)=x
df =dx =1-(x—x,)=1-Ax =Ax azaz
dx = Ax

Ezt felhasznalva:  df =f'(x, )(x—x,)=f"(x,)dx

[}

A differencidl geometriai jelentése

df az ordinataérték megvaltozasat
jelenti f (XO)—tél az érintdig,
mikdzben az x, pontbdl attériink az

X, +Ax helyre.

MEGJEGYZES:

1. df ltalaban kiilonbozik Af = f(x)—f(x, )-tol

2. Ha Ax =dx kicsi Af és df eltérése kicsi, azaz
Af =f(x)-f(x,) = df azaz
f(x)~f(x,)+df

f(x)~f(x,)+f'(x,)dx

Ha x kozel van az x,-hoz, j6 a kozelités.
4. Magasabbrendi differencialhanyadosok

Ha f (X) fiiggvény f '(x) derivaltfiiggvénye is differencidlhatd, akkor az f '(x)
fiiggvény differencidlhanyados fliiggvénye az  f (x) fiiggvény masodik derivaltja.

Jele:
: d*f
f! — f!! -
(F()f =r(x),  vagy O
: d’f
D f” — fW -
e ( (x)) (X), vagy o
ardr ot
dx*’ dx>’ dx™’
£f9, O, £
Megéllapodas: £ = f

DEFINiCIO. Az f (x) fiiggvény n-edik derivaltjat a kdvetkezOképpen értelmezziik:
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f(“)(x);: {f(x), ha n=0

[f(nfl) (X):|, ha neN"

Az n szdmot a derivalt rendjének nevezzik.

PELDA Hatirozzuk megaz f(x)=Inx fiiggvény magasabbrendii derivaltjait!

Megoldas

5. A differencialszamitas kozépértéktételei
TETEL (Rolle-tétele) Ha f (x) folytonos az [a,b] -n ¢s differencialhat6 az ]a,b[ -n, €s
f(a)=f(b),akkor 3 legalabbegyolyan EeJa,b[ ,ahol f'(&)=0.

Nem bizonyitjuk!

A Rolle — tétel geometriai jelentése

§.8,.&; €lasb|

£'(&)=1'(6)=1'(&)=0
hogy &,,&,,&;, helyeken a fv gorbélyéhez
huzott érintd parhuzamos az x tengellyel.

azt jelenti,

TETEL (Langrange—féle kozépértéktétel) Ha f(x) folytonos az [a,b]-n ¢és
differencialhato az ]a, b[ -n, akkor 3 legalabb egy olyan

&ela,b[, ahol f’(g):w
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Nem bizonyitjuk.

A Langrange—tétel geometriai jelentése

f(b)—-f(a
o) =r(e) =)
3€.8, e Jab[ melyekre
a §,és&, helyeken huzott érintd parhuzamos
az (a;f(a)) és (b;f(b))pontokat 0sszekotd
szeldvel.

6. A differencialszamitas alkalmazasai

6.1 Hatarértékszamitas, a L’Hospital-szabaly

Gyakran adddnak olyan hatarértékszamitasi problémak, amelyek megoldasa az eddig jol
ismert modszerekkel nem, vagy nagyon koriilményesen oldhatok meg.

: X
. X-—sinx . e
Pl: lim———; vagy lim—
x—0 X—>0
X X

TETEL Legyen f és g az x, valamely H kornyezetében differencialhatd és

g'(x)#0 , haxeH és limf(x)=limg(x)=0.

x—0 x—0

CP(x) (X)L
Ha lim — létezik , akkor lim 1s 1étezik és
X—)Xog(x) X—)Xo g(x)

. f(x)
lim = -
X—)X0 g(X) X—)X0 g (X)

Nem bizonyitjuk.

TETEL Legyen f és g az x, valamely H kornyezetében differencialhato és

g'(x)#0 , haxeH ¢és !gré f(x)‘:yi%‘g(x)‘zoo.
Ha lim—— létezik , akkor lim ——~is létezik és
X% g (X) XX, g(X)

Nem bizonyitjuk.

TETEL Ha fés g az |x,,o0[ -on differencialhato és
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£'(x)

}(iirolf(x) = £1£13g(x) =0v.(+0) , valamint Xlgg ¢(x) létezik ,
f(x).
akkor lim is 1étezik és

X—)XO g(x)

lim = lim
X—)X(J g(X) X—)X0 g’(x)
PELDAK
. siInxX .. COSX
lim =1lim =1
1. x-0 x x—0 1
.oet .oet e
2. lim >= lim—=1lim—=o0
D ¢ X—>00 2X X—>0 2
. Xx—-sinx .. l-cosx .. sinx 1
3. lim 3 =lim > =lim =—
x—0 X x—0 3x xoo (X
1
) . Inx . « )
4. lim xlnx= lim —= lim —%*—= lim (—X)=O
x—0+0 x—0+0 1 x—0+0 1 x—0+0
X x>

6.2 Fiuggvényvizsgalat (Figgvénydiszkusszio)
6.2.1 A fiiggvény novekedése, csokkenése, szélsoértékei

TETEL Legyen f az ]a,b[ -on differencidlhato. Az f fliggvény az ]a,b[ -on akkor és
csak akkor novekedd (ill. csokkend) ha  Vx ela;b[ esetén f'(x)=0 (ill.f'(x);:O).

Nem bizonyitjuk!

TETEL Legyen f az  |a,b[-on differencialhaté. Az f fiiggvény az |a,b| - on akkor és
csak akkor szigortan ndvekedd (ill. csokkend), ha f'(x)=0 (ill.f'(x)=0) teljesii

vV X e]a ,b[ esetén, és f '(x)z 0 az ]a ;b[ egyetlen részintervalluméan sem azonosan zérus.

TETEL Ha f'(x)=0 Vxela,b[ esetén, akkor f az ]a,b[ -n konstans.

2

PELDA Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabol az f(x)=In X )3 fliggvényt!
+X
Megoldas D, = ]—1;0[ U ]0;00[
3 3 2 . 2 . _
f’(x): (1+2x) .2x(1+x) X 3(1+x) _ 2(1+x) 3x= 2-X . D, =D,

X (1+X)6 x(1+x) x(1+x)
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f'(x)=0 ha x=2 = Mivel f’(x) fiiggvény csak 1 pontban zérus, f(x)

fliggvény egy részintervalluman sem lehet konstans.

X ]—l; O[ ]0;2[ ]2;00[

f' + + -

f /! /! N

TETEL Ha f differencidlhat6 az x, kornyezetében és f -nek x, -ban helyi szélséértéke
van, akkor f'(x)=0.
Nem bizonyitjuk!

MEGJEGYZESEK

1. Ha f'(x,)=0, akkor f-nek X,-ban lehet, de nem biztos, hogy van szélséértéke.

2. Ha f'(x,)#0, akkor f-nek nincs szélséértéke.

TETEL  Ha f differencialhato x, valamely kdrnyezetében és f'(x,) =0, valamint az f'(x)

fiiggvény az x, pontban eldjelet valt, akkor az f fiiggvénynek x,-ban helyi szélséértéke van.
Nem bizonyitjuk!

PELDA Hatarozzuk meg az f(x)=(x - 4)2 (x— 3)2 fliggvény szélsdértékeit!

f'(x)=2(x—4)(x—3)2+(x—4) 2(x—3)=2(X—3)(x—4)(x—3+x—4)
f'(x)=2(x-3)(x-4)(2x-7) D, =R
f'(x)=0 2(x-3)(x—4)(2x-7)=0

X, =3, X, =3,5 X, =4
x [~ 3[| 3 1335 3.5 [[354]| 4 |]4of f(3)=0
| 0 + 0 - 0 + £(3,5)=0,06
f N |hmin.] / |hmin| \, |h. min.| / f(4)=0
Abszolit minimuma  x, =3, X, =4-nél f(3)=f(4)=0

Abszolut maximuma nincs.

6.2.2 Konvex, konkav fiiggvények, inflexiéos pont

DEFINiCIO. Az [a,b] intervallumon folytonos f fiiggvényt az [ a,b]-n konvexnek

nevezziik, ha ¥V c¢,d €[ a;b]-re érvényes a kovetkezd:
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2 ) 2

f[c+dj< f(c)+f(d)

Ha az egyenlotlenség jelét megforditjuk, akkor f fiiggvény [ a, b] -n konkév.

y
T X
a b
y
T X
a b
MEGJEGYZES:

1. A gorbéket mindig alulrol nézziik!

f(c;djsf(c);f(d)

konvex

f(c+dj2 f(c)+f(d)
2 2
konkav

2. Ha egyenldséget nem engediink meg, szigoruan konvex, ill. szigoraan konkav.

DEFINiCIO. Az f fiiggvénynek az x, pontban inflexiés pontja van, ha x,-nak van
olyan jobb és bal oldali kérnyezete, hogy az egyikben a fiiggvény konvex, a masikban

konkav, vagy forditva.

Ny

P az f grafikonjanak inflexios pontja
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TETEL Az [a,b]-n folytonos, ]a,b[-n kétszer differencialhato f fiiggvény akkor és
csak akkor konvex (ill. konkdv) az [a,b]-n, ha f"(x)=0, (f”(x)éo)
Vxela,b[ esetén.

Nem bizonyitjuk!

TETEL Az [a,b]-n folytonos, ]a,b[kétszer differencialhato f fiigvény akkor és csak
akkor szigorian konvex (szigortan konkav) az [a,b]-n, ha f"(x)=0,
(illetve f "(x)éO) vxela,b[-n, de f"(x)az Ja,b[ egyetlen részintervalluman

sem azonosan z€rus.
Nem bizonyitjuk!
PELDA f(x)=xInx D,=u"

Vizsgaljuk meg konvexitas szempontjabol!

Megoldas f'(x)=Inx+1 D,=0"
Pr(x) =L D, =0"
X

Az f gorbe alakja f"(x) fiiggvény eldjelétdl fiigg.

Mivel f”(x):l>0 (xeD;.) = f D,—en konvex.
X

TETEL Ha az X, hely valamely kornyezetében kétszer differencialhatd f fliiggvénynek x,-
ban inflexios pontja van, akkor f"(x,)=0.

Nem bizonyitjuk.

TETEL Ha az f fliggvény az x, valamely kornyezetében differencidlhatd és f "(XO) =0,

valamint az f ”(x) fiiggvény az x, helyen eldjelet valt, akkor f-nek x,-ban inflexids pontja

van.
Nem bizonyitjuk.
PELDA Hatarozzuk meg az f(x)=x*+x’ , D;=0 fiiggvény inflexios
pontjait!
Megoldds "(x)=4x"+3x’ D, =D, =R

£(
f”(x)=12x2 +6x=6x(2x+1)=0
f'(x)=0 <  12x’+6x=6x(2x+1)=0

X, === x, =0

2
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£ + 0 - 0 +
f U infl. p] ~ |inflp| U
1 3
fl ——|=— f(0)=0
( 2] 16 ( )
., 1 3
Inflexios pontok: P, (_E’Ej P, (0;0)

6.2.3 A fiiggvénydiszkusszio vazlata  (Teljes fiiggvényvizsgalat)

. Megallapitjuk f(x) fiiggvény

a) értelmezési tartomanyat, ha nem adott
b) paritasat, periodicitasat (a vizsgalati intervallum ezek utan esetleg sziikithetd)
¢) zérushelyét, az f(x)=0 egyenletbdl
d) hatarértékeit, a kritikus helyeken és az értelmezési tartomany szélein
e) folytonossagat, szakadasi tipusait (ha vannak)

I f'(x) segitségével (ha létezik) megallapitjuk:
a) f'(x) lehetséges széls6értékhelyeit az f'(x)=0 egyenletbdl

b) f (x) monotonitasi intervallumait és szélsdértékhelyeit

. f" (X) segitségével (ha l1étezik) megallapitjuk

a) f(x) lehetséges inflexios pontjait az f”(x)=0 egyenletbél

b) f(x) konvexitasi intervallumait és inflexios pontjait
IV. A fiiggvény grafikonjanak megrajzolasa (az eddigi informaciok alapjan)
V. Az értékkészlet meghatdrozasa, korlatossag vizsgalata

PELDA Vizsgaljunk teljes fiiggvényvizsgalatot az f(x)=x’xe™  fv-en!

Megoldas
L
a) D,=u

b) Nem periodikus;
f(x)

£(x)
c) zérushelyek: f(x)ZO, azaz xe¢* =0 < x=0

d) Kritikus hely nincs

f (-x)z(-x)3 eM=x’.e" 2 } = se paros, se paratlan
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3

. X
hm—X =—w©
X—>00 e
3 2
. 0X .o3x . 6x . 6
Im—=lim—=lim—=Ilim—=0
X—0 ex X0 ex X—0 ex X0 ex

e) f(x)folytonos, mert elemi fliggvény

I f'(x)=3x"e"x’e"=x"e" (3-x) D.=R
a) f'(x)=0 x%"(3-x)=0 < x,=0;x,=3 alchetséges sz¢ls6érték helyek
b)
x [ o[ | 0 | Jo3[ | 3 | B £(3)- 2_37 ~134
f' + 0 + 0 - ¢
E] 7 |/ fhmax ] N abssolit masimu!
L f"(x)=2xe™ (3x)x’e™ (3-x)-x’e™= xe™ (6—2){—3x+x2 —x)
f"(x)=xe™ (x2—6x+6) D..=u
a) f"(x)ZO x-e™ (X2—6X+6):6
x,=0; x2=3-\/§; x3=3+\/§
b)
x []o0[| 0 ]0;3-\/5[ 3.3 ]3-\/5; 3+\/§[ 3+3 ]3+\/§;00[
£ - 0 + 0 - 0 +
f N |infl.p. v infl.p. N infl.p. U

£(0)=0 £(3-v3) ~ 0,58 £(3+v3)~0,93

P, (0;0) P, (3-4/3;0,58) P, (3+/3;0,93)

IV.
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V. R fz} -oo;2—37{ = csak feliilrdl korlatos
e

6.3 Szélséérték problémak

PELDA Egy 10cm sugaru félkor alaka lemezbdl legfeljebb mekkora teriileti
egyenlOszary, trapéz alaka lemezt vaghatunk ki?

Megoldas
CD=x OTC A-bél
2 / 2
or=2 102=m2+(ij _N400-x"
2 2 2
0<x<20
T=2O+X-m
I 2
T(X):202+X 4020'X Zi(20+x) [400_X2
D, =]0;20]
[N rrr -X 1 400-x”-x(20+x)
T (x)=—=+400-x* +—(20+x =—
(x) 4 4( ) 400-x> 4 J400-x
, 1(20+x)(20-2x)
T(x)=— =0 < x,=10(cm
=3 V400-x* (em)
0;10 10 | 110:20
i;f ]+[ 0 ] . | X, =10 = m0=5\/§(cm)z8,66cm

T =75..3(em2)
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T‘ ya ‘h.max.‘ AN

6.4 Taylor polinom; Taylor — formula

DEFINICIO. Legyen f fliggvény az X, pontban legalabb n-szer differencialhat6. Az
f fiiggvény X, helyhez tartozé n-edik Taylor polinoma:

1 6) =)+ 2O (o e £y o 2
2 0 (
roviden Tn(x)zzf ("’)(x-xo)1

PELDA f(x)=¢" x,=0 frjuk fel f fiiggvény x, helyhez tartozé n-edik
Taylor polinomjat (n-edfoka Taylor polinomjat!)

Megoldas f(x)=f’(x)=...:f(“)(x)=eX f(“)(O)ze0 =1

T (x):1+1x+ix2 +—x° +...+LXH
! 1! 21 3! n!

MEGJEGYZES f (x) fliggvény n-edfoku (n-edik Taylor—polinomja) az x, pontban
legaldbb n-edrendben érintkezik az f(x) fiiggvény grafikonjaval.

Taylor — formula

TETEL Ha f fliggvény az X, valamely kornyezetében legalabb (n+1)-szer
differencialhat6, akkor ebbe a kornyezetbe es6 Vx helyen érvényes a kovetkezd

egyenldség:
f(n+1) (F,) .
f(x):Tn(x)+ (x-xo) ,ahol x <&<x V. X <&x,
(n+1)!
T
n-edfoka Taylor polinomja f  fliggvénynek
R, (x) £ (8) ( )n+1 Langrange — féle maradékta
X)= X-X — -
n (n1)! 0 grang g
MEGJEGYZESEK

1. Ha n nagy, akkor alt. R, (x) kicsi, igy f(x)~T,(x)

2. Az R, (X) maradéktagot legtobbszor kozelitd értékek szamitdsakor elkdvetett

hibabecslésre hasznaljak.

PELDA Szamitsuk ki sin0,4 kozelité értékét a harmadfoktt Taylor—polinom
segitségével €s becsiiljiilk meg a kozelités hibajat!

Megoldas f(x)zsinx x=0,4 x =0
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sin0,4zT3(O,4)=0,4—%0,43 =0,3893

A Taylor formula:
sinx =T, (x)+ R, (x) R, (x) =305 ¢
3 3 3 4|
sinx:x—lx%r%x4 0<&£<0,4
6 4l
. 4
R, (0,4) =[2080,4¢| < 22 _ 00256 _y 5510 ~0,00106
4! 4!
0<&<0,4 sing <1 A hiba kisebb mint 1,06-107

6.5 Sikgorbék néhany jellemzdje.

6.5.1 Sikgorbe érintdje; normalisa
Legyen f x, kornyezetében értelmezett, x,-ban differencialhatd. AP, (xo;f (xo))
pontntban érint6t htizunk f fiiggvény grafikonjéhoz.

Az érint6 egyenlete:
y—f(x,)=1"(x,)(x-x,)

P,-ban az érintére merdleges egyenes a gdrbe normalisa.

A normalis esetén: m=tgf= :tg(a—l—gj:_tg%:_f'(fxo) haf'(X0)¢0
A normalis egyenlete:
y—f(x,) == (x-x,) ha f'(x,)%0

6.5.2 Sikgorbék hajlasszoge

DEFINICIO. Két a P,-ban egymdst metsz0 sikgdrbe hajlasszoge a két gorbéhez a
metszéspontban huzott érintdk altal bezart — derékszognél nem nagyobb szog.

Legyen f és g x, kornyezetében értelmezett, x,, -ban differencialhaté és f(x,)=g(x,)

A két fv gorbe hajlasszoge o
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tgf —tga
tgo=tg(p—a)=——""
g® g(B oc) 1+ tgPtga
de tga =f'(x,) tgf=g'(x,)
és Oﬁmﬁg ezért
|2/ (x0)=F'(x0)

% ha  g'(x,) f'(x,)#-1

6.5.3 Sikgorbék érintkezése

DEFINICIO. Az f és a g fiiggvények legyenck az X, pontban legalabb n-szer

differencialhatok és
Flx)=g(x,), F(x)=g(x,), £(x.)=g"(x,) 0 7 (x,) =" (x,

)

de fne1) (x,) és g (x,) nem egyenl6k v. nem léteznek,

akkor f ¢és g fliggvények gorbéi x,-ban n-edrendben érintik egymast.

DEFINiCIO. Egy sikgdrbe Py pontbeli simulokére az a kor, amely az adott pontban

legalabb masodrendben érintkezik a gorbével.

A simulokdr sugara: r
kdzéppontja: C(u;v)

egyenlete: (x—u)2 :(y—V)2 =1

Az x, pont kdrnyezetében a simulokdr adjon meg egy g fliggvényt!
A masodrendi érintkezés miatt

F(xo)=g(x0):  f'(x)=g"(x,): "(x,)=8"(x,)
(X—u)2 +(g(x)v)2 =1’
Z(X—u)+2(g(x)—v)-g'(x)=0

2+2[g'(x)]2 +2(g(x)—v)g”(x) =0
Az érintkezés miatt

(x,~u)’ +(f(x0)—v)2 =r’

(xo—u)+(f(x,)=v)f"(x,)=0 ezt u, v, r -re megoldva
T+ (x,) ] +(£(x0) = V)" (x,) =0
UZXO—f’(XO)M V:f(x0)+m

£"(x,)

2
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3

(1+[F (x)] )
f”(xo)‘

DEFINICIO. Egy sikgorbe P, pontbeli gorbiilete a e pontbeli simulokor sugaranak
reciproka:

u; v; r asimulokor adatai!

r=

1
g=-
r

PELDA Hatarozzuk meg az f(x)=Inx fiiggvénygorbe x,=1 helyen tartozo

simulokorét és gorbiiletét!

Megoldas f(x)=Inx f(1)=0
1
f'(x)=— f'(1)=1
(x) -1 )
14 1 n
f (X):_F f"(1)=-1
2 2
u=1-170 3 v=0+ )
5 3
1+17)?
r:—( +1 ) =\/2_3:2\/5
A simulokor egyenlete: (x —3)2 +(y+ 2)2 =8
1 2

X, -beli gorbulete: ===

6.6 Egyenletek kozelité megoldasa Newton — modszerrel
6.6.1 Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai
1.TETEL Ha f folytonos [a,b]-n, akkor f korlatos az [a,b]-n.

2. TETEL Ha f folytonos [a,b]-n, akkor f az [a,b]-on felveszi legnagyobb és
legkisebb értékeit.

3. TETEL Ha f folytonos [a,b]-nés f(a)-f(b) <0;akkor> ce]a,b[,ahol f(c)=0.
4. TETEL Legyen f folytonos az ]a;b[—n , VX,,X, e]a;b[ esetén, ha f(xl) # f(xz) ,

akkor f minden f(x,) és f(x,) kozotti értéket felvesz az |x;x,[ -on.
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6.6.2 Egyenletek kozelito megoldasa
Egyismeretes egyenlet altalanos alakja:
f (X) =0

A gyakorlatban az egyenletek megoldésait elég csak bizonyos pontossaggal megadni, azaz a
gyokoket kozelito eljarassal hatarozhatjuk meg.

Az f (x) =0 egyenlet megoldésait 2 1épésben hatarozhatjuk meg:

1. Téajékozddunk az egyenlet gyokeinek szamardl €s elhelyezkedésérdl, majd ha tudjuk,
elkiilonitjiik a gyokoket, azaz olyan véges, zart intervallumokat hatarozunk meg,
amelyekben csak egyetlen gyok van. (Ezt gyakran grafikusan oldjuk meg.)

2. Az el6z6leg meghatarozott intervallumokban valamilyen kézelité modszerrel
kiszamitjuk a gyokok kozelitd értékét.

PELDAK

1. Bizonyitsuk be, hogya 10*-2x-5=0 egyenletnek csak egyetlen megoldasa van

a [0;1]—ban.
Megoldas
f(x)=10"-2x-5 D;=u
f(0)=—4 Mivel f folytonos a [0;1]—en
f(1)=3 } »cel0][ , melyre f(c)=0
£(x)=10"-In10—2
f’(x):IOX-(ln10)2>O = f'(x) szigoran monotonnd , de ekkor

f'(0)=In10-2>0 = f'(x)>0 a[0,1]-on,
tehat f (X) szigorian monoton néa[O,l]—on =

f -nek egyetlen zérushelye van a [0,1] - on.

2. Kiilonitsiik el az 1 Vx+2 egyenlet gyokeit!

x>
Megoldas

y(x):%—x/x+2 Df:[—Z;O[V]O;oo[

L2 mindkét oldalt &brazoljuk

X
&1 € [_2;_1’5]
F:z =—1
&,€[0,5:1]
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6.6.3 Newton — féle érintémodszer
Numerikus médszer az f(x)=0 egyenlet kozelitd megoldasara

f(g)=0  és Eela,b] £ kozelité értékét keressiik.

A Newton—modszer alkalmazhato, ha f(x) az [a;b]—n teljesiti a kovetkezoket:

1) kétszer differencidlhatéd

2) f'(x)#0 V x €[a,b] (tehat f'(x) allando eldjelli = f szig. monoton!)

3) f"(x)#0 Vxel[a,b] (tehat f'(x) 4llandd el&jelli = f-nek nincs inflexios pontja)

Az [a,b] intervallum azon végpontjabdl indulunk, ahol a fliggvényérték eldjele azonos

f"(x) elgjelével.

4 eset lehetséges:

f"(X)>0
f(b)>0

f"(x)<0

= b —bolindulunk
} f(a) <0

} = a —bdlindulunk

f"(x)>0
f(a)>0

f"(x)<0

= a —bdlindulunk
} f(b)<0

} = b—bdlindulunk

A kezddpont legyen pl. a b pont. Ekkor b pontban felirjuk az érinté egyenletét:
y—f(b)=f"(b)(x—b)

Megkeressiik az érintd egyenes x tengellyel vald metszéspontjat ez legyen x,
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0—£(b)=F'(b)(x, ~b)
U
f(b
X, =b- ,( )
£'(b)
Majd a kdvetkez0 érintdt az x, pontban huzzuk a gérbéhez, ennek az x tengellyel valo
metszéspontja X, ,
_ f(x)
X, =X, ——
f (xl)
¢s igy tovabb
f
X, =X, ——gxn_l)
f (Xn)
X, X,,......X, €rtékek monoton kozelitenek a & értékhez.

PELDA Oldjuk megaz x+Igx=0 egyenletet!

Megoldas f(x)=x+Igx D,=0"
lgx=—x mindkét oldalt abrazoljuk
y
y=X
| ie[O,l;l]
: //YZIgX mert  £(0,1)=-0,9
—li f ll f f X f(l)zl
-1 A
f(x):x+lgx
1
f'(x)=1 >0
() =10
f"(x)= 2_1 <0 =  0,1-bdlindulunk
x“In10
1 f(x )
f =x, +1 f'(x,)=1+ =X —— "
n Xn (Xn) Xn an ( n) Xn lnl() XIHI Xn f!(xn)
0 0,1 -0,9 5,343 0,2684
0,2684 -0,3028 2,618 0,3841
2 0,3841 -0,0315 2,131 0,3989
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3

4 0,3991 - 0,000018 2,08818

03989 | -0.00025 ‘ 2.08873 03991

Tehat £~0,3991
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