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Részletes tantargyprogram

Hét | Ea/Gyak./Lab. Témakor
1. | 26raeléadds |Ismerkedés a MAPLE szdmitégép algebrai rendszerrel. Mdtrix fogalma,
2 ora gyakorlat | kvadratikus mdtrix, mdtrix transzpondltja, minormdtrix. A mdtrixok korében
értelmezett reldciok, miiveletek matrixokkal, specidlis matrixok.
2. 2 6ra eléadds | Kvadratikus (négyzetes) mdtrix determindnsa, a determindns tulajdonsdgai,
2 ora gyakorlat | négyzetes madtrix adjungdltja, inverze, szabdlyos linedris egyenletrendszer
megolddsa Cramer szabdllyal, Gauss-médszerrel.
3. | 26raeldadds |A linedris tér fogalma. Vektorok linedris fiiggetlensége, fiiggésége. A
2 ora gyakorlat | vektorrendszer rangja, a linedris tér bdzisa, dimenzidja, a vektor koordindtdi.
Mdtrix rangja. Elemi bdzistranszformdcié. linedris egyenletrendszer
megolddsa bdzistranszformdcidval.
4. | 2oraeléadds |Mdtrix sajatértékei és sajdatvektorai. Mdsodfoku kifejezések kanonikus
2 6ra gyakorlat. | alakja, ezek osztdlyozdsa. Kozonséges, elsérend(i linedris differencidl-
egyenletrendszerek megolddsa a linedris algebra médszereivel.
5. | 26raeldadds |1. ZH
2 ora gyakorlat | Egyvdltozés vektor-skaldr fiiggvények. Kisérg triéder, rektifikdlé-, normdl-,
simuldsik fogalma. Térgdrbe ivhossza.
6. OSZI SZUNET
7. | 20draeléadds |Kétvdltozds vektor-skaldr fliggvények. Gomb, forgdsfeliilet, hengerfeliilet,
2 6ra gyakorlat | kipfeliilet egyenlete. Feliilet érintésikja, feliilet felszine. az elsérendii
alapmennyiségek
8. | 26raeléadds |Skaldr-vektor  fiiggvények.  Gradiens  vektor, irdnymenti  derivdlt
2 ora gyakorlat | meghatdrozdsa.
9. | 26raeléadds |Vektor-vektor fiiggvények. A felilleti integrdl fogalma, kiszdmitdsa.
2 ora gyakorlat | Divergencia, rotdcié fogalma a rdjuk vonatkozé azonossdgok.. Gauss-
Osztrogradszkij tétel.
10. | 2 6raeldadds |A vonalintegrdl fogalma, kiszdmitdsa. A vonalintegrdl ittdl valé fiiggetlensége.
2 ora gyakorlat | A potencidl fogalma és meghatdrozdsa. Stokes tétel , Green tétel..
11. | 2 6raeléadds |A végtelen szdmsor, a geometriai sor fogalma, konvergencidjanak feltétele.
2 6ra gyakorlat | Majordns-, minordns-, gyok-, hdnyados- és integrdlkritérium.
12. | 2 éraelbéadds |Leibniz tipusu sorok, abszolit- és feltételes konvergencia. A harmonikus és az
2 oragyakorlat | & 1 . |
z—a tipusd sor konvergencidja
n=l
13. | 2 6raeldadds |Fiiggvénysorok, hatvdnysorok, konvergenciaintervallum fogalma. Hatvdnysor
2 ora gyakorlat | differencidlhatdsdgdra és integrdlhatésdgdra vonatkozd tétel. A Taylor-sor,
Taylor formula, Lagrange féle maradéktag.
14, | 2 éraelbéadds |Fourier sor, egyiitthatéinak meghatdrozdsa. Pdros és pdratlan fiiggvények
2 6ra gyakorlat | Fourier egyiitthatéi. Tetszdleges perddusu fiiggvény Fourier sora.
15. | 2 éraeldadds |2 ZH

2 6ra gyakorlat

A rezg6 hir és a hévezetés differencidlegyenletének megolddsa.
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1. A linearis algebra elemei
1.1 Mdtrixok, determindnsok
111 Mdtrixszal kapcsolatosa alapfogalmak
Definicio: Bizonyos elemek téglalap alaku elrendezését matrixnak nevezziik.
Jelolés: Ta, a, a, ]

A = Aan = [amn]:

m2 amn

Ha egy madtrixnak m sora és n oszlopa van, mxn-es mdtrixrél beszéliink. Kézi
szdmitdsokndl a mdtrixot kétszeres aldhizdssal jeldljik: A = A

A madtrix elemei lehetnek: valos és komplex szdmok, vektorok, mdtrixok,
fiiggvények.

Definicio: Az nxn tipusu mdtrixot (n-edrend() kvadratikus (négyzetes) matrixnak
nevezziik. Az ai1, 22, @33 ... ,Gnn elemek a féatloban helyezkednek el.

Definicio: A madtrix transzpondltjat (gy kapjuk meg, hogy sorait és oszlopait
felcseréljik.

Jele: A*, vagy A"

Definicio: Az Ixn-es madtrixot sorvektornak, az mxil-es madtrixot oszlopvektornak
nevezziik. A sorvektort dltaldban oszlopvektor transzpondltjaként irjuk
fel.

Definicio:Ha a mdtrixbdl tetszéleges szdmd sort vagy oszlopot elhagyunk, a
madtrix minormatrixat kapjuk.

Definicio: Egységmatrix olyan kvadratikus madtrix, amelynek fédtléjaban minden
elem 1, a tobbi 0. Példdul a 3. egységmadtrix:
1 0 0
E,=|0 7 0
0 0 1
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Definicio: Két mdtrix egyenld, ha elemeik rendre megegyeznek, azaz
Anxn=Bmxn ha aik=bik V i-re, k-ra (i=1..m, k=1..n)

Definicio: Azonos tipusu madtrixokra akkor értelmezett a <, >, = reldcid, ha
elemeikre rendre ugyanaz a reldcié teljesiil.

112 Miveletek mdtrixokkal

Definicio: Két azonos tipusi mdtrix dsszegének (kiilnbségének) nevezziik azt a
mdtrixot, amelynek bdrmely eleme a két mdtrix megfelelé azonos
index( elemének 6sszege (kiilonbsége).

Tulajdonsdgok: A+B=B+A kommutativ
(A+B)+C=A+(B+C) asszociativ
A+0=A |étezik zéruselem (olyan mdtrix, melynek minden eleme 0O)
A+X=0 |étezik ilyen X, az un,, ellentettmadtrix (X=-A)

Definicio: Egy mdtrix skaldrszorosdnak nevezziik azt a mdtrixot, melynek barmely
eleme a matrix megfelel§ elemének skaldrszorosa.  Alay | = [ray |

Tulajdonsdgok: (hir2)A=1ri(A2A) skaldrasszociativ
(X1+X2)A:X1A+X2A disztributiv
MA+B)=1LA+\B disztributiv

Definicio: A szorzatmatrix /edik sordnak A-adik elemét (gy kapjuk, ha a baloldali
tényezd /r-edik sordnak elemeit rendre megszorozzuk a jobboldali
tényez6 k-adik oszlopdnak elemeivel és az igy kapott szorzatokat
osszegezziik. Ezt az eljdrdst az /-edik sor és a A-adik oszlop
kompozicidjanak nevezziik.

Jelolés: &*, *, vagy semm/i

Megjegyzés:

e A szorzds csak akkor végezheté el, ha a bal oldali tényezé oszlopainak
szdma megegyezik a jobboldali tényezd sorainak szdmdval. Az ilyen matrixok
konformadbilis mdtrixok. Amxn Brxp=Crxp

e A matrixok szorzdsa vektorok skaldris szorzatdnak dltaldnositdsaként
tekinthetd.
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Tulajdonsdgok: ABzBA nem kommutativ
Ha A,B, C pdronként komformadbilisak: (AB)C=A(BC) asszociativ
Ha képezhetd A+B, és ez konformdbilis C-vel (A+B)C=AB+AC disztributiv

1.1.3. A determindns értelmezése, kiszamitdsa, a determindns tulajdonsdgar

Definicio: A 2x2-es kvadratikus mdtrix determindnsdnak nevezzilk a

al] 012

detA = =a,a, —a,a, Kifejezésértékét.

021 022

Definicido: Az nxn-es kvadratikus matrix n-edrendii determinansanak nevezziik a

kovetkezd rekurziv kifejtés eredményeképpen kapott értéket:
a, . . Q,

n
detA = =a,A; +0LA, +..+a,A, =D a,A,
. . k=1

aQ, . . a

ahol Ak az alk elemhez tartozé (n-1)-ed rendii aldeterminans. Ezt az
eredeti determindnsbdl gy kapjuk, hogy az eredeti determindns elsé
sordt és k-adik oszlopdt elhagyjuk,és az igy kapott determindnst
(-1)“!-gyel megszorozzuk.

Definicio: Ha det A 20 a mdtrix regularis, ha det A =0, a mdtrix szingularis.

Sarrus-szabdly: A 3x3-as matrix determindnsdnak kifejtése egyszer(ien
megjegyezhetd alakban:

011 012 013 011 012 013

detA= A Gy Gy G G G;=0,0,0;+0,,0)0;,+0,;0,,0;, _(011023032 +0,,0;,,055 +012021033)
G;; G5, Gy G5 G G

1. A determindns bdrmely sora és oszlopa szerint kifejthetd

a, . . a, + - + . |

-+ - ..

detA=| = =20 A = D 0 A + -+
* : k=1 i=1 4y -
an] * * aﬂn

ahol az elsé esetben a kifejtés az i-edik sor, a mdsodik esetben a k-adik oszlop
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szerint torténik. Az Ai aldetermindns eléjele (-1)*"-vel egyenld. Ez az

un. sakktdbla szabdllyal jegyezheté meg.

2. A determindns értéke nem vdltozik, ha sorait és oszlopait felcseréljiik.

detA=det A",

3. Ha a determindns két sorat (oszlopdt) felcseréljiik, a determindns értéke (-1)-
gyel szorzédik.

4. Ha a determindns két sora (oszlopa) rendre megegyezik egymdssal, a
determindns értéke O.

5. Ha a determindns valamely sordban (oszlopdban) csupa O dll, a determindns
értéke 0.

6. Ha a determindns valamely sordnak (oszlopdnak) minden elemét megszorozzuk
egy CER szdmmal, a determindns értéke c-szeresére vdltozik.

7. A determindns értéke nem vdltozik, ha valamely sordnak (oszlopdnak) elemeihez
hozzdadjuk egy mdsik sor (oszlop) elemeinek valahdnyszorosat.

1.1.4. A mdtrix adjungdltja

Definicié6 Az A mdtrix adjungdltja

AII A21 An]
adJ A _ A12 A22 An2
Aln Ann

ahol Ajj az A mdtrix determindnsdnak aj; eleméhez tartozé (eldjeles)
aldetermindnsa.

Megjegyzés: adj A az A mdtrix determindnsdban szereplé aldetermindnsokbdl
képzett mdtrix transzpondltja.

Altaldnosan is bebizonyithaté:

Tétel (adj A)A=A(adj A)=detA*E, ahol A egy tetszéleges nxn-es kvadratikus
madtrix, E pedig az nxn-es egységmatrix.

AadjA) _

ovetk 2ny: Ha det A 20
Kovetkezmeény: Ha de , det A
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Definicié A reguldris négyzetes A mdtrix (det Az0) A inverz (vagy reciprok)
matrixa az a matrix, amelyre AA=E lletve AA=E

Kovetkezmény: A = adjA
det A

1.2 Linedris egyenletrendszer megolddsa Cramer szabdllyal, Gauss
elimindcidval

12.1 5zabdlyos linedris egyenletrendszer megolddsa

Definicio Az n ismeretlent tartalmazd, n egyenletbél allé linedris
egyenletrendszer dltaldnos alakja:

a,X,+0a,X,+..+a,X, =b,

In“*n

a,X,+0,X, +..+a,X, =b,

a, X, +a,,X, +..+a,X, =b

n

ahol xi (k=1..n) a k-adik ismeretlen, ai (i=1..n; k=1...n) és b; (i=1...n) valés szdmok.

Képezziink az egylitthatékbdl egy nxn-es madtrixot, az ismeretlenekbdl és a
jobboldalon szerepld konstansokbdl pedig oszlopvektort!

011 012 aln x1 b]

a, a, a;n XZ bz
A=A = X = b=

_anl anz ann i _xn_ _bﬂ_

Ekkor az egyenletrendszer Ax=b alakd.
Definicio: a linedris egyenletrendszert szabdlyosnak nevezziik, ha az egyenletek
szdma megegyezik az ismeretlenek szdmdval, és az ismeretlenek

egyiitthatdibdl képezhetd matrix determindnsa nem O.

Cramer szabdly: Ha a linedris egyenletrendszer szabdlyos, megolddsvektora
1
x=A"b

10
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Altaldnosan is bebizonyithaté:
Tétel: Ha egy linedris egyenletrendszer szabdlyos, akkor a linedris
egyenletrendszer:
- megoldhaté
- pontosan egy, (n elembdl dllé) megolddsa van
- a megoldds x = det A alakd,, i=1..n, ahol det A az egyenletrendszer
egyiitthatdibdl sz hztatott determindns, det A; pedig az i-edik
médositott determindns, amely det A-bdl gy jon Iétre, hogy a det A
i-edik oszlopdt az egyenletrendszer jobb oldaldn dll6 konstansok

oszlopdval helyettesit;jik.

Megjegyzés: A Cramer szabdly .az egyik egyenletbél kifejezem az egyik
ismeretlent, behelyettesitem a mdsikba” tipusi egyenletrendszer megolddsi méd
dltaldnositdsa.

122 A linedris egyenletrendszer felirdsi modjai, megoldhatdsdga

Az n ismeretlent tartalmazé, m egyenletbél dll6 linedris egyenletrendszer

dltalanos alakja:
a,X, +0,X, +..+0a,X, +..+a,X, =b,

G, X, + QpX, + .o+ G X, +..+ 0 X, =b,
a,X; +0,X, +..+a, X, +..+0,X, =b

A X, + Qs Xy + oo + Gy X, + oo + G X, = by,

ahol az xx (k= 1,2,..,n) a k-adik ismeretlen, az ax (i=1,2,... m; k=12,...n),
bi valds szdmok. Az ai a k-adik ismeretlen egyiitthatdja az i-edik egyenletben,
a bi pedig az i-edik egyenletben levé konstans tag.

Ha az egyiitthatékbdl egy mxn-es mdtrixot, a vdltozokbdl vektort képeziink az
egyenletrendszer matrixos alakjdt, kapjuk: Ax=b

a; a; an X, b,
a, a,, a,, %, b2
_ _ X= b=
A - Amxn -
xn bm
|Gy Qg Qrn | T -

11
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Definicid Az n-ismeretlenes linedris egyenletrendszer megoldasdnak neveziink
minden olyan {x1 , X2, . . ., Xn } rendezett szdm n-est, melynek elemeit
rendre a megfelel6 ismeretlenek helyébe helyettesitve az egyenletrend-
szer minden egyenlete teljesiil.

Ha van ilyen rendezett szdm n-es, akkor az egyenletrendszert megoldhatonak
nevezziik.

Az aldbbi kérdésekre keressiik a valaszt:

(a) Mi a feltétele annak, hogy az egyenletrendszer megoldhaté legyen:;
( b ) Ha a rendszer megoldhatd, akkor hany megoldds van,

( ¢ ) Hogyan lehet az 6sszes megolddst megadhi;

( d ) Milyen modszerrel kaphatjuk meg az 6sszes megolddst.

1.2.3. A linedris egyenletrendszer megolddsa Gauss modszerre/

Elemi ekvivalens dtalakitdsok:

El. Valamelyik egyenletet egy O-14l kiilonb6z6 szammal végigszorozzuk.

E2. Valamelyik egyenlethez egy mdsik egyenlet szdmszorosdat hozzdad juk.

E3. Két egyenletet felcseréliink.

E4. Az olyan egyenleteket, amelyekben valamennyi egyiitthaté és a jobboldali
dllandé is O elhagyjuk.

Ezek az dtalakitdsok az eredetivel egyenértéki egyenletrendszerhez vezetnek.
Segitségiikkel az egyenletrendszerbél kikiiszoboljik - egymds utan - az
ismeretleneket.

A Gauss mddszer mdtrixos alakja

Az egyenletrendszert egyszer(ibben leirhatjuk madtrixok segitségével: az
egylitthatokbol képzett mxn-es madtrixot az egyenletrendszer
egyiltthatomatrixanak, a jobb oldali dllandékkal kibdvitett m x (n+1)-es madtrixot
pedig az egyenletrendszer kibgvitett matrixd-nak nevezziik.

Az egyenletekkel végzett E1-E4 elemi ekvivalens dtalakitdsoknak a kibgvitett
matrixndl a sorokkal végzett hasonlé vdltoztatdsok felelnek meg:

M1. Valamelyik sort egy nullatdl kiilonb6zé szammal végigszorozzuk.
M2. Valamelyik sorhoz egy mdsik sor szamszorosdt hozzdadjuk.
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M3. Két sort felcseréliink.
M4 _A csupa 0-bdl dllé sorokat elhagyjuk.

A kibdvitett mdtrixon végzett fenti [épéseket elemi sorekvivalens
atalakitasoknak nevezziik.

Az dtalakitdsok utdn egy olyan mdtrixhoz jutunk, amelyben az elsé sort kivéve
minden sor nulldkkal kezdddik, az elsé valahdny sorban az elsé nem O elem mindig 1-es
( az Un. vezéregyes), ezek csupa kiilonbozé oszlopban, I1épcsézetesen lefelé és jobbra
helyezkednek el, a vezéregyesek alatt pedig minden elem 0. Lehetnek ezen Kkiviil
olyan sorok is, amelyekben az egyiitthatémdtrixnak megfelelé rész csupa 0. Az igy
létrejové format lépcsds alaknak nevezziik.

A |épcsds alakbdl a vezéregyesek folotti elemeket kinulldzhatjuk, ha alulrdl felfelé
haladva az egyes sorokbdl a vezéregyes sordnak megfelelg t6bbszorosét levonjuk. Az
igy adodé alakot redukalt lépcsds alaknak nevezziik (RLA).

Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha az RLA-ban nem
fordul el olyan sor, amelyben az egyiitthatdknak megfeleld rész csupa nulla, a jobb
oldali rész pedig nem O (tilos sor).

A megoldds akkor és csak akkor egyértelmd, ha nincs tilos sor és minden sorban
dll vezéregyes, azaz a vezéregyesek szdma megegyezik az ismeretlenek szamadval.

Ha az egyenletrendszer megolddsa nem egyértelmi, akkor a vezéregyest nem
tartalmazé oszlopoknak megfelelé ismeretlenek tetszélegesen vdlaszthatdk (azaz
szabad paraméterek), a tobbi ismeretlen pedig ezekkel egyértelm(ien kifejezheté.

Tétel. I. A linedris egyenletrendszer kibgvitett mdtrixa elemi sorekvivalens
dtalakitdsokkal redukdlt Iépcsés alakra hozhatd.

II. Az egyenletrendszer akkor és csak akkor oldhaté meg, ha a (redukalt)

|épcsds alakban nincs tilos sor.

III. Az egyenletrendszernek akkor és csak akkor egyértelmi a megolddsa,
ha nincs tilos sor és a vezéregyesek szdma megegyezik az
ismeretlenek szamaval.

IV. Ha tobb megoldds van, akkor a vezéregyest nem tartalmazé
oszlopoknak  megfelelé  ismeretlenek  szabad  paraméterek
(tetszélegesen megvdlaszthatdk), a tobbi ismeretlen pedig ezekkel
egyértelmien kifejezhetd. A megolddsszdm ekkor végtelen.
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1. 3. Linedris tér, vektorrendszer rangja, bazis, dimenzid, koordinatak

I. Az 6sszeadas miveletére nézve az azonos tipust mdtrixok (vektorok) Abe/ -
csoportot alkotnak,azaz az A+B Gsszegmdtrix (vektor) értelemszerlen az
osszeadanddkkal azonos tipusd matrix (vektor) (a mivelet zart) és
1. A+B=B+A (kommutativ)
2. A+(B+C)=(A+B)+C (asszociativ)
3. Létezik neutrdlis elem, ez itt a zérusmatrix, amellyel minden A-ra
A+0=A
4.  Minden A-hoz |étezik additiv inverz, a -A mdtrix, amelyre
A+(-A)=0,
tehdt a 3. és 4. tulajdonsdg alapjdn a mivelet invertdlhaté.

IT A skalarral valo szorzasra nézve ugyancsak zdrt a mivelet, tehdt a LA mdtrix is
az A-val azonos tipusd matrix és érvényesek a kovetkezé miiveleti azonossdgok:

1. (Mr2)A=r(R2A) (skaldrasszociativ)

2. MA+B)=1LA+)B (disztributivit)

3. (M*h2) A = MA+ LA (disztributiv)
III. Ezeken kiviil Iétezik olyan, az 1 szimbolummal jelolt egységskaldr, amelyre nézve
minden A esetén 1A=A

1.3.1. A linedris tér, altér fogalma

Definicio: Az olyan halmazokat, amelyek rendelkeznek a most felsorolt (I.1, 2,
34,II1,2,3) ésalIl tulajdonsdgok mindegyikével linedris térnek
vagy vektortérnek nevezziik.

Pontosabban fogalmazva azt mondhatjuk, hogy példdul az n-elem( vektorok, vagy az

azonos tipusi madtrixok linedris teret, mds szdéval vektorteret alkotnak a valés

szdmok (teste) felett. A tér elemeit vektoroknak nevezziik, fiiggetlenil konkrét
jellegliktdl.

Tekintsiik most azoknak az n-elmi vektoroknak a halmazat, amelyeknek utolsé eleme
0. Ez a halmaz is linedris tér( két ilyen vektor 6sszege, szdmszorosa is a halmazhoz
tartozik, az 6sszeaddsnak van inverze, van a halmazban zéruselem, valamint a két
mivelet rendelkezik a felsorolt tulajdonsdgokkal.
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Ez a linedris tér az n-elem(i vektorok linedris terének valédi részhalmaza ( az n-
elem( vektorok terében van olyan vektor, amelynek az utolsé eleme nem 0).

Definicio  Egy linedris tér nem lires részhalmazat, amely maga is linedris tér a
vektortér alterének nevezziik.

Definicio Az a1, @, ..., a, vektorok skaldrszorosainak 6sszegét, azaz a
Ma+ Ao+ Azax+ ..+ Anay
alakd vektort az ai, a, ..., an vektorok linedris kombindcidjanak
nevezziik.

Megjegyzés: itt a vektor fogalmdt tdgabban értelmezziik, egy adott linedris tér
elemeit értjiik alatta.

Tekintsik az a1, a», ... , a, és képezziik ezek linedris kombindcidjat dgy, hogy hogy
minden skaldrszorzé O legyen. Igy zérusvektort kapunk ( a vektor minden eleme O
lesz). A zérusvektor ilyen elédllitdsat trividlis eléallitasnak nevezziik.

Definicio Az ai, a», .. , a, vektorokbdl dll6 vektorrendszert linedrisan
fliggetlennek nevezziik, ha a zérusvektor a vektorrendszer vektorai
segitségével csak trividlisan dllithaté eld, azaz a

Ma+ Ao+ @+ .+ ha, =0
csak akkor teljesiil, ha
AM=A2= 7\,32 = KnZO

Ellenkezd esetben, azaz ha a vektorrendszer vektorai segitségével a zérusvektor

nem csak trividlisan dllithato elé ( a skaldrszorzék koziil legaldbb egy nem 0), akkor a

vektorrendszert linearisan fiiggének nevezziik.

1.3.2 Linedrisan figgetlen illetve flggd vektorrendszerre vonatkozo tételek
1.Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszernek a zérusvektor nem lehet eleme.

2.Tétel Linedrisan fiiggetlen vektorrendszer bdarmely részrendszere is
linedrisan fiiggetlen.

3.Tétel Ha egy vektorrendszer linedrisan fiiggé, akkor vektorai koziil legaldbb
egy elédllithaté a t6bbi vektor linedris kombindcidjaként.
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4. Tétel Ha egy vektorrendszer egyik vektora megadhaté a tobbi vektor linedris
kombindcio jaként, akkor a vektorrendszer fiiggo. (Az el6z6 tétel
megforditdsa)

A 3. és a 4. tételben foglalt dllitdsok a kovetkezéképpen foglalhatok ossze: Egy
vektorrendszer akkor és csak akkor linedrisan 6sszefiiggé, ha legaldbb az egyik
vektora kifejezhetd a tobbi linedris kombindcid jaként.

5. Tétel Linedrisan fiiggé vektorrendszer bévitése is linedrisan fiiggd
1.3.3. Lindris tér bdzisa, rangja, dimenzidja, vektor koordindtdi

Definicio A vektorrendszerbdl kivdlaszthaté fiiggetlen vektorok maximadlis szamat
a vektorrendszer rangjanak nevezziik.

Véges sok vektorbdl dllé vektorrendszer rangja természetesen nem lehet nagyobb a
vektorok szamandl.

A linedris tér elemeinek szama nem véges. Kérdés, hogy maximdlisan hdany vektorbdl
dll6 fiiggetlen vektorrendszert tudunk kivdlasztani egy linedris térbgl?

Definici6 A linedris térbél kivdlaszthaté maximdlis szdmud vektort tartalmazé
fliggetlen vektorrendszert az L linedris tér bazisdnak, a bdzisban
szerepl6 vektorok - az un. bdzisvektorok - szamdt pedig a linedris tér
dimenzid janak nevezziik.

Ez mds szavakkal azt jelenti, hogy az L linedris tér n dimenzids, ha elemei kozil ki
lehet vdlasztani n szdmd linedrisan fiiggetlen vektort, de bdrmely n+l eleme madr
linedrisan fiiggé vektorrendszert alkot.

Példa: Adjuk meg a jél ismert geometriai térnek ( a tér minden elemét
rendezett szamhdrmassal is megadhat juk) egy bazisat! Hany dimenziés
eza tér?

Megoldds:  Tekintsiik pl. a kévetkezé vektorokat:

e=(1,0,0), ex=(0,1,0), e3=(0,0,1).
Ez a hdrom vektor linedrisan fiiggetlen rendszert alkot (kénnyen ellendrithetd, hogy
a zérusvektor ezek linedris kombindcidjaként csak trividlisan dllithaté eld ).
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Ha ezekhez bdarmely mds
v = (vi, V2, v3)
vektort hozzdvesziink, a négy vektor madr linedrisan fiiggé rendszert alkot, hiszen
V=Vie+Vvy e;+Vses,
tehat v elédll az elészor felvett vektorok linedris kombindciojaként, s ez az el6z6
szakasz 4. tétele értelmében pont azt jelenti, hogy a rendszer fiiggd.
Tehdt az ey, ez, e3 .egy, a hdromelem( vektorok terébél kivdlaszthaté, maximdlis
szdml vektort tartalmazé linedrisan fiiggetlen vektorrendszer, azaz a tér bazisa.
(Az ey, ez, e3 vektorok a geometridban i, j, k- val jeldlt, pdronként merdleges
egységvektorok). A (geometriai) tér megadott bdzisa 3 vektorbdl dll, ezért a tér
hdromdimenziés. Ezt szemléletesen dgy fogalmazhatjuk meg, hogy hdrom, nem
egysikd vektor kifesziti a teret.

Példa: Hadny dimenziés a rendezett szdm n-esek dltal alkotott linedris tér?
Megoldds: A tér egy bazisat adjdk pl. azok a vektorok, amelyeknek egyetlen eleme
1, a t6bbi O Tlyen un. egységvektor n db van:

e, =(1,0,0,..0)

e;=(0,1,0,..0)

e,=(0,0,0,..1)
Ez az n db vektorbdl dllé vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, de barmely mds

v =(Vi, V2, V3.... Vn)
vektort hozzdvéve, az igy kapott n+1 vektorbdl dllé6 vektorrendszer mdr linedrisan
fiiggé, hiszen

V= vier+V, eVi+.. +vpe, (4.tétel)
Mivel a rendezett szdm n-esek terének egy bdzisdban n vektor van, ezért ez a tér n-
dimenzids. Az e1, ez, e3 ... e, h db egységvektorbdl dllo bdzist az n-dimenzids tér
trividlis bazisdnak nevezziik.
Az n-dimenziés térbdl (L,) szdmtalan sok n vektorbdl dll¢ linedrisan fiiggetlen

vektorrendszer vdlaszthaté ki, azaz a térnek szdmtalan sok bdzisa van. Egy-egy
bdzis egy-egy vonatkoztatdsi rendszer, melynek vektoraival - a bazisvektorokkal - a
tér bdrmelyik vektora mdr kifejezhetd (3.tétel), azaz megadhaté a bdzisvektorok
linedris kombindcio jaként.

Tétel A linedris tér bdrmely vektora egyérte/mden elédllithaté a tér
badzisvektorainak linedris kombindcidjaként.
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Definici6  Ha by, bz, bs ,.... by a tér egy bazisa és a tér egy v vektora
v =vi by + v2 bz v3 +... +v, b, alakban irhato fel, akkor a vi, vz, .., vn
szdmokat a v vektor adott bdzisra vonatkozd koordinatainak nevezziik.

1.3.4. A mdtrix rangja

Minden m*n tipusu A madtrixnak megfeleltethetiink két vektorrendszert, az
oszlopvektorok és a sorvektorok alkotta vektorrendszert. Az oszlop-, illetve
sorvektorok linedris teret alkotnak. Bebizonyithatd, hogy ezek dimenziéja azonos.

Definiciol Az A mdtrix sorvektorterének és oszlopvektorterének dimenzidjdt a
madtrix rangjdnak nevezziik, és p(A)-val jeldljiik.

Definicio2 Az A madtrix p(A) rangja r, ha r-ed rendli négyzetes minormdtrixai
kozott van legaldbb egy reguldris, és minden r+I-ed rendd minormdtrixa
szinguldris.

1.4. Linedris egyenletrendszer megolddsa bdzistranszformdcioval

A linedris térbdl végtelen sok bdzis vdlaszthaté ki. Ha a tér egy bdzisarél egy
mdsikra tériink dat, akkor a tér vektorainak koordindtdi - az Uj vektorrendszerre
vonatkozé jellemzdi - megvdltoznak.

Definicio6 = Bazistranszformadcionak nevezziik azt az eljdrdst, amellyel egy
vektornak adott bdzisra vonatkozé koordindtdibdl meghatdrozzuk egy
mdsik bazisra vonatkozé koordindtait.

A badzistranszformdciét |épésenként, Un. elemi bazistranszformdciok egymds utdni
alkalmazdsdval hajtjuk végre.

Hogyan hajthato végre az elemi bdzistranszformdcié, azaz hogyan szdmitjuk ki egy
vektor adott bdzisra vonatkozd koordindtdinak ismeretében ennek a vektornak egy
olyan Uj bdzisra vonatkozé koordindtdit, amely az eredeti bdzistél csak egy
vektorban kiilonbozik?

Legyen az n-dimenzids tér (Ln) egy bazisa:

b1, bz, bs ..., by,.... bn
és ¢#20 az L, egy vektora, amelyet bevonunk a bdzisba (ezt vdlasztjuk
bazisvektornak valamelyik régi bazisvektor helyett ).
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Tekintsiik a tér egy tetszéleges x vektordt, amelynek koordindtdi:

X1, X2, X3,,.0.. , Xkyeeeey Xn.
Az x vektornak az (j bdzisra vonatkozé koordindtdit fogjuk meghatdrozni.
Mivel c=0, ezért c-nek legaldbb az egyik bdzisvektorra vonatkozé koordindtdja nem
0. Legyen ez a by vektorra vonatkozo koordindta. A c¢ egyértelmlen felirhaté a
bazisvektorok linedris kombindcidjaként, azaz

c=c bi+cr by +.. ckb+ .+ cpb, ahol c=0.

Kicserélheté-e a by eredeti bdzisvektor a ¢ vektorral? Ez a bdzisvektorcsere akkor
végezhetd el, haa

bll bZ, b3 ALY bk'll Ck ’ bk+1 AN bn

vektorok az L, tér egy mdsik bazisat alkotjdk, azaz ez az n db vektor linedrisan
fiiggetlen vektorrendszert alkot. Igazoljuk ezt a linedris fiiggetlenség definicidja
szerint! Azt kell bizonyitanunk, hogy ez az n vektor a zérusvektort csak trividlisan
dllitja elé.

Abi + Aobo+.+ e+ .+ Ab,=0.

- Ha a zérusvektor felirt elddllitdsdban Ax=0, akkor a tobbi skaldrszorzé is O, mivel
az eredeti bdzisbdl kivdlasztott n-1 vektorbdl dllo vektorrendszer is fiiggetlen,
hiszen linedrisan fiiggetlen vektorrendszer részrendszere is linedrisan fiiggetlen.

- Ha 1#0, akkor a zérusvektor felirt elédllitdsabdl a ¢ vektor kifejezhetd, azaz c
megadhatdé az n-1 vektor linedris kombindciojaként, vagyis ¢ felirdsdhoz by nem kell,
vagyis ck=0. Ez ellentmond a ck=0 feltételnek. Ez az ellentmondds abbdl adédott,
hogy a A+ 0. Tehdt a A=0-nak teljesiilnie kell.

Bebizonyitottuk tehdt, hogy az dj n db vektor segitségével a O csak trividlisan
dllithaté el6, azaz L, bdzisa lehet, vagyis a ¢ vektor a by vektor helyett bevihetd a

bdzisba.
Hatdrozzuk meg az x vektornak az (j bdzisra vonatkozé koordindtdit!
Az x vektor az eredeti bazis segitségével felirva:

X = X1 b1+X2 bz +... Xkbk+ .+ann

A by helyett ¢ lesz az (j bdzisvektor (a t6bbi marad).
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Az (j bdzissal:
X = X1 b1 + X2 bz +... Xk C+ .+ X bn ahol
C=(C b1 + C2 bz +... Ck bk+ .+ Cp bn (Ck¢ O).

Ebbdl kifejezziik a bk vektort, hogy azutdn ezt az x vektor eredeti elédllitdsdba
helyettesitsiik

bk = -CL (C1 b1 + C2 bz +... Ck-1 bk-1- C +. Ck+1 bk+1 + .. +Cp bn) (Ck;t 0).
k
Igy:
X = X1 b1 + X2 bz +....?(C1 b1 + C2 bz +.-C+ .+ Cyp bn )+ + Xn bn
k
Az x vektornak az j by , bz ,..., ¢ __ by bdzisra vonatkozé koordindtdit leolvashat juk,
ha a vektorokra vonatkozé miiveleti tulajdonsdgokat alkalmazzuk.
X = (x1 —x—"cl)b1+ (x2 —x—kcz)bz +... +ﬁ c+. ..+ (xn —x—"cn)bn,
Ck Ck Ck Ck
innen az x Uj bazisra vonatkozé koordindtai :
' Xk ' Xk T Xk ! Xk
Xp =X =6 Xy =X, =—=Cueven Xy =700 e o0 Xy =Xy ——C,
k Ck Ck Ck
Fogalmazzuk meg a kapott eredményt!
Ha a linedris tér k-adik bazisvektora helyett dj bdzisvektort vdlasztunk (csak olyan
vektort vdlaszthatunk, amelynek a k-adik bdzisvektorra vonatkozé koordindtdja nem
0 ), akkor a tér tetszéleges vektordnak (x) az dj bdzisra vonatkozé koordindtdit a
kovetkezdképpen szdmithatjuk ki:
1. Az x vektornak az Uj (k-adik) bdzisvektorra vonatkozé kordindtdjdt (x«)
megkapjuk, ha az x régi (k-adik) bdzisvektorra vonatkozd koordindtdjat elosztjuk az
4j (k-adik, ¢ ) bazisvektor régi (k-adik) bdzisvektorra vonatkozé koordindtdjdval
(Ck;é O)

X, = Xk _ 5, ahol a cx=0-1 generdlé elemnek nevezziik.

Ck
2. Az x vektornak az (j bdzisra vonatkozé tobbi koordinatdjat Ggy kapjuk meg, hogy
az x régi bazisvektorra vonatkozé koordindtdjdbol rendre kivonjuk az 4j bdzisvektor

14 . 14 . / ’” . 14 r &l x /7
(c) régi bazisra vonatkozé megfelelé koordindtdinak ~k = § -szorosat:
Ck

x, =x,—o¢c, (i=k)
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Ha tobb vektort akarunk bevinni a bdzisba ill. ha egy bdzisrél egy olyan bdzisra
akarunk dattérni, amely az eredetitél nem csak egy vektorban kiilonbozik, akkor
egymds utdn t6bb elemi bdzistranszformadciot végziink.
A bazistranszformadcio segitségével:
-meghatdrozhatjuk a vektorrendszer rangjat,
-eldonthetjiik, hogy egy vektor benne van-e egy vektorrendszer dltal
generdlt térben, ezt kompatibilitas-vizsgdlatnak nevezziik,
-megoldhatunk linedris egyenletrendszereket,
-megadjuk a linedris programozdsi feladatok megolddsi mddszerét, az
dn. szimplex médszert.

Tekintsiik az m egyenletbdl dllé

a, X, +0,X, + ...+ 0, X, +...+0,X

= bl
G, X, + QuX, + .o+ 0 X, +...+ 0y X, =b,

n

a,X, +a,X, +...+ 0, X, +..+a,X, =b,

A X, + Gy X, + .o + A Xy + oo + G, X, = by

Linedris egyenletrendszer vektoros alakja:
a; X1+ Q2 Xp+... Ak Xk + . + Qp Xp= b

ahol a; a; , an az ismeretlenek egyiitthatdibol alkotott vektorok, b konstans tagokbdl
alkotott vektor. A megoldds sordn meg kell dllapitanunk, hogy a b felirhaté-e az
egylitthatovektorok linedris kombindciéjaként, ill., ha felirhaté, akkor hogyan. Ezt
bdzistranszformdcidval dllapitjuk meg.

A megoldds menete

-Az egyiitthatévektorokat egymds utdn bevonjuk az m-dimenzids tér trividlis
badzisdba, ameddig lehet.

-Megdllapitjuk az egyiitthatovektorok és a b (j bdzisra vonatkozé koordindtait, majd
ezek segitségévelfelirjuk az egyenletrendszert és megadjuk a megolddst (ha van).
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1. 5. A mdtrix sajatértékei, sajatvektorai

Definicio  a komplex szamokbdl dll6 A négyzetes mdtrix sajatértékének nevezziik
a A valés vagy komplex szdmot, amelyhez taldlhaté legaldbb egy olyan v
(oszlop)vektor, hogy

Av=)v dev =0.
Az ilyen, dltaldban komplex koordindtds v vektort az A mdtrix
sajatvektordnak nevezziik.

A definicioban felirt egyenléség ekvivalens a (A-AE,)v=0 egyelettel, ahol E, az nxn-
es egységmdtrix. Ez pedig nem mds, mint annak a homogén linedris egyenlet-
rendszernek a mdtrixszorzatos alakja, amelynek egyiitthatématrixa az A-LE,

mdtrix, ismeretlenei pedig a v koordindtdi. Mivel a sajatvektornak a definicié szerint
legaldbb egy koordindtdja nem O, a sajatvektor koordindtdi megegyeznek az egyenlet
nem trividlis megolddsaival.

Tétel Adott A-hoz tartozd sajatvektor |étezésének sziikséges és elégséges
feltétele, hogy
det(A- L E )=0

legyen.

Tehdt azokhoz az r-khoz tartozik sajdtvektor, melyek eleget tesznek a tételben
megfogalmazott feltételnek. Mds szoval: Az A mdtrix sajatértékei az (A-AEn)v=0
egyenlet megolddsai. Az egyenlet bal oldaldt az A madtrix karakterisztikus
polinomjdnak, az egyenletet pedig az A madtrix karakterisztikus egyenletének
nevezzik.

Ha megtaldltuk az A matrix valamelyik sajatértékét, az ehhez tartozé sajatvektort
dgy szamitjuk ki, hogy az egyenletbe Lo értékét behelyettesitve megoldjuk az igy
kapott

(A- AoEn)v=0
homogén linedris egyenlet rendszert.

A )\ sajatértékhez tartozd, maximdlis szdmd linedrisan fiiggetlen sajdtvektorok
szdmdt a sajatérték multiplicitasanaknevezziik.
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1.5.1 Mdsodfoku kifejezések kanonikus alakja

Fotengelytétel  Minden nxn-es tipusu, szimmetrikus mdtrixnak van n darab,
pdronként egymdsra merdleges sajatvektora.

Definici6  Vdltozék homogén mdsodfoku kifejezését kvadratikus masodfoku)
alaknak nevezziik. Az x, y és z vdltozdék kvadratikus alakja:
01,1x2+2 a12Xy+2 a1 3XZ+ 02,2y2*2 az3yz+ c13,3z2
Q1 G, G
Legyen A = a;, Q,, G, | ¢ r=

a3 Q3 QG335

N < X

A kvadratikus alak az A szimmetrikus mdtrix és az r segitségével az r'Ar szorzat
segitségével irhaté fel. A kvadratikus alakban szerepld x,y,z vdltozdk az r vektor e,
e>, e3 bdzisra vonatkoztatott koordindtdi. Ha mds bdzist vdlasztunk, a kvadratikus
alak formailag mds alakl lesz. Legyenek az A madtrix sajatértékei ri, A2, As., az
ezekhez tartozd, pdronként egymdsra meréleges,egységnyi hosszlsdgl sajatvektorok
s1, S2, s3 Forgassuk el a koordindtarendszert gy, hogy tengelyei legyenek
pdrhuzamosak a sajdtvektorokkal. Ebben az (j koordindtarendszerben legyen

r = uUsi+vs+wss
Helyettesitsiik ezt be az r'Ar kifejezésbe. Tekintettel arra, hogy

Asi1=LiS1 , Asz=\,S2 , AsS3=L3S3
PTAP =( Usi+vSa+ws3)(UL1S1+VA2S2+WA3S3 )= AU+ AovP+ Aaw?

Itt felhaszndltuk a sajdtvektorok merélegességét. Igy az (j koordindtarendszerben
u,v,w vdltozékkal a kvadratikus alak csak tiszta négyzetes tagokat tartalmaz, ezért
formailag egyszerlbb. A koordindtarendszer ilyen megvdlasztdsat fdtengely-
transzformacionak nevezziik. A kapott kifejezés a mdsodfoku kifejezés kanonikus
alakja. A kvadratikus alakot osztdlyozhatjuk aszerint, hogy a vdltozék helyébe
kiilonb6z6 értéket helyettesitve, milyen eléjell helyettesitési értéket kapunk.

A kvadratikus alak definit, ha minden helyettesitési érték nullatél kiilonbszg és
ugyanolyan eléjell. Ha minden helyettesitési érték pozitiv, pozitiv definit, ha negativ,
negativ definit. A kvadratikus alak szemidefinit, ha a helyettesitési értékek kozott
0 is szerepel, de minden mds helyettesitési érték azonos elgjeli. A kvadratikus alak
indefinit, ha a helyettesitési értékek kiilonbozé eléjellek.
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1.6. Linedris differencidlegyenlet-rendszerek megolddsa

Definicio  Kozonséges differrencidlegyenlet-rendszert kapunk, ha az egy
fliggetlen vdltozétdl (x) fliggé tobb fiiggvény meghatdrozdsdra olyan
egyenletrendszert tudunk felirni, amely a fiiggetlen vdltozét, a

fliggvényeket és ezek (x szerint vett) derivdltjait tartalmazza.

A differencidlegyenlet-rendszerek megolddsa hasonlésdgot mutat az algebrai
egyenletrendszerek megolddsadval.

2
Telslések: %y _ D(y) ai_zy = D(y)

Igy a differencidlegyenletek egyszeriibb alakban is felirhaték:

Példdul a
2ﬂ4r2—4y—z:eX
1504 OX
oy
—v+3 =0
o~ y+3y+z

alakd differencidlegyenletrendszer

(2D-4) y+(D-1) z=¢*

(D+3) y+ z=0
alakban irhatd fel.
A D definiciéja alapjan beldthaté, hogy a D operdtorral formdlisan dgy lehet
szdmolni, mintha szdm volna. A linedris differencidlegyenletrendszert ilyen médon
linedris egyenletrendszerrel helyettesitjiik és a megismert médon megoldjuk az

ismeretlen fliggvényekre.

Igy y = %—DZ' illetve z = % adddik. Visszahelyettesitve D és D2 eredeti

jelentését, y-ra és x-re két mdsodrendd, linedris differencidlegyenlet

X X

y'+y=-e* és z"+z=-4e

adédik, amelyeket a mdr jol ismert modszerrel meg tudunk oldani.
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2. A vektoranalizis elemei

2.1. Egyvadltozés vektor-skaldr fiiggvények

Definicio Az olyan fiiggvényt, amely valds szdmhoz vektort rendel, egyvaltozés
vektor-skalar fliggvénynek nevezziik.

Az ilyen fiiggvény értelmezési tartomdnya a valés szdmok egy részhalmaza,
értékkészlete pedig vektorokbdl dll. Az elnevezés a leirds, és nem a hozzdrendelés
sorrendjét koveti.
Megjegyzés A tovdbbiakban vektor alatt a kozonséges hdromdimenziés vektortér
egy elemét értjiik.

Jeldlés: t—r(t), vagy r=r(t), ahol t valés szdm paraméter, r pedig a
hdromdimenzids vektortér egy eleme.

Jeldlje r koordindtdit a Descartes-féle derékszogii koordindta-rendszerben x, vy, z.

Ha r t filiggvénye, akkor a koordindtdk is t fiiggvényei, x(t), y(1), z(t) (koordindta

fiiggvények.)

Ekkor r(t)=x(t)i+y(1)j+z(1)k, alakban is felirhaté.

Vagyis az r=r(t), egyvdltozés vektor-skaldr fiiggvény megaddsa egyenértékd

x = X(t)
y =y(t)
z=2(t)

hdrom, egyvdltozés valds fliggvény egyideji megaddsaval.
A t paraméterhez tartozé r=r(t) helyvektor meghatdrozza a tér egy P pontjdat. Ha t
értéke vdltozik, vdltozik a P pont helyzete. r dltaldban egy térgorbét ir le.

1. dbra Egyvaltozés vektor-skaldr fiiggvény szemléltetése
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Definicio Az r=r(t) filiggvény 1o helyen differencidlhaté, ha Iétezik a

AIfimo r(t, + AATT)_r(T°) véges hatdrérték. Ezt a hatdrértéket a to helyen

vett differencidlhanyados-vektornak nevezziik.

Telglés lim "o+ AT)=r(t.)

At—0 At

. dr
=r(f,) vagy d__f"r:fo

A differencidlhdnyados vektor értelmezésébdl kovetkezik, hogy r.'(‘ro) geometriailag
a térgorbe Po pontbeli érintévektoradt jelenti, (ha létezik).

Definicié6 Az r(t) derivdlt vektor egy olyan egyvdltozés vektor-skaldr fiiggvény,

melynek értelmezési tartomdnya azon pontok halmaza, ahol r(t)
differencidlhatd, értékkészlete az adott helyen vett
differencidlhdnyados-vektor értéke.

Tétel Az r=r(t) fliggvény derivalt vektoranak koordindtai rendre
megegyeznek a koordindta-fliggvények tfohelyen vett t+ paraméter
szerinti derivdltjaival.

r(t,) = x(Di + y(1)j + 2() -k
211 A kiseré triéeder

A térgérbe minden egyes pontjdhoz hdrom nevezetes vektor tartozik.

Definicio  Ha r=r(t) fiiggvény to pontban differencidlhaté és ‘r.'(‘r) # 0, akkor az

uft,) = %)
‘r(‘ro)

egységvektort a térgorbe érintd egységvektordanak nevezziik.

A tovdbbiakban tegyiik fel, hogy r(t) kétszer differencidlhaté to-ban, és
r(t,)xr(t,)=0.
E(to)x}'(fo)(

vektoranak nevezziik.

Definici6 A b(t,

egységvektort a térgérbe binomidlis egység-
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Definici6 Az n=bxu egységvektort a térgorbe fénormalis
egységvektordanak nevezziik.

2. dbra Térgorbe kisérg triédere

Az u,nb pdronként meréleges egységvektorok, tehdt linedrisan fiiggetlenek, valamint
ebben a sorrendben jobb-rendszert alkotnak, akdr az i, j, k bdzisvektorok.

Definicio Az unb egységvektorokat a gorbe r(to) pontjdhoz tartozé kisérd
triéderének nevezziik.

Definici6 A Po ponton dthaladd, u normdlvektord sikot a térgorbe Py ponthoz
tartozé normadlsiknak, a b normdlvektord sikot simuldsiknak, az n
normdlvektory sikot rektifikalé siknak nevezziik.

3. dbra Normalsik, simuldsik, rektifikald sik

Definici6 A gorbe adott Po-pontjdhoz tartozé simulokérnek azt a kort nevezziik,
amely Ugy jon létre, hogy Po-on kiviil vesziink a gorbén egy S és Q
pontot, erre a hdrom pontra kort illesztiink, majd S —>P,, Q —P, , ha

ez a hatdrhelyzet létezik.
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Bebizonyithatd, hogy a simulokar sugara (R ) (mds néven a G gaorbiilet reciproka) az

rxnr

:G:

o3

1
©
r

osszefliggéssel hatdrozhato meg.
Definicio A torzio (c) annak mértéke, hogy mennyire tér el a goérbe egy sikgorbétdl.
Ez anndl nagyobb, minél nagyobb szdget zdr be két pont simulésikja, ha a két pont

tart egymdshoz, vagyis a binormdlisok hajldsszoge megmutatja a gérbe torzultsdgat.
Bebizonyithatd, hogy a torzié a

r(t)r(to) P (t,) _ 1
M) mt)

osszefiiggéssel szamithaté ki, ahol T a csavarodds sugara.

C(1'0) =

2.1.2. Térgorbe ivhossza

Definicio A térgorbe ivhosszdn a beirt poligonok hosszdnak hatdrértékét értjiik,
ha ez a hatdrérték létezik és véges, mikozben a felosztdst minden
hatdron tudl finomitjuk. Az a gorbe, aminek van ivhossza: rektifikalhato
gorbe.

Tétel Ha r=r(t) folytonosan differencidlhaté a [t1, 2] zdrt intervallumon,
akkor az r(t) dltal leirt térgérbe ivhossza

t

= r'-(*r)‘ dt = tf\/[x(.f)}z + [y(f)T + [z(.T)T dt

! !

osszefiiggés alapjan hatdrozhaté meg.
2.2. Kétvaltozés vektor-skaldr fiiggvények

Definicio6 Az olyan fiiggvényt, amely az (u,v) rendezett valés szdmpdrokhoz
(UeR,veR) r vektort rendel, kétvaltozés vektor-skaldr fiiggvénynek

nevezzik.
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Jelekkel: (u,v) > r, r=r(u,v)

Az r vektorral egyiitt annak i, j, k bazisbeli koordindtdi is u, v fliggvényei.
x=x(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), vagyis a kétvdltozés vektor-skaldr fiiggvény egyenértéki
hdrom kétvdltozés valés fiiggvénybél dllé skaldrfiiggvényrendszerrel.

2.2.1. Feliiletek egyenlete, paraméteres megaddsa

Ha az r(uv)=x(uv)i +y(uv)j+(uv)k kétvdltozds vektor-skaldr fiiggvény egyik
vdltozdjat (paraméterét) rogzitjik, pl. u=uo, akkor az r(ug,v)=x(uo,v)i +y(uo,v)j+(uo,v)k
egyvdltozés vektor-skaldr fliggvényhez jutunk.

Minden ilyen rogzitett paraméterhez egy térgorbe tartozik, az egyenlet egy
gorbesereg egyenlete. A mdsik paraméter rogzitéseivel az r(uyvo) egyenleti
gorbesereg egyenletét kapjuk. Ezeket paramétergdrbéknek nevezziik.

Ebbdl kévetkezéen az r(u,v) fiiggvény képe - dltaldban - feliilet.

%‘\ r(u,v)=[cosu-vsinu, sinu-vcosu,u+v]
K up=1
;}() Vo=1

4. dbra Feliilet és paramétergorbéi

Ha specidlisan az x és y derékszogli koordindtdt vdlasztjuk paraméternek, vagyis u=x,
v=y, akkor r= r(x)y), koordindtdkkal r= r(xy)=xi+yj+f(x,y)k ahol z=f(x,y). Ez pedig
egy kétvdltozés valés fiiggvényt, amelynek képe - mint tudjuk - feliilet. A feliilet
ilyen specidlis megaddsi modjat Euler-Monge-féle megaddsnak nevezziik.

Irjuk fel az origé kézéppontti, R sugarti gsmbét leiré kétvdltozés vektor skaldr-
fiiggvényt!
Tudjuk, hogy a gsmb egyenlete x® +y? +z° =R?.
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Ha paraméternek az x és y koordindtdkat vdlasztandnk, z-t kétvdltozés valds
fliggvényként csak akkor irhatndnk fel egyértelmiien, ha megmondandnk, hogy az xy
sik feletti vagy az alatti félgémbhoz vezessen a r(x,y) vektor.

-
Az xy sik feletti félgombre:
r(x,y)=xi+yj+yR? —x? —y?k,
ahol x? +y® <R.
Az xy sik alatti félgombre:
r(x,y) = xi+yj—R?* - x* —y?k,
ahol x* +y* <R.

Ezt a problémadt kikiiszobolhetjik gy, hogy u paraméternek a gomb tetszéleges
pontjdba mutaté r vektor xy sikbeli vetiiletvektora (rm) és az x tengely dltal bezdrt
szoget, v paraméternek pedig r vector z tengellyel bezdrt szogét vdlasztjuk. (Térbeli

poldrkoordindta-rendszer)
Ekkor Ir =R ra| =R sinv

Igy

x(u,v)=R-sinv-cosu
y(u,v)=R-sinv-sinu
Z(u,v)=R-cosv

5. dbra A gomb kétvdltozds vektor-skaldr fliggvényének szarmaztatdsa

Definicio Az r=r(uyv) fiiggvény u és v szerint parcidlisan differencialhaté az
(uo,vo) helyen, ha az

. or _ lim r(u+Au,v)-r(u,v)
ou Aus0 AU

" _or _ lim r(u,v+Av)-r(u,v)
OV  Aus0 Av

véges hatdrértékek léteznek.
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Az ry vektor a vo=konstans térgorbéhez hizott érintévektor r(uo,vo) pontban, ry
vektor pedig az ug=konstans térgorbéhez hizott érintévektor r(ug,vo) helyen.

6. dbra A parcidlis derivdltak geometriai jelentése

Koordindtdkkal adott vektorok esetén:

r,=Xi+y,J+zk
r,=x,i+y,j+zk

ahol x, az x=x(u,v) u szerinti parcidlis derivdltjat jelenti.
Hasonléan képezheték a mdsodrendd parcidlis derivdltak is.
Legyen r=r(u,v) feliilet egyenletében u és v egy kozds + paraméter fiiggvénye.

r = ru(t),v(t)] = r(t)

7. dbra Térgorbe feliileten

Ekkor r mdr csak egy paraméter fiiggvénye, vagyis képe térgorbe, amely a feliileten
halad. Ennek az egyvdltozds vektorskaldr fliggvénynek a t szerinti dervdltja

dr * Or du oOr dv .
=pr= ——+———r'u+r'v

dt ou dt ov df
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Az érintévektor tehdt r, vektor u skaldrszorosdnak és r, vektor v-szorosdnak
vektori ereddje.

2.2.2. Felilet érintdsikjdnak egyenlete

Tétel Ha r=r(u,v) egy ro=r(uo,vo) pontjdban ry, r, folytonos, és r, xr, # 0,
akkor az ro-n dthalado feliileti gorbék érintéi egy sikban fekszenek.
Definicio Az n=r, xr, vektort feliileti normdlisnak nevezziik.

A feliileti normadlis irdnyitottsdga u és v sorrendjétdl fiigg.

Definicio A feliilet iranyitottsdga megegyezik a feliileti normadlis irdnyitott-
sdgaval.

Ezek utdn felirhatjuk az r/(x,,y,.z,) ponfon dtmend, n normdlisi felilet
érintésikjanak egyenletét. Jeldljik az érintésik egy tetszdleges pontjdnak
helyvektordt R(X,Y,Z)-vel. Ekkor az érintésik egyenlete.

R-r,)-n=0
Vagyis
(R_r'o).(r'u ><r'v):O

Ez nem mds, mint az ry, r, és R-ro vektorok vegyes szorzata.
Koordindtds alakban:

Y-y, Z-2,
X Y. z, |=0

u

xV yV zV
Ha specidlisan x=u, y=v, z=f(x,y), akkor

r. =1i+0j+f.(x,yk
r, :Oi+1j+fy'(x,y)k
igy
X-%x, Y-y, Z-2,
1 0 fo [=-(X=-x)f. - (Y=Y, )f, +Z-2,=0
0 1 f

Y
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valamint

n=r,xr =-fi-fj+1k

Az igy kapott egyenlet a kétvdltozés filiggvénytanban tanult érintdsik egyenletével
egyezik meg.

2.2.3. Felilet felszine

A feliilet felszinét a feliiletre irt hdromszégek (poliéderfeliiletek) teriileteinek
osszegével kozelithetjik.

Definicio  Bebizonyithatd, hogy ha a T(u,v) tartomdnyon értelmezett r(u,yv)
egyenleti feliletnél ry, r, folytonosak és a T tartomdnyt Ugy osztjuk fel
hdromszogekre, hogy a finomitds soran a hdromszogek nem fajulnak el
vonalld, (minden szége mindig kisebb 180°), akkor az igy kapott poliéder
feliletek felszinei egy meghatdrozott értékhez tartanak. Ezt a
hatdrértéket a feliletdarab felszinének nevezziik.

Definicio  Ha a r(u,v) egyenlet( feliiletnek van felszine, akkor a felillet mérhetd
felszin(.

A feliilet adott pontjdhoz tartozd érintdsikjanak normdlvektora n=r, xr,.

Most definidljunk egy ezzel pdrhuzamos vektort
df =du-r, xdvr, = (r, xr, )dudv,
ahol du és dv az u és v fiiggetlen vdltozdék differencidljai.

Ennek a vektornak az abszolit értéke a dur, és dvr,

rdu df vektorokbdl képezheté paralelogramma teriilete, amely
paralelogramma az érintésikban fekszik.

rdv

8. dbra Feliiletelem

Definicié6 A df =|r, xr,|dudv mennyiséget feliiletelemnek nevezziik.

Ha a feliiletelemeket Gsszegezziik a T(u,v) paraméter-tartomadnyon, és a feliilet
mérheté felszind, akkor igy a teljes felszint kapjuk.
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Tétel Ha az r(u,v) egyenlet( feliiletnek van felszine a T(u,v) paramétersikon,
ry, ry folytonos, valamint r, xr, = O, ekkor a feliiletdarab felszine a T

A:jTj

feltéve, hogy a kettdsintegrdl létezik.

tartomdnyon:

r, xr,/dudv,

Definici6 Az r? =E, r? =6, r,-r=F az (n. Gauss-féle elsdrendii fémennyiségek

L

Igy a felszin kiszdmitdsa a kévetkezé formdban is irhatd:

A:H\/E-G—deudv
T

2.3. Skalar-vektor fiiggvények

Definicio  Azokat a fiiggvényeket, amelyek vektorhoz szamot rendelnek, skalar-
vektor filiggvényeknek nevezziik.

Definici6  Ha a vektortér egy D részhalmazdn értelmezve van egy r — u(r) skaldr-

vektor fliggvény, akkor a D halmazon az u fiiggvény skalarteret
(skaldarmezét) alkot.

Ha r a Descartes-féle derékszogli koordindtarendszerben r = xi+yj+zk alakd,
akkor u(r) = f(x,y,z) vagyis a skaldr-vektor fiiggvény egyenértékii egy hdromvdltozés
valds filiggvénnyel, amely rendezett szamhdrmashoz rendel valés szamot.
Hdromvdltozés valés fliggvényt nem tudunk dbrdzolni. Szemléltetni csak az
u=constans értékekhez tartozé kétvdltozds valos filiggvényeket, mdsnéven a
szintfeliileteket tudjuk.

A skaldrmezé esetén differencidlhatésdg értelmezése mdr nem torténhet a

. . / / / / / . A . /

differenciahdnyados hatdrértékeként, hiszen ekkor a A_u mennyiséget kellene
r

meghatdrozni, de Ar vektormennyiség, vektorral viszont osztani nem tudunk.

Prébdlkozzunk a valds filiggvénytanban megismert azon fogalommal analdgidt keresni,

ahol is azt mondtuk, hogy egy egyvdltozés valds fiiggvény akkor és csakis akkor
differencidlhaté xo-ban, ha névekménye
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Ay =A-Ax+g-Ax  alakd,

ahol Ax — 0 esetén ¢ —» 0. Ekkor A =f'(x,) a fiiggvény x,-beli differencidlhdnya-

dosa. Vegyiik figyelembe, hogy most a fiiggetlen vdltozé megvdltozdsa, Ar
vektorjellegi, mig Au fiiggvényérték megvdltozds (novekmény) skaldr. Vektorhoz
skaldrt Ugy rendelhetiink, ha a vektort skaldrisan megszorozzuk egy mdsik vektorral.

2.3.1. A gradiensvektor értelmezése

Definicio Az u(r) filiggvény az ro helyen differencialhaté, ha a fiiggvény
novekménye elédllithaté

Au=g-Ar+¢€-Ar, lime=0

Ar—0
médon, ahol Au=u(r)-u(r,): Ar=r—-r,.

Tétel Ha u(r) differencidlhato ro helyen, akkor egyetlen olyan g derivalt

vektor |étezik, amely a differencidlhatdsdg definicidjaban szereplé
feltételeknek eleget tesz.

Ha a skaldr-vektor fiiggvény koordindtdkkal adott, probdlkozzunk a derivdltvektor
meghatdrozdsdval.

Legyen
g=gi+9g,j+gk Ar = AXi+ Ayj+ Azk e=¢gji+e,j+¢e5k

Ekkor a skaldris szorzdasndl tanultak szerint

AU=g-Ar +€-Ar = g,AX + g,Ay + g;AZ + £, AX + g,Ay + £;AZ
Vdltozzon r csak x tengely irdnydban! Ekkor Ar = (Ax;0:0), igy

AU = g AX + g;AX
A g e
Ax 9, €.

Mivel lime=0,igy lim ¢, = 0. Tehdt lim A—;'zgl .ami éppen u(x,y,z) x-szerinti

Ar—0 Ax—0 Ax—0 A

parcidlis derivdltjdt jelenti.
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. ou ‘L4 ou ou

Tehat g, = —. Hasonloképpen g, = —: g; = —.

9 ox ppen g, oy 9s P
Vagyis a g derivdltvektor egy olyan térbeli vektor, amelynek koordindtdi az u(r)
fliggvény x)y ill. z-szerinti parcidlis derivdltjainak értékei az adott ro helyen.

Kétvdltozos valds fliggvényeknél pedig azt a sikbeli vektort, amelynek koordindtdi a
parcidlis derivdltak adott helyen felvett értékei, gradiensvektornak hivtuk .

Definici6. Az u(r) ro-ban differencidlhaté fiiggvény g derivdlt fiiggvényét az u(r)
ro helyhez tartozo gradiens-vektordnak nevezziik.

ou., ou. ou
=gradu(r,)=—i+—j+—k
g =gradu(r,)=— oy oz
o 2 o2 a . 6 . a . . 7’ . L4 .,
Definicio AV = +5 J—i—a—k kifejezést nabla differencialoperator vektornak
z
nevezziik.

A fizikdban V -t Hamilton operdtornak is szokds nevezni. Ennek segitségével

gradu=V-u

ami formdlisan nem mds, mint a V vektor v szdmszorosa. A gradiensvektort minden
olyan helyen meghatdrozhatjuk, ahol u(r) differencidlhaté.

Vegyiik észre, hogy grad u(r) egy olyan filiggvényt ad, amely az r vektorhoz egy masik
vektort rendel.

skaldr-vektor vektor-skaldr
r u(r) grad u(r)

vektor-vektor
2.3.2. Az irdnymenti derivdlt meghatdrozdsa

Ha r értéke filigg egy t paramétertdl (pl. ha r csak a skaldrtér bizonyos pontjait
osszekoté gorbén haladhat), kérdés, hogy u hogyan vdltozik t irdnydban.
Tekintsink az r(t) térgorbén egy P(x,y,z) és egy Q(x+Ax,y+Ay,z+Az)

pontot.[PQ| = At.
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APQA-b8l Ax = At-cosa
BPQA-bél Ay = At-cosp
CPQA-bdl Az = At-cosy

Négyzetre emelve és 6sszeadva

_ A Pitagorasz-tétel szerint
~Ry Yo (ax) +(av) +(az) =(ae), igy
B cos®a +cos’B+cos’y=1.

Ax.
A

Tehdt a PQ irdnydba mutaté egységvektor
X e = cosai + cosBj+ cosyk
9. dbra Skaldrmezé vdltozdsa

Tekintsiik u(r) megvdltozdsdt PQ irdanydban! (Rogzitsiik u(r)-t az r(t) térgorbérel)
Mivel
Au=gradu-Ar+e-Ar, lime=0,

Ar—0
mindkét oldalt At -vel osztva
Au Ar Ar
— =gradu- —+e—
At At At
Au du d dr _0u d_x au dy dudz

woar dr 3Gy Tax dr Toy dt ozt

Mivel
%: cosa ﬂ:cosB E:cos
dt ©dt AP TR
igy
% =gradu-e

ahol e a térgorbe érinté irdnyd egységvektora P pontban.

Megjegyzés 1.
Vegyiik észre, hogy
du(r(t)) dr
— gradu- =~
dr I gy
kifejezés az osszetett fiiggvény derivdldsi szabdlydndl megismert ldncszabdly
dltaldnositdsdnak tekinthetd.
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Megjegyzés 2. grad u
du L. .

prls gradu vektor e irdnyd meréleges .

vetiiletének hossza. Po

r(t)

10. dbra A gradiens geometriai jelentése

Kovetkezmény 1.
Az u(r(t))=konstans esetben a gorbe a skaldr-vektor fiiggvény egy szintfeliiletén van,

e pedig a szintfeliilet érintésikjdban helyezkedik el. Ekkor %:O, vagyis gradu

merdleges az e egységvektorra, vagyis a szintfeliilet adott pontbeli érintdsikjara.

Kovetkezmény 2.

% egy adott pontban akkor a legnagyobb, ha a kiszdmitdsdban szereplé vektorok

pdrhuzamosak egymdssal, vagyis gradu irdnya megmutatja azt az irdnyt, amelyik

irdnyban a fiiggetlen vdltozé vdltoztatdsa a legnagyobb mértékii fiiggvényérték-
vdltozdst eredményezi.

Kovetkezmény 3.
A gradu a magasabb értéki szintfeliilet felé mutat.

2.4. Vektor-vektor fliggvények

Definicio = Azokat a filiggvényeket, amelyek vektorhoz vektort rendelnek, vektor-
vektor filiggvényeknek nevezziik.

Definicio Ha a vektortér egy D részhalmazdn értelmezve van egy r — v(r)

vektor-vektor fiiggvény, akkor a D halmazon a v filiggvény vektormezét
alkot.

Megjegyzés:

A vektormezé helyett - ugyanlgy, mint a skaldr-vektor fiiggvényeknél - haszndlatos a
vektortér megnevezés is, de ezt a fogalmat a kozonséges vektorok alaphalmazdra is
értik, ezért haszndlatat kerdiljik.
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Koordindtds alakban:
r=xi+yj+zk
v(r) = vi(x,y.2)i + v, (x,y,2)j + v;(x,y,2)K

vagyis a vektor-vektor fiiggvény 3 darab 3 vdltozés valés fliggvénnyel helyette-
sitheté.

A szemléltetéshez egy Ujabb fogalomra, az Un. trajektoria értelmezésére van
sziikség.

Definicio A v(r) vektormezétér trajektoriai azok a gorbék, amelyek érintdi
bdarmely r pontban egyirdnylak a v(r) vektorral. Fizikai elnevezése:
dramvonal, erévonal.

> Ezek szerint minden trajektdria egy térgorbe,
N NS aminek egyenlete r=r(t). Ennek érintéirdnyd
- % LS vektora a differencidlvektor
RIS
R 2% I dr = dxi+dyj+dzk.
. T s A7 A definiciébél kovetkezden ez parhuzamos v(r)
£ > R # p
- g S 4 A7 vektorral, igy
Lo = P b L'r; ‘{'\-Kr : = '
= - - - " A\f | J k
R ¢ drxv =|dx dy dz/=0.
&
A » Vi V2 V3
&

11. dbra Vektormezd és trajektéridi

Tehat
vydy-v,dz=0
v;dz-v,;dx=0
v,dx-v,dy =0

a trajektéridk differencidlegyenletei. Ennek megolddsai adjdk az dramvonalak
egyenletét.
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2.4.1. A felileti integrdl

Az adott feliileten dthaladé dramvonalak s(riisége, illetve az dramvonalak szdma
informadciét ad a v(r) abszoldt értékérdl (nagysdgardl).

’ Ve ’, 7 .- sr ’, V ° n ’, v ”
Ha v dllandé, akkor egy n normdlvektord, A teriilet( siklapon e szamu  erdvonal

halad at. Célunk olyan matematikai modell leirdsa, melynek segitségével tetszéleges
vektormezd adott feliileten kilépd erévonalainak mennyisége meghatdrozhatd.

Legyen az F feliilet sik, a v(r), egy dramlds sebessége dllandé (térben és idében), a
folyadék osszenyomhatatlan. A kidramlé anyagmennyiség a v n normdlvektor irdnyt
vetiiletének hosszdval (v,) ardnyos.

¥Y=F-v,=F-v-n,, ahol n

o

i
Ha a feliilet nem sik, a feliilet kétvdltozés vektor-skaldr fiiggvénnyel irhato le:

r(u,v) = x(u,v)i + y(u,v)j + z(u,v)K.
Ha v(r) nem dllandé, akkor
v(r) = v, (x,y,2)i + v, (x,y,2)j + v3 (x,y, 2k
alakd.
A feliilletdarab felszinének kiszamitdsahoz osszuk
fel a feliiletet elemi részekre lgy, hogy ott madr
siknak legyen tekinthetd, és a v értéke az ezen
A feliletdarab egy tetszéleges helyvektordhoz
tartozé érték legyen.

Ekkor
AY, = AF, 'V(pi)' n,
ahol v(pi) a feliilet egy tetszéleges pontjdba mutaté
O helyvektor. A feliilet irdnyitottsdgdt a feliilettel
12. dbra A feliileti integrdl egylitt meg kell adni.
szdrmaztatdsa

Elvégezve az Gsszegzést, majd finomitva a beosztdst kapjuk:

n
¥ = lim Y AF-v(p,)-n,= lim S,
n—w i1 ! n—oo
max AF,—0 max AR —0

Ha ez a hatdrérték létezik, megadja a kidramlo folyadék mennyiségét.
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Definicid6 A AF, -n, = AF, vektort irdnyitott feliletelemnek nevezzik.

Definicio6 Haaz S, integrdlkozelité 6sszeg hatdrértéke a beosztdstol fiiggetleniil

mindig ugyanaz a szdm, ez a hatdrérték a v(r) fiiggvény F felileti
integrdlja.

n—o 1
max AF,—0 =

“v(r')sz lim ZAF v(p.)

A feliileti integrdlt skaldris fluxusnak is nevezziik. Kiszdmitdsdt egy kettds integral
kiszdmitdsdra vezetjiik vissza. A feliiletdarab felszinének kiszdmitdsandl lattuk,

hogy
AF, ~|rxr, |Ay; - Av; ,

.o rd B r xr v . ré .o ’ P am
a feliletek normdlisa n, = |”—V igy az S, integradlkozelité dsszeg
" nxr,

S, = >_v(p, Xrxr, )Au,-Av; alakd.
i=1

Ennek hatdrértéke, ha Iétezik, adja a feliileti integrdlt.

Tétel. Ha r=r(u,v) és, parcidlis derivdltjai ry, r, is folytonosak T tartomadnyon,
rxr =0, valamint v=v(r) folytonos a T tartomdnyon értelmezett F

feliileten, akkor létezik a feliileti integrdl is

“vdF = ”v -(r,xr, )dudv = j vrr dudv
F T T

Megjegyzés:
Ha a feliilet zdr, a feliileti integrdl jele ﬁ )
A feliileti integrdl kiszamitdsdndl tehdt a kovetkezd |épéseket kell elvégezni
- v(r) lokalizdldsa az F feliiletre
- az ry, ry parcidlis derivdltak meghatdrozdsa
- vryr, vegyesszorzat kiszdmitdsa
- a kettds integrdl kiszdmitdsa.
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2.4.2. A divergencia értelmezése, a Gauss-Osztrogradszkij téte/

v = ”vdF = ”vndF feliileti integradl értékének eléjele a vektormezé elemeinek és az
F F

irdnyitott feliiletelem dltal bezdrt o szog értékétdl fiigg.

v >0, ha OSa<g;

y=0,haoa=2 és
2
o

w<0,hag< <7.

Ennek fizikai jelentést is adhatunk, ha a feliilet zart.
Legyen egy folyadékdramlds sebességtere v. Ha ﬁvndF >0, a feliilet dltal hatdrolt
F

térrészbél folyadék dramlik ki, vagyis a térrészben forras van. Ha ﬁvndF:O
F
forrasmentes a vektormezé, ha ﬁvndF <0 folyadékhidny Iép fel, vagyis a térrész
F

nyeldként viselkedik.

dF ﬁ,ff"v(r') Hogyan lehet azt meghatdrozni, hogy az
dramldsi tér egy pontja forrdsként vagy

nyeléként viselkedik?

Legyen v(r) ro -ban és annak kornyezetében

folytonos és differencidlhaté. Legyen rg hely

koril AF egy tetszéleges mérheté felszind zart

felilet,amely AV térfogat.

12. dbra A divergencia értelmezése

Képezziik v(r) AF -re vonatkoztatott feliileti integradljanak egységnyi térfogatra esé
datlagat:

Ay 1
V" AV ﬁvdF.

A feliileti normdlis a feliletrél kifelé mutat.
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Képezziik ezen dtlagos ki-, ill. bedramlé folyadékmennyiség hatdrértékét Ggy, hogy a
AV -t " egy pontra zsugoritjuk” vagyis AV — O.

dy . 1 T
v J&'l‘o i vdF = WﬁvdF = divv

Definicio A vektortér adott pontbeli divergencidjan a vektortér e pont koriili kis
felileten vett feliileti integrdlja és a korilzdrt térrész térfogata
hdnyadosdnak hatdrértékét értjiik, mikozben e térrész az adott pontra
zsugorodik:

divv = lim L vdF
Aav—0 AV AF

Ha v egy dramlds sebességtere, a divergencia anyagszaporulatot jelent, ha v erétér,

a divergencia fajlagos fluxus.

Ha divv =0, forrdsmentes a vektormezd, ha divv >0 forrdsos, ha divv <O

nyelével rendelkezik a vektormezé az adott pontban.

Ha a divergencidt a vektortér teljes V térfogatdra 6sszegezziik, a vektoranalizis
egyik alapvetd integrdldtalakitdsi tételéhez jutunk.

Tétel Gauss-Osztrogradszkij-tétel. Legyen v(r) folytonosan differencidlhato
az F zart felilet hatdrolta V térrészben. Ekkor

[[[divwdV = ffvdF

Tétel Ha a v=v(r) egy parcidlisan differencidlhaté vektormezd (mindhdrom
koordindta fiiggvénye vi, vz, v parcidlisan differencidalhatd), akkor a v(r)
vektormezd divergencidja létezik, és

ox oy oz

divv =

A nabla-vektor segitségével a div v a kovetkezd alakd

. 0. 0. O . .
dlvv=V-v:(&|+5J+§kj-(vll+v2‘|+v3k)

vagyis v vektormezd divergencidja (formdlisan) két vektor skaldris szorzatdnak
tekinthetd.
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vektor-vektor  skaldr-vektor
r v(r) divv
skaldar-vektor

2.4.3. A rotdcid értelmezése

A divergencia fizikai jelentésénél lattuk, hogy az a vektortér forrdsairél ad
informadciét. A kovetkezdkben azt vizsgdljuk, a vektortér aramvonalai zdrt gorbéket
(6rvényeket) alkotnak-e, vagy orvénymente a vektortér.

Tekintsiink egy dllandé forgdstengely koriil dllandé szogsebes-séggel (o) forgd
merev testet!

A merev test egy tetszdleges P pontjdnak
helyvektora az idé fiiggvényében r=r(t). A P pont
forgdstengelytdl valé tdvolsdga legyen R.

A P pont a t tengely koriil egyenletes kérmozgdst

végez o szogsebességgel, illetve v(‘r)z% érinté
irdnyud sebességgel.

A kormozgds keriileti és szogsebessége kozotti
kapcsolat alapjdn v =R- . Ha r helyvektor a t
0 tengellyel o szdget zdr be:

V| =|r|-®-sina

13. dbra A rotdcid értelmezése

Ha értelmeziink egy o hosszlsdgu, 1 tengellyel parhuzamos o vektort, akkor a fenti
osszefiiggés a |v| = |w xr| alakban is irhatd. Meg kell még adni @ irdnyitottsdgdt is!

Definicio. Az o szdgsebességvektor olyan vektor, amelynek
- hagysdga a szdgsebesség abszollt értéke
- irdnya a forgdstengellyel pdrhuzamos
- irdnyitottsdga olyan, hogy az r helyvektor,av érinté irdnyd
sebességvektor és o jobbrendszert alkot
vV=wxr

Megjegyzés:
Ha nincs forgds, o =0.
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Ha v=[vi(x,y,z), va(x.y.z), va(x,y,2)], r=[x, y, z] alakd, hogyan hatdrozhaték meg
o=[wx, 0y, ;] koordindtadi?
A vektoridlis szorzdsndl tanultak szerint

i §J k
V=lo, 0O, o,]= (coyz - mzy) +(0,x - 0,2)j +
X y z

(coxy - coyx)< =Vvji+V,j+V;k
Mivel merev test forgdsat vizsgdljuk, és tudjuk hogy merev test minden pontjdnak

szogsebessége ugyanaz (a szogsebesség fiiggetlen a helytél), igy ok, oy, ®, dllandé.
Ezért

M _g M _ M _
ox oy : oz 7
X z
N Mg N _
ox 4 oy 0z

Ezen kifejezések segitségével:

2| N e ‘*(%—%)ﬁ Ny O
oy o0z 0z 0X ox oy
. 0.0 0O , .
Felhaszndlvaa V =| —;—;— | nabla vektort 2w =V xv alakban irhaté.
OX oy 0z
Definici6 A rotv =Vxv =2w kifejezést a vektormezé rotaciéjinak nevezziik.

Definici6 Ha rotv=0, a v(r) vektormezdben nincs forgdmozgds, vagyis a
vektormezg orvénymentes.

Megjegyzés:
Az angol szakirodalomban is, igy a MAPLE-ban is a rotv helyett curlv a haszndlatos.

vektor-vektor  vektor-vektor
r v rotv

vektor-vektor
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2.4.4. A vektoranalizis oprdcidinak osszefoglaldsa

a.) Vu=gradu a nabla vektor skaldrszorosdt jelenti, vagyis Vu skaldrhoz vektort

rendel.
b.) V-v =divv a Nabla vektor és v vektor skaldris szorzata, vagyis V - v vektorhoz

skaldrt rendel.
c.) Vxv =rotv a Nabla vektor és v vektor vektoridlis szorzata, vagyis Vxv

vektorhoz vektort rendel.

A miveletek kozil némelyik tobbszor egymds utdn végrehajthaté. Ezek kozil a
fizikdban sokszor haszndljak ezért, kiilon neve is van a

2 2 2
divgradu =V -(Vu) = V?u = 82 + 82 + 82 u=Au
ox° oy° 0z

kifejezésnek.

2 2 2
Definicié6 A A=v?=" =+ d —+ d >~ kifejezést Laplace-operdtornak nevezziik.
ox° oy® 0z
Tétel Barmely u(r) skalartérre

VxVu =rotgradu =0,
feltéve, hogy a parcidlis derivdltak lIéteznek és folytonosak.

Tétel Bdrmely v(r) vektormezdre
V- (Vxv)=divrotv =0

feltéve, hogy a parcidlis derivdltak lIéteznek és folytonosak.
2.4.5. A vonalintegrdl fogalma, kiszdmitdsa, a potencidl fogalma

Vizsgdljuk most azt az esetet, amikor a vektor-vektor filiggvény nem egy feliilet,
hanem csak egy adott gorbe mentén vdltozik. Az eljdrds a kovetkezd. Tekintsiik a
v=v(r) vektormezgt, és ebben a vektormezdben legyen adott egy r=r(t) térgorbe. (v

legyen értelmezett r minden pontjdban). a gorbe t, <t <+, intervallumhoz tartozé
AB gorbeivet jeldlje g, a g legyen ezen a tartomdnyon rektifikdlhatd.
Osszuk fel az AB ivet n részre, A-bdl kiindulva. Minden P_,P ivszakasz (i=1,2,..n ) egy

tetszdleges pontjdba mutasson egyp, helyvektor. Legyen Ar, =r —r_,.
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14. dbra A vonalintegrdl értelmezése

Képezziik az

n

S, = Zv(pi)'Ar'i

i=1
integrdlkozelité osszeget. Ha a beosztds finomitdsdval (n— o, mikozben
max|Ar| —> 0) az integrdlkszelité osszeg sorozat hatdrértéke fiiggetlen a
beosztdstdl, és p, vdlasztdsatdl fiiggetlenil ugyanahhoz a szdmhoz tart, akkor ez a

szdm a v gérbementi integrdljat adja. P:

Definici6 A lim Y v(p )Ar = J' v(r)dr kifejezést a v vektor-vektor fiiggvény g
max|an] 50 -1 g
gorbén vett integrdljdnak (gorbe menti integrdl vagy vonalintegral)

nevezzik.

Definicio  Ha a g gorbe zdrt (kezdé és végpontja) egybeesik, akkor a zdrt gérbe
menti vonalintegrdlt a vektortér cirkuldciéjanak (kérintegraljanak)
nevezziik.

Jele: §vdr'
9

Ha v=(v,v,,v;), dr=(dx.dy;dz) koordindtdkkal adott, a skaldris szorzds
definicidjabol:
J'vdr' = j(vldx +v,dy + v,dz).

9 9
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Ha a gorbe paraméteres alakban adott

dx = %(‘r)d‘r
dy = y()dt
dz = z(t)dt

akkor

1,

[vlr)dr = [vir(HrcHdt = | (vl (H)X(H) + v, (D)y(H) + v, (f)i(f))df

9 ti

Tehadt a gorbe menti integrdlt dgy szdmitjuk ki, hogy v(r) fiiggvényt "lokalizal juk" az
r gorbére (x, y, z vdltozdkat a t paraméter fiiggvényeként irjuk fel), majd az igy
kapott egyvdltozés valés fiiggvényt integrdljuk ti és t2 hatdrok kozott.

Tétel A I v(r)dr vonalintegrdl értéke akkor és csak akkor fiiggetlen az
9

integrdlds (tjatél valamely egyszeresen 6sszefiiggé T tartomdnyban, ha
ott van olyan u = u(x,y,z) differencidlhaté fiiggvény, melyre v =gradu.

Definici6  Azon u(xy,z) fiiggvényt, melyre v=gradu a vektortér
potencialfiiggvényének nevezziik.

(Fizikdban a potencidl alatt gyakran az  -u fliggvényt értik).

Definicio  Ha a v vektormezé erdtér, és létezik potencidlfiiggvénye (potencidlos),
az erétér konzervativ.

Megjegyzés:
Ha v = gradu, akkor v=grad(u+c) ceR

Kovetkezmény:

Ha a v vektormezé potencidlos, §vdr‘ =0, feltéve hogy a g gorbe egyszeresen
9
osszefiiggd tartomdnyban van.

Hogyan dllapithaté meg, hogy egy vektortér potencidlos-e?
A vektoranalizis operdcidinak osszefoglaldsandl megismert tétel szerint barmely u(r)
skaldrmezére rot grad u = 0, igy ha v = gradu, ebbdl kévetkezéen rot v = 0.
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Tétel A v=v(r) vektor-vektor fiiggvénynek akkor és csakis akkor létezik a
potencidlja, ha rot v =0.

Megjegyzésl:
Az eldbbiekbél kovetkezden az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.
- v tetszdleges zdrt gorbén vett vonalintegralja zérus.
-v  orvénymentes
- v konzervativ
- v potencidlos.

Megjegyzés2.
Vegyiik észre a hasonldsdgot az egyvdltozos valés fiiggvények primitiv fiiggvénye, és

b
a vektor-vektor fiiggvények potencidlfiiggvénye kozstt! ([ f(x)dx = F(b)-F(a))

2.4.6. Stokes tétel , Green tétel

Legyen adott a v=v(r) vektormezdben egy F feliilet. Legyen a feliilet P pontja koriili
feliletdarab AF, amelyet a g gorbe hatdrol. A felilet P pontbeli érintésikjanak
normdlvektora legyen n, ahol a g gorbe koriiljdrdsi irdnya és n jobbrendszert alkot.
Ekkor kimondhat juk a kévetkezé tételt

15. dbra A Stokes-tétel

Tétel A rotdciénak a P pontban az n vektorra valé merdleges vetiilete:

.1
(rotv), = Alll'r—‘:\OA_Ff vdr
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Ha a fenti eljdrdst végrehajtjuk a g gorbe dltal hatdrolt teljes feliileten, és a rot v
normdlvektor irdnyd vetiileteit 6sszegezziik a teljes feliiletre, kapjuk:

Tétel Stokes-tétele. Legyen v=v(r) és parcidlis derivdltjai az F irdnyitott
feliiletdarabon és annak g zdrt gérbével megadott hatdrdn folytonosak.
Ekkor

H rotvdF = if;vdr'
F g

F irdnyitottsdga olyan, hogy g irdnyitottsdga és minden dF feliiletelem n
normdlvektora jobbrendszert alkot.

A tétel egy specidlis esete, ha v=vii+vyj, valamint az F feliilet az xy sik egy zdrt T
tartomdnya, g ennek hatdrolé gorbéje.

Tétel Green-formula:

ivldx +v,dy = H (%: - %}ixdy

Ekkor ugyanis a sik normdlvektora k, és a rot v vektor k irdnyd vetiilete
ov, oV,

ox oy
3. Végtelen sorok

3.1. Szdmsorok

3.1 1. A végtelen sor fogalma, a geometriai sor

Definicio Az aj az... an,... egy sorozat tagjainak 6sszegét, az
a+ Qz+..+ Qnt...
végetelen osszeget végtelen sornak nevezziik.
Jelolés: ar+ Gz*..+ Qp*..= )G,

n=1
Az a, értéket a sor n-edik tagjdnak, az sn = ar+ azx+..+ an értéket pedig a sor n-edik
részletdsszegének nevezziik.
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Definicio  Ha a részletosszegek {sn} sorozata a konvergens és hatdrértéke S,

akkor a > a, sor az S szdmértékhez tart, vagy mds szavakkal a sor

n=1

0sszege S.

Tehdt Y a, = S vagy ar* Gz+..* Gp+..=S
n=1

Ha a részletosszegek sorozatdnak nincs véges hatdrértéke, azaz, ha {s,} divergens,

akkor a ian sort divergensnek mondjuk.

n=1
Definici6 Az a+ag+aq®+ aq’+..+ aq"'+.. alakd sort geometriai vagy mértani sornak
nevezziik. A g-t a geometriai sor hdnyadosa vagy kvéciense.

Tétel A geometriai sor tétele Ha |q <1, akkor az
a+ag+aq’+ ag’+..+ ag"'+... geometriai sor az % értékhez konvergdl.
-q
Ha |q > 1, akkor a sor divergens, kivéve az a =0 értéket. Ha a = 0, akkor

a sor konvergens és osszege O.

Tétel Ha > a, =S konvergens, akkor lima, = 0.
n=1

n—oo

Mads szavakkal: a sor kongergencidjdanak sziikséges feltétele, hogy az dltaldnos tagja
0-hoz tartson.

3.1.2. Nemnegativ tagu sorok dsszehasonlito konvergencia-kritériumar

Legyena > a, sor nemnegativ tagl. (azaz a, > O minden n-re)

n=1

Majordns kritérium Ha a, <b, teljesiil (legfeljebb véges sok elempdr kivételével)

ésa ) b, sor konvergens, akkor a > a, sor is konvergens.

n=1 n=1

Minordns kritérium Ha a nemnegativ tagd > d, sor divergens és d, < a, teljesiil

n=1

(legfeljebb véges sok elempdr kivételével), akkor a ian sor

n=1

divergens.
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Gydkkritérium Haa > a, sorhoz van olyan no index, hogy n, <n esetén n/a, <q<1,

n=1

akkor a sor konvergens.

Kovetkezmény Ha létezik a limi/a, = q <1 hatdrérték, akkor a 20n sor konvergens.

n=1
Ha q = 1, akkor ezen az dton nem donthetiink a konvergenciardl, ha
q>1, akkor a sor divergens.

Hanyadoskritérium Haa > a, sorhoz van olyan no index, hogy n, <n esetén

n=1

a
—L = q<1, akkor a sor konvergens.
a

n

Kovetkezmény: Ha létezik a lim Snt — q <1 hatdrérték, akkor a > a, sor konver-

n—oo an =1
gens. Ha q = 1, akkor ezen az Gton nem donthetiink a konvergen-
ciardl, ha q > 1, akkor a sor divergens.

Integralkritérium Legyen az f(x) fliggvény pozitiv értékd, folytonos és monoton
csokkend, ha 1< x. Legyen f(n)=an.

Ekkor a ian sor (mdsképp irva if(n) ) és az [f(x)dx impoprius
n=1 n=1 1

integrdl egyszerre konvergens, vagy divergens.

3.1.3.A harmonikus és a hiperharmonikus sor

Tétel A harmonikus sor, azaz a
= 1 1 1 1
D=l o+t v
~'n 2 3 4

sor divergens.

Bizonyitds: A harmonikus sor tagjainak geometriai reprezentdaciéjat nem nehéz
megadni: olyan téglalapok teriiletének szamértékével egyenlék, amelyeknek alapja 1,
. . 111 . o : :
magassdga pedig rendrel,g,g,z,... A sor elsé n tagjdnak 0sszege, vagyis a sor n-edik
részletosszege olyan n db téglalappal repezentdlhaté, amelyek mindegyikének

teriilete nagyobb, mint az é fiiggvény megfelelé intervallumra esé gorbe alatti

terilete:
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1
0.8
0.5 p=lic
0.4 ¢
] 2 Hin-1
0.2 trn-d)
13
I
I . ‘mi n n+l
16. dbra A harmonikus sor
n+1 0
, 1 1 1 1 . 1 ,
Tehat j—dx<sn=1+—+—+...+—. Mivel az j—dx:w, igy a sor sem lehet
1 X 2 3 n 1 X
konvergens.
, 21 . . , -
Tetel A ZT hiperharmonikus sor o >1 esetén konvergens, kiilonben
n:In
divergens.

3.1.4. Leibniz tipusi sorok, abszolit- és feltételes konvergencia

A nemnegativ sorokra kifejlesztett, a konvergencia eldontését szolgdlo eljardsokat
most kiterjesztjiik negativ és pozitiv tagokat egyardnt tartalmazé sorokra.

Definici6  Haa ) |a,| sor konvergens, akkor a )_a, sort abszolit konvergensnek

n=1 n=1

mond juk.

Tétel Haa »|a,| sor konvergens, akkor a > a, sor is konvergens.

n=1 n=1

Ha a 20n sor tagjai kozott negativak és pozitivak is vannak, akkor a sor konvergen-
n=1

o0

cidjdt vizsgdlhatjuk a >'la,| sor segitségével. Ha az abszolit értékekbdl dllé sor

n=1

konvergens, akkor a vizsgdlandé sor is konvergens. Ha azonban az abszoldt
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értékekbdl dllé sor divergens, akkor a vegyes eléjeli sor lehet konvergens is és
divergens is.

Definici6  Haa ) a, sor konvergens, de a > |a,| sor divergens, akkor a > a, sort

n=1 n=1 n=1

feltételesen konvergensnek mondjuk.

Tétel Leibniz tétele Ha a > (-1)'a, sor feljesiti az aldbbi hdrom feltételt,
n=1

akkor konvergens:

1. Minden n-re: O <a,;
2. a,5, < a,minden n-re
3. lima, =0.

n—o0

Tétel Az alterndlé sor Gsszegének becslésére vonatkozo tétel Ha a

0

> (=1)"a, sor kielégiti a Leibniz tétel feltételeit, akkor az

n=1

sn= ar- ag+..+ (—1)"a, részletosszeq az an abszoldt értékénél kisebb
hibaval kozeliti meg a sor 6sszegét, azaz az elkovetett hiba kisebb az
elsg elhagyott tag abszoldt értékénél. Ezen tidlmenden a S-sy kifejezés
eléjele megegyezik az elsé elhagyott tagéval.

3. 2. Fiiggvénysorok

Definicio Ha egy végtelen sor tagjai valamilyen vdltozé (tébbnyire az x)
fiiggvényei, akkor fiiggvénysorrdl beszéliink.

Megjegyzés. Természetesen a tagok értelmezési tartomdnydnak metszetét kell
venniimk, ami nem lehet iires halmaz.

Altaldnos alak:
S (%) = £ (3) + () ot £, (X) o
n=1

Ha az x helyére konkrét értéket helyettesitiink, akkor numerikus sort kapunk.
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Definicid

Definicio

Definicid

Definicid

Tétel

Tétel

Tétel
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Ha az x=xq értékre az
Z_I:fn(xo): f(xo)+ £ (xg )+ oo + £ (o) + ...

numerikus sor konvergens, akkor xo-t a fiiggvénysor konvergencia-
pont janak nevezziik.

A fliggvénysor konvergenciapont jainak halmazat a sor konvergencia-
tartomanyadnak nevezziik.

Ha a konvergenciatartomadny intervallum, akkor konvergencia-
intervallumrol beszéliink.

Azt a fiiggvényt, amely azokban az x pontokban van értelmezve,

amelyekben a ) f,(x) sor konvergens és értéke egy-egy pontban a sor
n=1
0sszege, a sor dsszegfliggvenyének nevezziik.

n

A ian(x—xo) =a, +a,(X—Xg)+ay(x =%, +...+a,(x —x, ) +...
n=0

fliggvénysort, amelyben az a; egyiitthatok és az xo dllanddk, az xo kordili
hatvanysornak nevezziik.
Specidlisan, ha x0=0, akkor:

© n
Da X =0y +aX+ax . +aX" ..
n=0

n

A > a,x hatvdnysor vagy minden x mellett konvergens, vagy csak x=0
n=0

mellett konvergens, vagy van olyan pozitiv r szdm, hogy |x| < r esetén
konvergens,

x| > r esetén divergens. Az r szdmot a hatvdnysor konver-
genciasugaranak nevezziik.

A hatvdnysor a konvergenciaintervallum belsejében differencidlhaté és
a hatvdnysor differencialdsat szabad tagonként elvégezni.

A konvergenciaintervallum barmely belsé részintervallumdban a
hatvanysor tagonként integrdlhaté és a hatvdnysor integralasat szabad
tagonként elvégezni.
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Ha a tagonkénti derivdldssal illetve integrdldssal kapott sornak létezik az 6sszege,
ebbdl az eredeti sor Ossege az 0osszeg integrdldsdval illetve derivdldsaval
meghatdrozhata.

3. 2. 1. A Taylor-sor

Célunk most el6zéek forditottja, a vizsgdlandé fiiggvényt hatvdnyfiiggvények
osszegeként akarjuk elddllitani, és ennek segitségével fiiggvényértékeket kozeliteni.
Tegyiik fel, hogy a fiiggvény az x0=0 helyen differencidlhaté és felirhaté
hatvdnyfiiggvények 6sszegeként, azaz

f(x) = a, +a,x + a,x* + a;x*> + ...+ a,x" +...

alakban. Célunk az ismeretlen ao, ai, .., an,.. egyiitthaték meghatdrozdsa. Tudjuk,
hogy a filiggvény derivdltja az el6z6 hatvdnyfiiggvények derivdljdval egyezik meg:

f'(x) = a, +2a,x + 3a,x* + ... +na,x"" + ...

Ez a hatvdnysor ugyanabban az intervallumban konvergens, mint az f(x) hatvdnysora.
Az eljdrdst ismételten alkalmazva:

f'(x)=2a, +3-2a,x +...+n-(n—1)a,x"? +...

A hatvdnysor egyiitthatéit meghatdrozhatjuk a fiiggvénynek és derivdltjainak az x=0
helyen vett értékeivel.

f(0)=a, f(0)=q, f'(0)=2a, f"(0)=3-2a, .. f™(0)=nlq,
Definicio  Ha f(x) az x=0 helyen akdrhdnyszor diffrencidlhatd, akkor az

fﬂ(o) ) fm(o) 3 f(n)(x) ]
1l X + 2] X +TX +...+TX + ...

sort a fliggvény Taylor sordnak, a
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_ f'©), , f0),. , f"©O) f7(X) n
T.(x) = f(0) + TR x? + 3 X3 L X

polinomot az f(x) n-edik Taylor polinomjdnak nevezziik.

Az f(x) fliggvény a Taylor sor 6sszege, ha n — « esetén R, (x) = f(x) - T, (x) > 0. Az
Rn(x)-et a Raylor sor maradéktagjdnak nevezziik.

Tétel Legyen f(x) n+l-szer differencidlhaté az x,=0 helyen és valamely
kornyezetében. Ekkor minden ebbe a kornyezetbe esé x helyen

érvényes, hogy
frr(o) ) f(n+1)(§) "

_ f'(0) £"(0) s V()
f(x) = f(0)+ g Xt XA X X +(n+1)!x

ahol £ a 0 és x kozotti hely.

A fliggvény ilyen elédllitdsat Taylor-formulanak, (McLaurin-formuldnak), az

(n+1)
R, (x)= f (é)x"” kifejezést Lagrange-féle maradéktagnak nevezziik.

(n+1)

Néhany filiggvény Taylor sora:

2 3 n

X X° X X

e =1+ -+ —+—+ . +—+..=) — xeR
u 2 3l nl = nl

¥ ¥

2 B

Polinarm fokszama=2 Polinom fokszama=3

— .

2 A 0 E 2

17. dbra Az e* fiiggvény valamint mdsod- illetve harmadfokd Taylor polinomja

] X X3 x5 . x2n—1 o n-1 x2n+1
sinx = XX X L (Cry =3 (1 R
=t et ey 20 gy X€
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TR +o= i(— 1) (;n)! x eR

X x2 x3 X4 xn+1 0 n n+1
In(1 e - (1) ~1<x<1
(1+x) 1 73 4 +( - ; <
2n+1 0 n 2n+1
arc‘rgx:%—%Jr%...Jr(—l 2X n; 2>:1+1 ~1<x<1

3. 2. 2. Integrdlds sorfejtéssel

A hatdrozatlan integrdlndl emlitettiik, hogy vannak olyan fiiggvények, amelyeknek
nincs primitiv fiiggvénye. Ilyenkor a hatdrozott integrdlt az integrandusz Taylor
sorba fejtésével adjuk meg.

Példaul:
J'S'—mdf (l = =1) az dgynevezett integrdl-szinusz fliggvény
sm‘r T, 01 ‘r4 1 x> x> X
I I1_3!+E‘ﬁ+“'d“:"_3.3!+5.5!_7.7!+
2 X ox X .ox o x x X
Jerdx= fl‘ IR TR TR ot v TIPSR YT
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3.2.3 A Fourier sor

Periodikus, nem mindenitt differencidlhaté fiiggvényeket szeretnénk mindeniitt
differencidlhaté trigonometrikus fiiggvények sordval elédllitani, a kévetkezd alakban:

f(x) = a, + q, cosx + b, sinx + a, cos2x + b, sin2x + ... + a, cosnx + b, sinnx +.... (1)

Célunk ag, a1, b1, az, bs,..egyiitthaték meghatdrozdsa. Ehhez felhaszndljuk a
kovetkezd hatdrozott integrdlokat:

jsinnxdx -0 jcosnxdx -0 jsinmx cosnxdx =0

-7 -

n ha m=n=0 n ha m=n=z0

J'sinmxsinnxdx - J'cosmxcosnxdx -
n O ha m=#n r 0O ha m=#n

Ezeket felhaszndlva, a fiiggvényt és a sordt [-r, n] zdrt intervallumon integrdlva a
jobb oldalon az elsé tagot kivéva mindeniitt O-1 kapunk. Igy

]Ef(x)dx =qa,2n

Ha az (1) egyenlet mindkét oldalat cosmx-szel szorozzuk, és igy végezzik el az
integrdldst, az el6zéleg megadott hatdrozott integrdlok felhaszndldasdval kapjuk,

hogy

j f(x)cosmxdx = a,

-7

Ha az (1) egyenletet sinmx-szel szorozzuk, adddik, hogy
If(x)sin mxdx = b,
Ezek segitségével mostmdr megadhat juk a Fourier sor definicidjat:
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Definici6 A 2n szerint periodikus és integrdlhaté fiiggvény Fourier-sora az

a, + Y. (a, cosnx + b, sinnx)

n=1

végtelen trigonometrikus sor, amelyben az egyiitthatdk:

a, = 2—171 [f0)dx  a, = % [f(x)cosmxdx b, = % [f(x)sinmxdx

Tetel Ha f(x) pdros fiiggvény, akkor Fourier-sora csak koszinuszos tagokat, ha
pdratlan, akkor csak szinuszos tagokat tartalmaz.

Néhany fiiggvény Fourier sora:

1. f(x):g ha x e [ m,7] és f(x)=f(x+k2p) k < Z

Fourier sora

i—(_l)ﬂ = sinx —lsin2x + lsin3x —lsin 4x + 1sin5x —lsin 6Xx + lsin7x - ...
— n 2 3 4 5 6 7
1.5
1
0.5
3 ] A i 2 3
-0.54
14
-1.54

19. dbra A periodikus %ﬂiggvény és Fourier sordnak 10. részletdsszege
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2. f(x)=|x ha xel[-nmn] és f(x)=f(x+k2r) kez fiiggvény sordnak 12.
részletosszege:

f(x) = n _i[COSX N cos 3x N cosbx N cos7x . j
2 12 32 52 72

=4

2.5

0.5

) ] 1 i 1 2 3

20. dbra A periodikus |x| fiiggvény és Fourier sordnak 10. részletosszege

3. f(x)=e* ha x € [- n,n] és f(x)=f(x+k~2n) k ~c Z

© ke @n), (-n) N
_e(—n)+e(—n)e(2n)+2 Z -D)"(-1+e e (cos(zk x) —k~sin(k~x)) i
k=1 n(1l+k~")

f(x)= ;

20+

\//\w/\__,f&ﬁ:u?
B : 3 ] > 3

19. dbra A periodikus e* fiiggvény és Fourier sordnak 10. részletosszege
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A gyakorlatban sokszor olyan fiiggvényt kell Fourier-sorba fejteni, amelynek
periédusa nem 2x, hanem 21, ahol | tetszéleges pozitiv szdm. Tegyiik fdl, hogy a 2I
szerint periodikus f(x) fiiggvény adott a [-I, I] intervallumon. Ezt az intervallumot 2n
X
o
akkor z=r. Ezutdn a sorfejtést mdr a z vdltozdval elvégezhet jiik

hosszlsdglva alakithatjuk a z = Transzforméciéval.fgy, ha x=-I, akkor z=-=, ha x=I,

3.3. Parcidlis differencidlegyenlet megolddsa sorfejtés segitségével

Definicio Az olyan egyenléséget, amely valamely t6bbvdltozés fiiggvény parcidlis
derivdltjai, fiiggetlen vdltozéi és fiiggvényértéke kozott dllapit meg
osszefliggést, parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik.

Az ilyen differencidlegyenletek megolddsa dltaldban csak numerikus mddszerekkel

lehetséges. Két specidlis esetben a megoldds sordn felhaszndljuk a Fourier sorfejtés

technikadjat.

3.3.1. A rezgd hdr problémdja

Tekintsiik az L hosszisdgu tokéletesen rugalmas hidrt. Helyezziik ezt a hidrt az x-
tengely [0, L] szakaszdra és mozditsuk ki az x-tengelyre merélegesen.
A hdr az x tengelyre merdlegesen az (x,u) sikban
mozog. Azt, hogy a hir egy x abszcisszdju pontja hol

e van t idémilva az u(x,t) fiiggvény adja meg. A rezgé
-/ hdr mozgdsdt tehdt meghatdroztuk, ha az u(x,t)
- ™ ismeretlen flggvényt megtaldljuk.
x L =z

20. A rezg6 har

Amint az fizikai megfontoldsokbdl adédik, a keresett u(x,t) fliggvény kielégiti a
—u=a 8—u (¢))

mdsodrendd, linedris, parcidlis differencidlegyenletet, ahol o ismert dllando. (Fizikai
magyardzathoz ldsd Scharnitzky Viktor: Differencidlegyenletek Mdszaki Kiadd,
Bélyai sorozat). A keresett partikuldris megoldds két kezdeti és két peremfeltételt
kell megadani.
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Kezdeti feltételek: a t=0 idépillanatban

u(x,0)=f(x) a hdr kezdeti alakjat leiro fiiggvény

;Tu(x 0)=g(x) a hdr pontjainak kezdeti sebességét leird fiiggvény

Keriileti vagy peremfeltételek: a rid két végpontjdnak helyzete
u(0,t)=0 u(L,1)=0
vagyis a rid két vége rogzitett.

A differencidlegyenlet megolddsat u(x,t)=X(x)T(t) szorzat alakban keressiik és igy
vezetjiik vissza kozonséges differencidlegyenletek megolddsdra.

gu(x t)= T(‘r)iX(x)
o2 az
F u(x,t) = X(X)—T(T)

Ezt az (1) egyenletbe helyettesitve adddik, hogy

q? q?
e 4 x
il _ i (*)

T(1) X(x)

ez pedug csak Ugy lehet igaz minden x és t értékre, ha az értéke konstans. Legyen ez
-p? Igy két kozonséges, madsodrend(, dllandé egyiitthatds differencidlegyenlethez

jutunk:
0° )
82 BZ
8)(_2X(X) + ?X(X) =0
Ezek megolddsai:

T(t) = Asinpt + Bcospt

X(x) = CsmB +Ecos™— BX

o
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Igy az (1) egyenlet megolddsa:
u(x,t) = (Asinpt +Bcos BT)(CsinB—x + EcosB—x)
o (00
Itt A,B,CE B ismeretlenek, értékiiket a kezdeti és a peremfeltételekbdl hatarozzuk
meg.
Peremfeltételekbdl: mivel u(0,t)=0, igy

0 = (Asinpt + BcosBt)E

Ez pedig csak gy lehet igaz minden t-re ha E=0. Mivel u(L,t)=0,
0 = (Asinpt + BcosB‘r)Csin&
a
C nem lehet O, mert akkor u(x,t) azonosan O lenne, igy csak sinB—L lehet O. Ez pedig a
(0

trigonometrikus fiiggvény periodikussdga miatt végtelen sok megolddst ad B-ra.
Feltéve, hogy k egész szam:

B.L kno

P= _k _ hra

a § P L

Igy k értékétél fiiggéen a megoldds:

u (x,1) = (A, sin@ +B, cosknTOL‘r)Ck sinknT><

a linedris differencidlegyenlet megolddsainak linedris kombindciéi is megolddsok. Igy
a kezdeti feltételnek megfelé megolddsokat

u(x,1) = Y (x,1)

alakban keressiik. Legyen ax=CyAk, bk=CiBx

S . krnat . knx krnat . knx
U(X'T):;(ak sin nLa sm%+bk cos RLOL sm%)

A feladat most mdr a kezdeti feltételekbdl ax, és bx meghatdrozdsa. A kezdeti

feltételek szerint u(x,0)=F(x), lletve a%u(x,o) _g(x) , igy

. kmx
sin——Kkmo

L

[e¢)

f(x) = ibk sinkn—x és g(x)=>aq
1 L D
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A by egyiitthaték az f(x) fliggvény tiszta szinuszos Fourier sordnak egyiitthatdi, ha
f(x) értelmezési tartomadnyadt kiterjesztjiik dgy, hogy 2L szerint periodikus, paratlan
fliggvény legyen. Az ax egyiitthaték pedig a g(x) fliggvény tiszta szinuszos Fourier
sordnak egylitthatéibél szamithatd, ha g(x) értelmezési tartomdnyadt kiterjesztjiik
gy, hogy 2L szerint periodikus, pdratlan fiiggvény legyen. Igy az dltaldnos
megolddsban szerepld konstansok mdr meghatdrozottak, vagyis megkaptuk az adott
kezdeti és peremfeltételeknek megfelel partikuldris megolddst.

X ha 0<x«< g
Ha f(x) = és g(x)=0,
n—X ha g <X<T

21. A rezgg hir dllapotait leiro fiiggvénysor 10. részletosszegei kiilonb6zé
iddpillanatokban

3.3.2. A hévezetés differencidlegyenlete

Képzeljiink el egy homogén, izotrép rudat, melynek mindkét végét O °C-os vizzel telt
hatalmas tartdlyokba tették. A rdd hossza L. A rdd az x tengelyen van, és bal
végpontja a zérus pont. A rid kezdeti hémérsékletét az u(x,0)= f(x) fliggvény adja
meg. Adjuk meg az u(x,t) fliggvényt, amely a rdd hémérsékletét irja le az x pontban t
id6 mulva. A kezdeti hémérsékletet + = O-ban a 22. dbra mutatja. Mivel a hé a
melegebb helyrél dramlik a hidegebb felé, ezért az dbra dltal szemléltetett dllapot
az idé muldsaval vdltozik. Egy adott x pontban a ridnak néha magasabb, néha
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alacsonyabb a hémérséklete az idé elérehaladdsaval.

e P \ ~y =y

Ax)

22. dbra | hosszisdgu rdd hémérsékleteloszldsa a t=0 idépillanatban

Hogy egy adott x pontban t idé mulva mért u(x,t) hémérsékletet meghatdrozhassuk,
fel kell haszndlni azt a Fouriertdl szarmazé héterjedési torvényt:

—u=a’—u (M

ahol o az anyagi mindségtél fiiggd dllandd. (Ennek levezetését megtaldlhat juk Simonyi
Kdroly: A fizika kultdrtorténete cim konyvében.)

A kezdeti feltétel a rdd hémérséklete a t=0-ban, vagyis u(x,0) =f(x). (Mivel a
differencidlegyenletben t szerint csak az elsé dervdlt szerepel, ezért csak egy
kezdeti feltétel van.)

A keriileti feltétel pedig abbdl adddik, hogy a rid két vége nagy, O °C-os vizet
tartalmazé tartdlyokban van, vagyis u(0,1)=0, u(L,t)=0.

A differencidlegyenlet megolddsat most is u(x,t)=X(x)T(t) szorzat alakban keressiik
és igy vezetjiik vissza kozonséges differencidlegyenletek megolddsdra.

02 ) 0°

yU(x,f) = T(T)yX(X)
0 0
2 1) = X0 ST

Ezt az (1) egyenletbe helyettesitve adédik, hogy
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d d?
97 a
dt () 2 dx? X0

T 0 XX)

ez pedig csak Ugy lehet igaz minden x és t értékre, ha az értéke konstans. Legyen ez
-p%2 Igy egy elsé és egy mdsodrend(, dllandé egyiitthatés kozonséges

differencidlegyenlethez jutunk:
0 2
ZT(H) +BET(H) =0
T + BTN
62 BZ
ax_ZX(X) + ?X(X) =0

Ezek megolddsai:

T(1) = Ae ™
X(x) = BsinB—x + CcosB—x
o o

gy az (1) egyenlet megolddsa
u(x,t) = Ae‘ﬁz*(BsinB—x + CcosB—xj
o o
alakd. Itt még A,B,C, B ismeretlenek, értékiiket a kezdeti és a peremfeltételekbdl
hatdrozzuk meg.
Peremfeltételekbdl: mivel u(0,t)=0, igy
0=Ae™'C

Ez pedig csak gy lehet igaz minden t-re ha C=0.
A keriileti feltételeket felhasznadlva, mivel u(L,1)=0

0 = Ae*'Bsin Pt
o

AB nem lehet O, mert akkor u(x,t) azonosan O lenne, igy csak sin& lehet O. Ez pedig
a
a trigonometrikus fiiggvény periodikussdga miatt végtelen sok megolddst ad B-ra.
Feltéve, hogy k egész szam:
% = knt Bk = kTC_O(
a L

Jelsljiik az AB szorzatot a-vall Igy k értékétél fiiggé megolddsok ésszege:

- (knat)?
u(x,t)=> (a, sinknTxe ( L J T)
k=1
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A feladat most mdr a kezdeti feltételbdl ax meghatdrozdsa. A kezdeti feltétel
szerint u(x,0)=f(x), igy

f(x) = iak sinkn—OLx
k=1 L

Az egyenletben szerepld ax egyiitthatok az f(x) filiggvény tiszta szinuszos Fourier
sordnak egyiitthatéi, ha f(x) értelmezési tartomadnyadt kiterjesztjiik dgy, hogy 2L
szerint periodikus, pdratlan fiiggvény legyen. Igy az dltaldnos megolddsban szerepld
konstansok madr meghatdrozottak, vagyis megkaptuk az adott kezdeti és
peremfeltételeknek megfelelé partikuldris megolddst.

Ha f(x)=100 °C (konstans), a rdd hossza L=10 m, a helytél és az idétél fiiggd
hémérsékleteloszlds:

_nt _ 32t _ 52 n%t
u(x,‘r)=—4go(e 100 sin%Jr%e 100 sini’OL;Jr%e 100 sin?OLng...J

23. dbra A 100 °C-os rid lehlilése a hely és az id6 fiiggvényében
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