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Részletes tantargyprogram

Hét | Ea./Gyak./Lab. Témakor
1. 2/2/0 Kétvaltozos fliggvény értelmezése, pontbeli hatarértéke, folytonossaga, a
parciélis differencidlhanyados értelmezése és kiszamitasa.
2. 2/2/0 Kétvaltozos fiiggvény gradiensének, irdnymenti derivaltjanak értelmezése
és kiszamitésa.
3. 2/2/0 Kétvaltozos fliggvények szélsGértéke.
4. 2/2/0 Egyvaltozos fiiggvény primitiv fliggvénye, a hatarozatlan integral. Alap-
integralok. fT, f'- f alaku fiiggvények integralasa.
5. 2/2/0 Parcialis és helyettesitéses integralas. Raciondlis tortfiiggvények integra-
lasa.
6. Oszi sziinet
7. 2/2/0 Trigonometrikus fiiggvények integralasa.
8. 2/2/0 A hatérozott integral értelmezése, tulajdonsagai. A Newton-Leibnitz tétel.
1. Zarthelyi dolgozat megirasa.
9. 2/2/0 Az integréalszamitas geometriai alkalmazésai: sikidom teriilete, forgastest
térfogata, gorbe ivhossza, forgastest felszine. Improprius integral.
10. 2/2/0 Kétvaltozos fliggvény integralasa: tartoméanyon vett- és kettds-integral.
11. 2/2/0 Szétvalaszthato valtozoju, valtozoéiban homogén elsérendii differencial-
egyenletek.
12. 2/2/0 Els6rendd, linearis inhomogén differencidlegyenletek.
13. 2/2/0 Hianyos maésodrendt differencidlegyenletek. 2. Zarthelyi dolgozat
megirasa.
14. 2/2/0 Masodrendi, allandé egytitthatos, homogén differencialegyenletek.
15. 2/2/0 Pétlasok




Tartalomjegyzék

I. Egyvaltozos valos fiiggvények integralszamitasa

1. A hatarozatlan integral
1.1. A primitiv fliggvény . . . . . . . . e
1.2. A hatarozatlan integral . . . . . . . ... oo
1.3. Alapintegralok . . . . . . . . . . e
1.4. Integralasi modszerek . . . . . . . . . . e e
1.5. Elemi fiiggvények integralasa . . . . . . . . .. . oL
1.5.1. Polinom fiiggvények integralasa . . . . . . . . . . . . . ... ... ...
1.5.2. Racionéilis tortfiiggvények integralasa . . . . . . . . ... ... oL
1.5.3. TIrracionalis fiiggvények integralasa . . . . . . . ... ... ... ... ...
1.5.4. Trigonometrikus fiiggvények integralasa . . . . . . . ... ... ... ... ...

2. A hatarozott integral
2.1. A hatarozott integral fogalma . . . . . . . . ... oo
2.2. A hatarozott integral létezésének feltételei . . . . . . . . . . ... L oL
2.2.1. Az Riemann-szerinti integralhatosag sziikséges feltételei . . . . . . . .. .. ..
2.2.2. Az Riemann-szerinti integralhatosag elégséges feltételei . . . . . . . . ... . ..
2.3. Példa a hatarozott integral definicioval torténd kiszamitasara . . . . . . . . . . . . ..
2.4. A hatarozott integral tulajdonsagai . . . . . . . . . . . ... ...
2.5. A hatéarozott integral geometriai jelentése . . . . . . . . ... ...
2.6. A hatarozott integralra vonatkozo tételek . . . . . . . ... . o oL
2.7. Az integralfiiggvény és tulajdonsagai . . . . . . . . . ...
2.8. A differencial- és integralszamitas fGtétele:
a Newton—Leibniz-tétel . . . . . . . . .. ...

3. A hatarozott integral alkalmazasai
3.1. Teriiletszamitas . . . . . . . . . oL e
3.2. Térfogatszamitas . . . . . . . . ..
3.3. Sikgorbe ivhossza . . . . . . . ...
3.4. Forgastest palastjanak felszine. . . . . . . . . ... o oL o

4. Numerikus integralas
4.1. Téglalap modszer . . . . . . . ..
4.2, TrapézmOdSzer . . . . . . . ... e e e e e
4.3. SImpson-moOdSzZer . . . . ... L. e e e

10
10
10
11
12
16
16
16
18
18

20
20
22
22
22
22
23
24
24
25

26

28
28
29
30
31



5. Improprius integralok
5.1. Véges sok pontban nem értelmezett fiiggvény integralja . . . . . . . ... .. .. ...
5.2. Integralas végtelen intervallumon . . . . . . .. . ... L oL L oo
5.3. Nem korlatos fliggvények improprius integralja . . . . . . . . .. ... ... ... ...

II. Keétvaltozos valos fiiggvények

1. A kétvaltozés fliggvények differenciadlszamitasa
1.1. A kétvaltozos fiiggvény fogalma, megadasa, dbrazolasa . . . . . . . . . ... ... ...
1.2. A kétvaltozos fiiggvények hatarértéke, folytonossdga . . . . . . .. .. ... ... ..
1.3. A kétvaltozos fiiggvények Py pontbeli parcialis differencialhanyadosai . . . . . . . . ..
1.4. A kétvaltozos fiiggvények parcialis derivaltjai . . . . . . . .. ... . ... ... ....
1.5. A totalisan differencialhato6 fliggvény fogalma . . . . . . .. .. ... ... ...
1.6. Irdnymenti derivalt . . . . . . . . . Lo
1.7. A gradiens vektor . . . . . ...
1.8. A feliilet érintGsikja . . . . . Lo
1.9. A teljes differencidl . . . . . . . ...
1.10. Kétvaltozos fliggvények lokalis szélsGértéke . . . . . . . . . . ... L.

2. Tobbvaltozos valés fiiggvények integralszamitasa
2.1. Alapfogalmak . . . . . . . .
2.2. Kétvaltozos fiiggvény hatarozott vagy tartomanyi integréljai . . . . . . . . . ... . ..
2.3. A tartomanyra vonatkozo integral kiszamitésa . . . . . . .. ... oL

III. Differencialegyenletek

1. Alapfogalmak
1.1. A differencidlegyenletek osztalyozasa . . . . . . . . . . ... ...
1.2. A differencidlegyenlet megoldéasai, megoldastipusok . . . . . . .. ... ... ... ...

2. Els6rendii differencialegyenletek
2.1. Szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletek . . . . . . . .. ... oL
2.2. Szétvalaszthatod valtozojura visszavezethets differencialegyenletek . . . . . . . . . . ..
2.2.1. Ha a differencidlegyenlet . . . . . . . . . .. .. ... ...
2.2.2. Ha a differencidlegyenlet . . . . . . . . . .. ...
2.3. Linearis differencidlegyenletek . . . . . . . .. oL oL oL
2.3.1. Els6rendd, homogén differencidlegyenlet . . . . . .. ... .. ... ...
2.3.2. Els6rendd, linearis, inhomogén differencidlegyenlet . . . . . . ... . ... ...

3. Masodrendi differencidlegyenletek
3.1. Hianyos masodrendi differencialegyenletek . . . . . . . . ... .. .. ... ... ...,
3.1.1. Tiszta mésodrendd differencidlegyenletek . . . . . . . ... ... ...
3.1.2. Az y-ban hidnyos mésodrendt differencidlegyenletek . . . . . . ... ... ...
3.1.3. Az z-ben hidnyos masodrendd differencidlegyenletek . . . . . . . .. .. .. ..
3.2. Masodrendd linearis differencidlegyenletek . . . . . . . .. ... oL oL






I. rész

Egyvaltozos valos fuggvények
integralszamitasa



1. fejezet

A hatarozatlan integral

1.1 A primitiv fiiggvény

Definicio. Az egyvaltozos valos f fiiggvénynek a H halmazon primitiv figgvénye az F fiiggvény, ha
f és F a H halmazon értelmezett, a H halmazon F differencialhato és

F'(z)=f(x)  Vax € H esetén teljesiil.

[
Tétel. Ha f-nek a H halmazon primitiv figgvénye F, akkor barmely G(x) = F(x)+c (c tetszédleges
valds szdm) alakd figguény is primitiv fiigguénye. O
B1ZONYITAS: G'(z) = (F(x)+¢) = F'(x) = f(z) Vx € H esetén. L]

Tétel. Ha az f fiigguénynek valamely I intervallumon primitiv fiigguénye az F és a G fliggvény, akkor
dec e R, hogy YV € I esetén G(x)— F(x) = ¢, azaz a primitiv fiigguények csak dsszeadandd dllanddban
kiilénboznek egymdstol. O

B1ZONYITAS: A feltétel szerint: F'(x) =G’ (x) = f(z), Ve € I-re, (G(z)—F(x)) =G (x)—F'(z)= f(x)—
— f(z) =0 Vo € I esetén, azaz (G(x)— F(x)) =0 Va € I-re = G(x) — F(x) = ¢, ahol ¢ alkalmasan
vélasztott valos konstans. u

1.2 A hatarozatlan integral
Definici6é. Az f fliggvény primitiv fliggvényeinek osszességét (halmazat) az f figgvény hatdrozatian
integrdljanak nevezziik. Jelolése: [ f(x)dx. O
Megjegyzés.

— f hatarozatlan integralja egy fiiggvényhalmaz, amelynek elemei f primitiv fiiggvényei.

— A dx azt fejezi ki, hogy az integralas az = valtozora vonatkozik.

— Ha F a f primitiv fiiggvénye az I intervallumon, akkor [ f(z)dz = F(z)+c, ahol c-t integracios

allandonak nevezziik.

10
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1.3 Alapintegralok

Ha egy fiiggvénynek ismerjiik a derivaltjat, akkor az eredeti fliggvény a derivaltfiiggvénynek primitiv
fliggvénye. Ezen az alapon adodnak a kiévetkezd, igynevezett alapintegralok.

Az alapintegrdlok az elemi alapfiiggvények derivaltjainak integraljai. A kovetkezs képletek olyan
intervallumokon érvényesek, amelyek minden pontjaban a jobb oldalon &all6 fiiggvény értelmezett és
differencialhato.

/Od:c:c
/1 dr=z+c

a+1

¢ dx:Z—HJrc, haa# -1, a€R
1

—dx=In|z|+c

x

e’ de=¢e"+c

xT
z d.lZZL-FC
Ina

IS}

cosx dr=sinz+c

— e S Y S S S

sinz de =—cosx+c

1 2

5— dv= [ (1+tg”x) dz =tgz+c
cos?

1 2
—— drv= [ (1+ctg”z) dz = —ctgz+c
sin”

1

. T
dr = arcsinz +c¢, = 5 —arccos x + ¢y = arccos x + co

V1—z2

1
/m dr =arctgr+c; = g—arcctgx—l—cl = —arcctgr+co

/shx dr=chz+c
/Chx dr=shz+c

1
/—2 dx:/(l—tth) dx =thx+ec
ch”z

1
/ dx:/(l—ctth) de=—cthz+c

sh?z
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dr=arshx+c=In(x+v1+22)+c

1
ARTE
=ln(z++vz2-1)+c

+c

1—22 Pl 11—z

/ 1 arthx+c¢, ha |z| <1 11 1+zx
- | arccthz+¢, ha |z[>1 2

Megjegyzés.
— Az f fiiggvény integralasa olyan fiiggvények keresését jelenti, melyek derivaltja f fiiggvény.

— Minden elemi fliggvény derivaltjat képezhetjiik a derivalasi szabalyok alkalmazéasaval. Azon-
ban léteznek olyan elemi fiiggvények, melyeknek nincs elemi primitiv fliggvényiik. Ilyenek pl.

x
e” . sinz. cosz. e—a: 1 ﬁ stb.

0z x’ ’lna:7

— Szorzat-, tort-, Osszetett fiiggvény integralasara vonatkozo szabaly nincs. Csak specidlis szorza-
tokat, torteket és Osszetett fliggvényeket tudunk integralni.

1.4 Integralasi médszerek

Tétel. Ha [ f(x) dx és [ g(x) dx létezik, akkor

J@ 29 do= [ (@) ot [ gta) da,
/k;f(x) dx:k-/f(x) dx

ahol k € R tetszdleges. O

illetve

A bizonyitas a megfelel6 derivalasi szabalyok felhasznalaséaval torténik.

Tétel. Ha F(x) fiigguény az f(x) fiigguény primitiv fiigguénye, akkor

/f (ax+0) (ax—i—b)_’_c’
ahol a,b € R, a #0. ]
BIZONYITAS: (w +¢) = LF (ax+b)-a= f(az+b). L]
Tétel. Va € R\{—1} esetén
a+1
[r@uenr a2
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B1zoNYITAS: ,

(L ) = L@l 1) = @U@
e /f'(x) do =1In|f(z)]|+c

f@)
O]
BrzonyiTas: Ha f(z) > 0= |f(z)| = f(2)
(nlf@)|+e) = (n f@)+e) = 75 (@)

Ha /(@) < 0= | ()] = —f(z)

(@) ) = i (=) +f = s (- F ) =22

Tétel. Ha F(x) figguény az f(x) figguény primitiv figguénye és g(x) valamely I intervallumon dif-
ferencidlhato, és ezen intervallumon létezik az f(g(x)) dsszetett figguény akkor

/f(g(z)) g (x) do=F(g(x))+ec.

BI1zoNYITAS: (F(g(z))+c) = F'(g(x))-¢'(x) = f(g9(x))- ¢ (). -

PELDA:

. 1 1
1. /eﬂz dx = 75/(7233)67‘%,2 dx = —Eefzerc

2. /em cose” dr =sine®+c

Tétel (Parcialis integralas). Legyenek f(x) és g(x) valamely intervallumon differencidlhats fiiggué-
nyek, és ugyanezen intervallumon létezzen az [ f(z) ¢'(x) dz vagy az [ f'(x) g(z) dx integrdl. Ekkor

/ f(@) 9(x) de = f(z) glz) - / f(2) o' () do.
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B1zoNYITAS:

ahonnan mindkét oldalt integralva

/ F(2) 9(z) de = f(z) g(z) - / f(z) ¢'(z) de.

PELDA:

5in 5 5in 5 1 1
/ T c0j5x da::xw; JU—/l-bm&_) xdx:gxsin&&—i—%cosSx—l-c
g ’

Megjegyzés. A parcidlis integralast akkor érdemes alkalmazni, ha az f-nek valasztott tényezst
konnyen tudjuk integrilni, és az f-¢’ integralasa is konnyebb, mint az f’-¢g integralasa.

Neégy, parcialis integralasra alkalmas fiiggvénytipus
a) Parcialis integralasra alkalmasak azok a
p(z)-t(az+Db) (a,beR;a#0)
alaku fliggvények, amelyekben

— p(z): polinomfiggvény,

— t: asin, cos, sh, chx fliggvények valamelyike vagy exponencialis fliggvény

/p(x) ‘t(ax+0b) dx valasztéssal.
N~ N——
9 I’

b) Ide soroljuk az
- In" x

alaki fiiggvényeket, ha a € R; a# —1, ne N
/ % -In" x dx valasztassal.
N S

v g

c¢) Ide soroljuk a
h(ax+b)-k(cx+d)
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a,b,c,deR; a#0, c#0 alaku fiiggvényeket, ha h és k: a sin, cos, sh, ch, exponencialis fiiggvények
valamelyike. Ebben az esetben két parcialis integralds utan kapott egyenletbdl tudjuk az integralt
kiszamitani.
/ h(ax+b) - k(cz+d) dx
—— ——
I g

valasztéassal, mindkét parcialis integralas esetén.
d) Ide soroljuk a

alaku fliggvényeket, ha

— p: polinomfiiggvény,

— a: arkusz- vagy area fliggvény.

/p(x) a(z) dx valasztassal.
I’ g
Tétel. Ha létezik az f(x) figguény primitiv figguényre és ha g(x) valamely intervallumon differenci-

dlhato fiigguény, és itt létezik az f(g(z)) dsszetett figgvény, akkor létezik az [ f(g(x)) ¢'(z) dx integrdl
€s

[ o) o'@) do= [ 5i0) ar
ahol t = g(x). (Ldsd a 13. oldalon lévd tételt.) O

Tétel. Ha az x = g(t) szigordan monoton és differencidlhato figgvény, valamint létezik az f(g(t))
dsszetett figguény, és létezik az [ f(g(t)) ¢'(t) dt integrdl, akkor létezik az [ f(xz) dx és

[ @) do= [ 1(a) 9 at

ahol t = g(z) &z =g(t). O
Megjegyzés.

— Helyettesitéses integralas soran tetszéleges fliggvény integraljat egyszertibb, konnyebben integ-
ralhaté fiiggvény integralasara vezetjik vissza.

— Helyettesitéskor gyakorlatilag az eredeti valtozo (z) valamely alkalmasan megvélasztott fiiggvé-
nye (g(z)) helyére az aj valtozot (t), vagy az eredeti valtozo helyére az 1j valtozo tetszéleges
invertalhato fiiggvényét (g(t)) helyettesitjiik. Az integral kiszamitasa utén visszatériink az ere-
deti valtozora.
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1.5 Elemi fiiggvények integralasa
1.5.1 Polinom fiiggvények integralasa

Polinom fiiggvény (racionalis egész fliggvény) altalanos alakjai:

m
R, (2) = ant" +an_ 12" - dajztag = g apzh,
k=0

ahol ax, € R; k=0,...,n; a, # 0, n-ed foku polinom fiiggvény! Tagonként integralunk!

1.5.2 Racionalis tortfiiggvények integralasa

Definicio. A 5:1((?) (m > 1) alaku fuggvényt, ahol P n-ed fokd, @ m-ed foku polinom, raciondlis
tortfligguénynek nevezziikk. Ha m > n, valddi tortfligguényrdl, egyébként dltortfiiggvényrdl beszéliink.

O

Minden altortfiggvény (a szamlalot elosztva a nevezgvel) egyértelmiien felbonthato egy polinom
fliggvény és egy valodi racionalis fiiggvény Osszegére. Tehat, ha m < n:
P, (x) P(x)
Qm(2) Qum(z)’
ahol R,,_,,(x) egy (n—m)-ed foka polinom fliggvény, és P(x) m-nél alacsonyabb foka polinom fiigg-
vény.

PELDA: ©3#32°1 — g3 42 4 3 — 24 _$2=5_,

= Rn—nz (l‘) +

Integralas szempontjabol a valodi tortfiiggvények érdekesek.

Valodi tortfiiggvények integralasa

A valodi tortfiiggvényt azonos atalakitasokkal elemi tortfiiggvenyek (parcialis tortfiiggvények) ossze-
gére bontjuk.
Elemi tortfiiggvények:

1 ahol A,a,b€R; A#0, a#0, nc Nt

A
* (az+b)n?

2. %, ahol A, B,a,b,ccR; A24+B%?+#0, a#0, b>—4ac<0, n € Nt

Tétel. Minden valds egyiitthatds valddi tortfiigguény elddllithato elemi tortfligguények dsszegeként,
mégpedig egyértelmien. [
A valodi tortfiiggvények integralasanak lépései

1. 1épés A tort nevez$jét a lehets legegyszertibb tényezdk szorzatara bontjuk.

A szorzattéa alakitas elvi lehetGségét mondja ki a kovetkezd

Tétel. Minden valds egyiitthatds polinom egyértelmiien felbonthatd valds egyiitthatos elsd és
valds egylitthatds irreducibilis mdsodfoku polinomok szorzatdra. [
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Az ax?® +bx+c valos egyiitthatos irreducibilis masodfokd polinom, ha a,b,c € R; a #0; b2 —
—4ac < 0.

Megjegyzés. Ez a szorzatta alakitas nem mindig egyszert!

2. lépés A valodi tortet tigynevezett elemi tortfliiggvények osszegére bontjuk. (Az elemi tortek szama
megegyezik a nevez$ tényezGinek szaméval, és minden elemi tort nevezGje kiilonbozs!)

3. lépés Kiszamitjuk az elemi tortek szamlaloiban szerepld paramétereket. (Mi az egyenls egyiitthatok
modszerével hatarozzuk meg ezen paramétereket.)

4. lépés Integraljuk a kapott elemi tortfiiggvényeket.

Az elemi tortek integralasa:

A
1. /%ii—b dngln\ax+b|+c,a7é0
A

A
2. -_— = — b)Y " dr =
/(ax+b)” de a /a(am—i— ) v

3. ACB——’—B dzx, ahol ax? + bz + c irreducibilis polinom.
(az?+bx+c)

A bl—n
f~m+7)+c,n€N+,n22,a7é0
a

1—-n

Példak racionalis tortfiiggvények integralasara

PELDA: s )
z°+3z°—1 3 o 8r—5
———— dx = —x°43r—24+ ——F———) dr = (*
/ 2 +z—2 v /(x v * 2+ x—2 ) v=(*)
— ——
altort fliggvény valodi tortfiiggvény
8r—5 _  8&—-5 A n B _A(x+2)+B(z—1) _(A+B)z+(24-B)
2?24+2x—-2" (z—1)(z+2) z-1 z+2  (z-1)(z+2) —  (z—1)(xz+2)
fehat 8xr—5 A+ B 2A-B
v=5 _(A+Bz+24-B g p
(z—1)(z+2) (x—1)(z+2)
A fenti egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha
8=A+1B
—-5=2A-B
azaz A=1, B=T.
zt 2 3, 1 7
a3

3
1 §+§x2—2x+ln|x—1|—|—71n\x+2|+c
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PELDA: 20 +4 2 1 241
-2z - T
/(33—1)2(3:2+1) v /(ac—1+(a:—1)2+x2+1) z=(%)
~—————
valodi tortfiiggvény
—2z+4 A N B +C:v—|—D:A(J;—1)(x2+1)—|—B(:z:2+1)+(C:C+D)(:C—1)2
(z—1)2*(2%*+1)  z-1 (z—-1)2 2241 (z—1)2(22+1)
—_—
3 tényezd!
—2z+4  _ A(e—-1)EHV 4 Ba?+1)+(Ca+ D) (z—1)2
(x—1)2(z2+1) (x—1)2(z2+1)

—2r+4=A(z—1)(2*+1)+B(2*+1)+(Cz+D)(x—1)?

A két polinom akkor és csak akkor egyenld, ha x megfelel6 hatvanyainak egyiitthatoi a két polinomban

azonosak, tehat
3-ad foku tag egytutthatoja: 0=A+C

2-od foku tag egyiitthatoja: 0=-A+B-2C+D
1-s6 foku tag egyiitthatéja: —2=A—-2D+C
0-ad foku tag egyiitthatoja: 4=—-A+B+D

Ez az egyenletrendszer A, B, C, D-re linearis. (Mindig egyértelmi megoldasa van!) Azaz:

A=-2 B=1,C=2 D=1.

1 2x 1
— ljr—1|— do =
(%) n|z—1] x—1+/x2+1+/x2+1 i

1
= —2ln|33—1\——1+ln\x2+1\+arctgx+c
I—

1.5.3 Irraciondlis fliggvények integralasa

Ha nem specialis alaku a fliggvény, gyakran helyettesitést alkalmazunk vagy parcidlisan integralunk.

1.5.4 Trigonometrikus fiiggvények integralasa
sin™ x-cos™ x alakua fiiggvények integralasa, ahol m,n € N

a) Ha m és n koziil legalabb egyik paratlan, a sin? z+ cos? z = 1 azonossag felhasznalasaval az integ-
randusz atalakithato.

PELDA:

/sin5:c de = /sinaz(lfcos2 x)? dx:/sinx(172c082x+cos4x) dx =

cosz  cosPz

3 5)

= —cosz+2 +c
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b) Ha m és n péros, akkor a

—_

sin?z = — (1 —cos 2x)

(linearizalo formulak)
cos? z = (14 cos 2z)

N — N

segitségével alakitjuk at az integranduszt.

sinnz-sinma, sinna-cosma, cosnz-cosme alaku fliggvények integralasa (m #n)

A szorzatokat megfelelg azonossag felhasznalasaval Gsszeggé alakitjuk, majd tagonként integralunk.
Azonossagok :

sina-sin 8 = —%(cos(a—&—ﬂ) —cos(a—03))
sina-cos 3 = %(Sin(a—i-ﬁ) +sin(a—03))
cosa-cos 3= %(cos(a—i—ﬁ) +cos(a—03))

Trigonometrikus fiiggvények racionalis tortfiiggvényeinek integralasa

Helyettesitéssel racionalis tortfiiggvények integralasara vezetjiik vissza.
A helyettesités:

2

tgg:t = x =2arctgt = dx:mdt
. 2t ; t
siny = —— r=-—-:

1+2 YT g

1—¢2 . 1—¢2
cosT = ctgr =

1+¢2 & 21

Ugyanis:
2sin £ -cos £ 2tg £ 2t
sinx:ZSing'COSE: 2 2 — &2

- 21 z 2z 2
sin® $+cos? 3 1+tg®3 14t
2

x . ,x cos?Z—sin 1—tg22 1-—¢2
o2 2T _ 2 7
cosx = cos® = —sin? =

T
2
2 2 sin® 5 4cos? 5 1+tg? s 1422

Exponencialis, logaritmikus, hiperbolikus fiiggvények integralasa

Az eddigiekben ismertetett modszerekkel torténik.



2. fejezet

A hatarozott integral

— Az integralszamités egyik legfontosabb fogalma.

— A teriletszdmitds (gorbe vonalakkal hatéarolt sikidomok tertiletének meghatéarozasa) volt az els6
olyan probléma, mely a hatarozott integral fogalmahoz vezetett.

— Sikgdrbe ihossza.
— Térfogatszdmitds

Stb. szintén a hatarozott integral fogalmahoz vezet.

2.1 A hatarozott integral fogalma
Definicié. Legyen f(z) fiiggvény az [a,b] (a <b) intervallum minden pontjaban értelmezett, korlatos

fiiggvény. Az f fiigguény hatdrozott integrdljainak (Riemann-integraljanak) az alabbi eljaras eredmé-
nyeként kapott valds szdmot nevezziik. O

1. Az [a, b] intervallumot az
a=Tog<T1<To<: - <Tp_1<xTp=">

abszcisszaji pontokkal n szami tetszéleges részintervallumokra osztjuk.

a :‘xo 321 xé e xi‘_l ch e xn‘_l T, =b
2. Mindegyik részintervallumbol tetszélegesen kivalasztunk egy-egy szémot.
& € [0, 11]; €2 € [T1,@a); .. -3 & € [Tim1, Ti]; - 5€n € [Tn—1, Tn]
‘ & : & : fz : : & —
a=Tg T1 Ty - Ti_1 T; A Ty =20

20
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3. Képezziik a kovetkezs n tagi Gsszeget

R, =f(&)(x1—zo)+ f(&)(@a—x1) 4+ -+ f(&) (@i —xim1)+- -+ f(&n) (@ — Tp—1)

Ry = f&)(mi—mi1) =) f(&)Ax;,
i=1 i=1

ahol Ax; = x; —x;_1.R, n-edik Riemann 0sszeg, n-edik Riemann-féle integralkozelits osszeg.

4. Képezziik a Riemann-0sszegek hatarértékét, midén a felosztasok n szama végtelenhez tart, és a
legnagyobb részintervallum hossza is nulldhoz tart:

n
lim R,= lim E f(&)Ax,.
n— oo n— 00
maxAx; —0 maxAx; —0 i=1

Ha az Osszes lehetséges beosztas és tetszoleges &; értékek valasztasa estén a felirt Riemann-féle
integralkozelité Osszegeknek a hatarértéke ugyanaz a valés szam, akkor ezt a kézos hatdrértéket az
f(z) figguény [a,b] intervallumra vonatkozd hatdrozott integrdljanak nevezzik és az f(x) fiiggvényt az
[a, b] intervallumban Riemann szerint integralhatonak nevezziik.

Tehat: .
lim R,= lim E f&)Ax; =1 - kozos hatarérték
n—oo n—oo
maxAx; —0 maxAx; —0 i=1

Jelolés: f(x) fiiggvény [a, b] intervallumra vonatkozo hatarozott integraljanak jelolése.

/b f(x) du, ahol:

[a, b] — az integracios intervallum
a — az integralas als6 hatéara
b — az integralas fels§ hatara
f(z) — intergrandusz
Megjegyzés. (Az f: f(z) dz definiciojahoz.)
1. Az [a, b] intervallum n részre torténd beosztasa tetszéleges, egyenls részekre is oszthatjuk.
2. Az [a,b] intervallum felosztésat a-nal kezdjiik, tehat a = xg, b= x,,.
3. Egy adott beosztdsa finomsdgdn a keletkezett leghosszabb intervallum hosszat értjiik.

4. Megkoveteljiik, hogyha n— oo, akkor a leghosszabb részintervallum hossza is 0-hoz tartson, azaz
azt mondjuk, hogy a beosztdssorozat minden hatdron tul finomodd legyen.

5. A Riemann-0sszeg (R,,) végtelen sok valtozatban elkészithetd.

A hatarozott integral definicioja alapjan koriilményes és nehéz annak eldontése, hogy f(z) fliggvény
az [a, b]-on Riemann szerint integralhato-e, ezért olyan feltételeket kell keresniink, melyek segitségével
az integralhatosag konnyen eldonthetd.
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2.2 A hatarozott integral 1étezésének feltételei

2.2.1 Az Riemann-szerinti integralhatosag sziikséges feltételei

Tétel. Ha az f(x) figgvény az [a,b]-on Riemann-szerint integrdlhatd, akkor f(x) [a, b]-n értelmezett és
korldtos. (Mdsképp : ff f(z) dx létezéséhez sziikséges, hogy f(x) [a,b]-n értelmezett korldtos figgvény

legyen.) O
2.2.2 Az Riemann-szerinti integralhatosag elégséges feltételei
Tétel. Ha f(x) az [a,b]-n értelmezett, korldtos és monoton figguény, akkor ff f(x) dx létezik. O

Tétel. Ha f(x) az [a,b]-n értelmezett, korlitos és véges sok szakaddsi hellyel rendelkezd fiigguény,
akkor f(z) [a,b]-n Riemann-szerint integrdlhato. O

Tétel. Ha f(x) az [a,b]-n folytonos figguény, akkor fab f(z) dx létezik. O

2.3 Példa a hatarozott integral definiciéval torténé kiszamita-
sara

/01 (2—1)? dz =?

Megoldas. Mivel f(x)= (x—1)? fiiggvény [0,1]-on folytonos = fol (r—1)? dz létezik. Ezért ezen
az intervallumon barmelyik Riemann-féle integralkozelits Osszegét felirva, annak létezik a hatarértéke,
és a hatarértéke egyenls a hatarozott integrallal. Tehat irjuk fel a lehetd legegyszeriibb Riemann-féle
integralkozelits Gsszeget, hogy a hatarértékét konnyen ki tudjuk szamitani.

— A [0,1]-ot n egyenls részre osszuk fel. Ekkor Azy = Axg=---=Ax; == Az, =

— A keletkezett kis részintervallumokbol valasszuk az intervallum jobb végpontjat, tehat

1

2 n
51:7a§2:77"'7£i:77"'7£n:7:1
n n n n
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Irjuk fel R,,-t.

" 1 21 /2 | i | n 2 1
B 2 2
() (2) o ()2 (Be 2 s )
n n n n n n

- 1 1
12492 4...4n2 —21+2+.”+n—|—n:| :l [6n(n+1)(2n+1) 2§n(n+1) +n:|

n? n 2

3

1

n L

1[(n+1)(2n+1) _Zn(n—|—1) +n] _ 1 2n*43n+1-6n*—6n+06n"
n

L 6n n 6n
_ 2n? —3n+1
B 6n2
1 2
2nc=3n+1 1
—1)?dz= lim R, = lim —— = —
e e S
Megjegyzés. Most n — oo esetén Ax; = % —0 (i=1,2,...,n), mert a [0,1]-ot n egyenls részre
osztottuk.

2.4 A hatarozott integral tulajdonsagai

Definicié. Minden a € R szam és minden valds f(x) fiiggvény esetén, ha a € Dy, akkor f; f(z) dx=0
[

Definicié. Ha f; f(x) dx létezik (a <b), akkor az [," f(z) dx integralt a kdvetkezéképpen definidl-

hatjuk: ) \
/f(z:) dx::—/f(;z:) dz.
b a

Tétel. Ha f(x) figgvény integrdlhato az [a,b]-n, akkor az [a,b] intervallum bdarmely [c,d] részinter-
vallumdn is integrdlhatd. O

O

Tétel. Ha f(x) figguény integrdlhatd [a,b]-n és a < ¢ <b, akkor
b c b
/ f(z) da::/ f(x) dm—l—/ f(z) du.

Tétel. Ha f(x) figguény integrdlhatd [a,b] és [c,b] intervallumokon, akkor [a,b]-n is integrdlhatd és

/ab F@) do = / @) da:—i—/cb (@) da.

O
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Tétel. Ha ff f(x) dx létezik, akkor Ve € R esetén
b b

/ c- f(x) dx:c/ f(z) dx.
a a

Tétel. Ha f(x) és g(x) integrdlhats [a,b]-n, akkor

/ab (f(z)*g(x)) da::/ab f(z) dl‘:l:/abg(x) de.

2.5 A hatarozott integral geometriai jelentése

Definicié. Ha f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumon (a < b) integralhato és Va € [a, b] esetén f(z) >0,

akkor az

y = f(z) egyenletii gorbe;

az [a,b] intervallum;

az r = a és x = b egyenletii egyenesek altal hatarolt sikidom — gorbevonali trapéz — teriiletének

szamértéke az f; f(z) dz integrallal egyenld.

Tz/f(x) dx
O
Yy Yy Yy
I /w f’;f_(x)/
\J : | A
a b e b b
2.6 A hatarozott integralra vonatkozoé tételek
Tétel. Ha fab f(x) dx létezik és Vx € [a,b]-re, f(x) >0, akkor f; f(x) dz>0 O

Tétel. Ha ff f(x) dx létezik, akkor f; |f(2)] dx is létezik és

b

a

/f(:v) dx S/blf(x)| dz.

a
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Tétel. Ha f(x) és g(x) integrdlhatd [a,b]-n és Vx € [a,b]-re f(x) < g(x), akkor

[ 1@ ar< [ o) e

Az integralszamitas kozépértéktételei

Tétel. Ha f(x) figgvény az [a, b]-n integrdlhats, és m az f(x) figguény alsé hatdra, illetve M az f(x)
fiigguény felsé hatdra [a, b]-n, akkor

b

m(bfa)g/f(x) de < M(b—a).

a

Tétel. Ha f(x) folytonos [a,b]-n, akkor 3 olyan & € [a,b], melyre fab f(x) de=f(&)(b—a).

2.7 Az integralfiiggvény és tulajdonsagai

Definicié. Legyen f(r) az [a,b]-n integralhaté fiiggvény. Ertelmezziik az F fiiggvényt a kovetkezd
modon: Dp = [a,b] és Vz € [a, b]-re

F(z) = / £(¢) dt.

F(x) figgvényt az f(x) fliggvény integrdlfiigguényének nevezzik. O
Tétel. Ha f(x) az [a,b]-on integrdlhatd, akkor F(x) integrdlfigguénye folytonos. O
Tétel. Ha f figgvény [a,b]-on folytonos, akkor F integrdlfiigguénye ]a,bl-n differencidlhats és F'(x)=
= f(z) Vz €la,b] esetén. O

B1zONYITAS: A folytonos f(z) fiiggvénynek integralfiiggvénye [a, b]-n legyen F'(x), azaz

F(z)= /w f(t) dt, ahol x €]a,b|.

Az F(z) figgvény x helyhez tartozo differenciahanyadosa:

T _ x x+h x x+h
w :% (/a f(t) dt—/a f(t) dt) =%/x ft) dt = (%).

A masodik egyenldségnél a hatarozott integral additivitasat hasznaltuk fel. Az f fiiggvény [a, b]-n
folytonos = az [z, z+ hl-on is folytonos = az integralszamitas kozépértéktétele szerint € € [z, x + A,
hogy
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Ya

x+h

£ [ 100 d.

&V

Ezért

F(x) differencialhanyadosa:

@)= tim FEENZED iy 1) = 1im () = 1o,

h— 0 h h— 0 gl T
Felhasznaltuk, hogy h — 0 = £ — x, tovabba f(§) — f(z), mert az f fiiggvény folytonos. Tehat, ha

x €la, b[, akkor F'(z) = f(x).

Megjegyzés. A fenti tétel szerint [a,b]-n folytonos f fliggvény integralfiiggvénye [a,b]-n primitiv
fiiggvénye f-nek, hiszen F'(x) = f(z).

2.8 A differencial- és integralszamitas f6tétele:
a Newton — Leibniz-tétel

Tétel (Newton—Leibniz-tétel). Ha f(z) és F(x) figgvények az [a,b]-n folytonosak, és F(x) az f(x)
fiigguény primitiv fiigguénye, akkor

O

BizonNYITAS: Mivel f(z) [a, b]-n folytonos :>f: f(x) dx létezik. Mivel f(z) [a, b]-n folytonos = G(z) =
= f; f(t) dt integralfiiggvényre a G'(z) = f(z). Tehat f(x) fliggvénynek primitiv fiiggvénye [a, b]-n az
F(x) és G(x) fiiggvény is, igy G(x) = F(z)+C Vz € [a, b]-re. Igy

G(a)=F(a)+C
G(a):/af(t) dt:O} =~Fla)
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3. fejezet

A hatarozott integral alkalmazasai

3.1 TeriiletszaAmitas

1. Ha f(z) [a,b]-n integralhato (a <b), f(x) >0, akkor:

Ya
, y=rf)
T= / f(x) da. /?/
a b

2. Ha f(z) [a,b]-n integralhato (a <b), akkor f(x) fiiggvény gorbéje és az x tengely altal kozbezart
sikidom teriilete

b

Ly
T:/|f(a:)| dx. ':'\

a

Az abran f(x) fiiggvény [a, b]-on elGjelet valt c-nél és d-nél. Ebben az esetben a gorbe és az x
tengely kozotti sikidom teriilete:

T:/ab|f(:r)| dx:/:f(x) dx—/cdf(x) dx—l—/abf(;v) dx.

3. Ha f(z) és g(z) [a, b]-n integralhato (a <b) és Vx €[a,b] esetén f(z) > g(z), akkor a két fliggvény
gorbéje és az x = a és x = b egyenesek altal hatarolt sikidom teriilete:

28
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/.

N
Il
@\Q_
=
=
|
<«
—~
=
ISH
8
=

a\

= p(t
v th; a<t<g ahol o(t),1(t) folytonosan differencidlhatok.
y =
Yy
tp
T= / w(t)p(t) dt E
¢ A '
A | |
| |
a b T

Paraméteres alakban adott zart gorbék altal meghatarozott sikidom teriilete

= p(t
v th; a<lt<g ahol o(t),1(t) folytonosan differencidlhatok.
y =
Yy
G
B
A I
N
a b T

A gorbe befutdsi irdnya legyen pozitiv, azaz a G gorbe keriiletén sétalonak bal kézre van a teriilet.
Mikozben t befutja az [o, 8]-ot a P(p(t),¥(t)) befutja a G zart gorbét (p(a) = ¢(5), ¢ (a)
=1(0)), azaz a-hoz és $-hoz mint paraméterekhez tartozo gérbepontok azonosak (¢(a), ¥ ())

= ((8), ¥(B)). Ekkor

B B .
7= [ wlepte) dt= 5 [ (e - v0e) d

3.2 Teérfogatszamitas

1. Forgastest térfogata

Tétel. Legyen f(x) az [a,b]-n folytonos. Az f(x) figgvény girbéjét az x tengely koril megfor-
gatva, a kapott forgdstest térfogata
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Yy

8

<
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—
44444/
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&V

[
N
S~

Forgdstest térfogata, ha a kérilforgatott gorbe paraméteres alakban adott:

=(t
N th; a<t<g ahol p(t),(t) folytonosan differenciadlhatok.
y =
A forgastest térfogata, amennyiben a forgatast az « illetve az y tengelyek koriil végeztiik:
te tp .
V,—n / WE2(0) dt illetve V, = / lo(£)]20(t) dt
ta ta

2. Olyan testek térfogata, amelyeket alkalmasan a térbeli derékszogii koordinata rendszerbe helyez-
ve, Yz € [a, b] esetén ismert az x tengelyre merdleges sik altal létesitett metszet T'(x) teriilete, és
T'(z) folytonos fiiggvény:

Vz/abT(a:) dx.

Megjegyzés. Ez az altalanosabb képlet, ennek specialis esete a forgastest.

3.3 Sikgorbe ivhossza
Definici6é. Egy sikgorbe ivhosszanak azt a hatarértéket nevezziik, melyhez a beirt tértvonal hossza
tart, ha oldalainak szdma minden hataron tul ng, mikdzben a legnagyobb oldal hossza is 0-hoz tart.

£ & P,=B

L= lim iPi_lPi.
i=1

n—oo

O

Az olyan gorbéket, melyeknek van ivhosszuk (a fenti hatarérték létezik) rektifikdlhats gorbének
nevezziik.
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Tétel. Ha az f(x) figguény az [a,b]-n folytonosan differencidlhatd, akkor az y=f(x) figguény gorbének
az [a,b] intervallumhoz tartozd ive rektifikdlhatd, és az iv hosszusaga :

L:/ 1+[f’(x)]2 dz.

a

O
Megjegyzés. Az f(x) figgvény [a,b]-n folytonosan differencidlhatd, ha f'(x) létezik és f'(x) [a, b]-n
folytonos.
Paraméteres alakban adott, hurokmentes gérbe iwhossza
z=¢(t) . T
o) a<lt<g ahol o(t),1(t) folytonosan differencidlhatok.
y =

yA

B
L= [ ViR +por . A/\/

ta

3.4 Forgastest palastjanak felszine

Tétel. Ha az [a,b]-n f(x) >0, és f'(x) az [a,b]-n folytonos, akkor az f(x) [a,b]-hez tartozd wének az
x tengely korili forgatdsdval keletkezett forgdsfeliilet felszine:

b

Fzzyr/f(x)\/u[f'(m)f da.

a

O

Paraméteres alakban adott, gorbe x tengely korili forgatdsdval keletkezett forgdstest paldstjdnak
felszine

a<lt<p ahol ¢(t),1(t) folytonosan differencialhatok.

F= 271'/ ’ y(t)\/[<,b(t)]2+ [(t)]” dt.

ta



4. fejezet

Numerikus integralas

Ha f; f(z) dx létezik, még nem biztos, hogy a pontos értékét ki is tudjuk szamitani, ilyenkor al-
kalmazhatunk kozelit§ integralast. Numerikus vagy kozelit§ integralast alkalmazhatunk a kdvetkezd
esetekben:

1. Ha f: f(x) dx 1étezik, de f(x) fliggvénynek primitiv fiiggvénye nem létezik, azaz f(x) fliggvény

primitiv fiiggvénye nem elemi fiiggvény. Példaul f(z) fiiggvény: & ; Sinz. e~ L sth.

z?’ x ! Y Inx

2. Ha f; f(x) dx létezik, de f(x)-nek nem tudjuk meghatarozni primitiv fiiggvényét. (Tal bonyolult
az integral vagy nem vagyunk elég okosak.)

3. Ha f fliggvényt csak diszkrét pontokban ismerjiik, azaz f fliggvény csak tablazatosan adott,
avagy f fliggvénynek csak grafikonja ismert.

Legyen f(x) az [a,b]-n értelmezett integralhato figgvény. Osszuk fel az [a, b]-ot n egyenls részre,
igy

ACL‘Z‘: :h, a=20<T1 <2< - <Tp=>b

Az yo = f(x0),y1 = f(x1), 92 = f(x2),...,yn = f(zn), figgvényértéket tekintsiik ismertnek.

4.1 Téglalap mo6dszer

Legyen t; az i-edik intervallum felezépontja: t;===L*** Az j-edik [z;_1,z;] intervallumon az integralt
az f(t;)-h szorzattal kozelitjik, igy

b—a
—-

b
/ (@) de~h[F(0) + f(ta) 4+ f(t)], h=

32
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Yy

! Ti-1t; Ti
a=1xg T1 2 ; ; ; T,=b T

4.2 Trapézmodszer

A P,_; és P; pontokat 0sszekotd gorbeivet a P;_1 P; hurral (egyenes szakasszal) helyettesitjiik. Ekkor

trapézokat kapunk, melyek kozos magassaga h:b_T“. Az i-edik trapéz ,elGjeles” teriilete: Mh

ez az elGjeles teriilet f(z) fliggvény hatarozott integraljanak kozelits értéke az [z;_1, ;] intervallumon.

)

Ya
y = f(z)
Py
P
Ps
Tio1 X
a=mo T1 T W L z,=b ¥
Fs

Ps

Tehat a Trapéz formula:

2 5 h+...+w

h =

~

= [ HEETEL ) )t fons)| =

A kozelités hibaja Ha f(z) [a,b]-n kétszer differencialhato, és f”(x) [a,b]-n folytonos = f”(x)
az [a, b]-n korlatos, azaz 3K > 0 szam, hogy |f"(z)| < K Vz € [a, ] esetén, akkor

(b—a)®
12n2

b
/ fl@)de-T,| <K
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4.3 Simpson-médszer

Ha a sikbeli derékszogii koordinata-rendszerben tetsz6legesen felvesziink harom pontot {Py, Py, P3},
akkor egyértelmtien megadhato olyan gorbe, mely atmegy mindharom ponton, és a gérbe egyenlete:
y=ar?+br+c (ha a=0, egyenes; ha a#0, parabola). A fentiek miatt most paros szami egyenls részre

osztjuk [a,b]-t, 2n részre osztunk: h = b_na. A részintervallumokat parosaval Gsszefogjuk és egy-egy

dupla intervallumon az f(z) figgvény grafikonjat, a megfelel pontharmason a4tmend parabolaivekkel
vagy szakaszokkal helyettesitjiik. Tehat f;;iz f(x) de=~ [ f;i(z) dx, ahol f(x) vagy elssfoki vagy

T2i—2

maésodfoku fiiggvény.

Yy

e

CL:ISCO Ill leg ZL’Ig T4 355 6---L

A részintervallumokon vett integralok kozelits értékeinek Gsszességébdl adodik a Simpson-formula

b

/f(:c)d:vxg [f(!Eo)+f($2n)+2(f(332)+f($4)+~ : -+f($2n72))+4(f(951) + f(x3)+-- ~+f(332n71))}=

a

h
=3 [y0+y2n+2(y2 +yst-- .+y2n_2) +4<y1 +yz+-- .+y2n_1)} = Sy

A kozelités hibaja
Ha f(x) [a,b]-n négyszer differencialhato és f4)(z) folytonos [a,b]-n, akkor 3K > 0 szam, hogy
|f®(x)] < K Vz € [a,b] esetén, ekkor

(b—a)®
288007

b
/ f(x) de— S, | <K




5. fejezet

Improprius integralok

A hatéarozott integral értelmezésénél feltettiik azt, hogy mind az integralas intervalluma, mind az
integrandusz korlatos, illetve az integrandusz a vizsgalt intervallum minden pontjaban értelmezett.
Azonban egyes alkalmazéasoknal kivanatos, hogy ezeket a feltételeket elhagyjuk, ezért sziikkség van az
integral fogalménak kiterjesztésére.

5.1 Veéges sok pontban nem értelmezett fiiggvény integralja

Definicié. Legyen f(x) fiiggvény az [a,b]-ban az z1 < 22 < --- < z,, pontok kivételével mindeniitt
értelmezett és korlatos. Legyen a ¢(z) egy olyan korlatos fiiggvény, amely az [a, b] intervallum minden

pontjaban értelmezett és az x; (i =1,2,...,n) pontok kivételével legyen ¢(z) = f(x). Ha f: o(z)dz
hatérozott integral létezik, akkor az f(x) az [a,b] intervallumon improprius értelemben integralhato

és f(x) improprius integralja:
b b
/f(ac) dm::/go(m) dx

5.2 Integralas végtelen intervallumon
Definicié. Legyen f(z) fiiggvény az [a, co[-on értelmezett és legyen az f(x) fliggvény Riemann sze-

rint integralhaté minden [a, 8] intervallumon barmely a < 3 esetén. Ha a limg_. |, f f(z)dx véges
hatéarérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f(z) figgvény [a, co[-ra vonatkozd improprius

integrdlja és
) B
/f(x) dx := ﬁlim f(z) dx. /\_\
— 00 |

a

S
8/

35
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Definicidé. Legyen f(z) fliggvény az | — oo, a]-on értelmezett és legyen az f(z) fliggvény Riemann
szerint integralhaté minden |3, a] intervallumon barmely 3 < a esetén. Ha a limg_, o | ﬂa f(x)dx véges
hatérérték létezik, akkor azt mondjuk, hogy létezik az f(z) figguény | —oo, a]-ra vonatkozé improprius
integrdlja és

Y,
y=f()

/ f(x) dx:zﬂli}rzloo f(z) dx. /—\,\__/i
e 3 |

Definicio6. Legyen f(x) fiiggvényértelmezési tartomanya R. Ha tetszGleges, rogzitett a érték esetén

O

léteznek a f f(z)dx és f f(z)dx improprius integralok, akkor

yA

7f(x) da = / /() dm+7f(x) da. /\

5.3 Nem korlatos fiiggvények improprius integralja

Definicié. Legyen f(z) fiiggvény az ]a,b] intervallumon értelmezett, de az a hely kornyezetében
ne legyen korlatos. Ha az f(z) fiiggvény barmely [a+¢,b] (0 < € < b—a) intervallumon Riemann

szerint integralhato és létezik a liI(I)l+ ff et (x)dx véges hatarérték, akkor az f(z) figgvény [a,b]-on
e—
vett improprius integrdlja :

Yy

b

/f< dx_el_l%ﬁ/f

a a+te

H"

O

Definicid. Legyen f(x) fiiggvény az ]a,b] intervallumon értelmezett, de a b hely kornyezetében ne
legyen korlatos. Ha az f(z) fiiggvény barmely [a,b—¢] (0 < & < b—a) intervallumon Riemann szerint

integralhato és létezik a li%l+ f;ﬂ? f(z)dz véges hatarérték, akkor az f(x) figguény [a,b]-on wvett
£—

improprius integrdlja :
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O

Definicié. Legyen f(x) fiiggvény az ]a, b| intervallumon értelmezett, de az a és b pontok kérnyezetében
nem korlatos. Ha f(z) [a+e,b—0] (0<e<b—a, 0<<b—a) intervallumon Riemann szerint integral-

hato és létezik a lim f:;f f(z)dx véges hatarérték, akkor az f(x) fiiggvény [a,b]-on vett improprius
e—0+

50+
integrdlja :
Y,
b b6
/f(m) dz := lim f(z) dx.
e—0+
a 0—0+ a+te







II. rész

Kétvaltozos valos fiiggvények
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1. fejezet

A kétvaltozos fuggvények
differencialszamitasa

1.1 A kétvaltozés fiiggvény fogalma, megadasa, Abrazolasa

Definici6é. Azt a fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya a rendezett valés szdmparok (R?)
valamely nem iires részhalmaza, értékkészlete pedig a valos szamok valamely nem iires részhalmaza,
kétvdltozos valds fligguénynek nevezzik. O

Jelolés: z = f(z,y); (z,y) — f(z,y); Dy CR?* Ry CR
Keétvaltozos fiiggvényt megadhatunk:

— téablazattal

— képlettel (explicit illetve implicit alakban),

— paraméteresen.

A kétvaltozos fliggvényt térbeli derékszogl koordinatarendszerben abrazoljuk. A gyakorlatban els-
fordulo kétvaltozos fiiggvények képe feliilet.

1.2 A kétvaltozos fiiggvények hatarértéke, folytonossaga

Kétvaltozos esetben: a Py(xg,yo) pont & >0 sugart kornyezete R? dsszes olyan P(x,y) pontja, amelyre
p(P1, Py) < € relacio teljestil.

Definicié. A P,(zn,yn) pontsorozat tart a Po(xo,yo) ponthoz, ha Ve > 0 szamhoz létezik olyan Ny
természetes szam, hogy ha n > Ny, akkor p(P,, Py) < ¢. O

(Masképp: Py, (xn,yn) — Po(xo,y0), ha a P, pontsorozat majdnem minden eleme beleesik a Py
pont tetszdleges kicsi e sugaru kérnyezetébe.)

40
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Adott pontban vett véges hatarérték

Definicid. Legyen az f(z,y) fliggvény értelmezett a Py(zg,yo) pont valamely kornyezetében, kivéve
esetleg a Py pontot. Az f(x,y) figgvénynek a Py pontban a hatdrértéke az A valds szdm, ha minden
olyan pontsorozat esetén, ahol P, € Dy, P, # Py és P, (zy,yn) — Po(zo,v0), akkor f(P,) — A. O

JelGlés:

lim f(z,y) = A
5=ie

Pontbeli folytonossag
Definici6. Az f(x,y) figguény folytonos a Py(xo,yo) pontban, ha

wh—{go f(xa y) = f(x07y0) = f(PO)
Y—Yo

O

1.3 A kétvaltozos fiiggvények Py pontbeli parcialis differencial-
hanyadosai

Definicié. Legyen a z = f(z,y) figgvény a Py(xo,yo) pontban és kornyezetében értelmezett. Ha
az y rogzitésével (y = yo) kapott z = f(x,y0) egyvaltozos fiiggvény az xo helyen differencialhato,
akkor azt mondjuk, hogy a z = f(z,y) kétvaltozos fiigguvény a Py(xo,yo) pontban x szerint parcidlisan
differencidlhato és a

lim f(x,90) = f(z0,%0) — lim f(xo+Ax,y0) — f(w0,0)

T—x0 T —x Az—0 Ax

valos hatéarértéket a z = f(x,y) figguény Po(xo,yo) ponthoz tartozd x szerinti parcidlis derivdltjdnak
nevezzik. O

Jelolése:

of (x,y)
ox

_ Of(z,y)

P ox

0z

=T = Hr
7=g0 O

= fu(z0,0) = f1(Po)

T=T0
Y==To

Definicié. Legyen a z = f(z,y) fliggvény a Py(zo,yo) pontban és kornyezetében értelmezett. Ha
az x rogzitésével (x = xg) kapott z = f(xg,y) egyvaltozos fliggvény az yo helyen differencialhato,
akkor azt mondjuk, hogy a z = f(x,y) kétvdltozds figguény a Po(xo,yo) pontban y szerint parcidlisan
differencidlhato, és a

lim f(zo,y)— f(x0,y0) lim f(zo,y0+Ay) — f(x0,Y0)

Y—Yo Y—1Yo Ay—0 Ay
valos hatéarértéket a z = f(x,y) figgvény Py(xo,yo) ponthoz tartozd y szerinti parcidlis derivdltjdnak
nevezziik. O
of(z, of (x, 0z
fé | _ f(a y) v = Bl = T4 = £1(0,0)
Yy Po Yy Y=Yo Y 1y=ys
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A P, pontbeli parcialis derivaltak geometriai jelentése

% ‘Po geometriai jelentése: A z= f(x,y) feliilet és az y=yo sik metszésvonalanak Qo(xo, Yo, 20)

pontjaban hizott érint§jének iranytangense, az = tengelyre vonatkozdan.

%’;’y) ‘Po geometriai jelentése: A z= f(z,y) feliilet és az x=x¢ sik metszésvonalanak Qo (xo, Yo, 20)

pontjaban huzott érint§jének irdnytangense, az y tengelyre vonatkozoan.

1.4 A kétvaltozés fliggvények parcialis derivaltjai

Definicié. A kétvaltozos z=f(x,y) figguény x szerinti (illetve y szerinti) elsérendd parcidlis derivdltja
az a kétvdltozds figgvény, amelynek értelmezési tartomanya azon P € Dy pontok halmaza, amely P
pontokban a z = f(z,y) fiiggvény = szerint (illetve y szerint) parcialisan differencialhato, és amely

kétvaltozos fiiggvény VP € Dy, (illetve VP € Dy ) pontban az f;,(P) (illetve fy(P)) értéket veszik fel.
O

Jelolesek: fl(z,y)= Léﬁ’y) = 2 lletve fo(z,y) = Léz’y) = t%'

1.5 A totalisan differencialhaté fiiggvény fogalma

Definicié. Legyen a z = f(z,y) fuggvény a Py(z,y) pontban és valamely kornyezetében értelmezett.
A z= f(z,y) fliggvényt a Py pontban totdlisan differencidlhatonak nevezzik, ha Py ezen kornyezetébe
es6 VP (x,y) pontban érvényes a kovetkezs egyenlSség:

f(P)=f(Ro) = A(z—z0) + B(y —y0) +a(P)(z—x0) +b(P)(y —yo),

ahol A és B konstansok, és lim a(P)= lim b(P)=0. O

P—Py P—Py

Tétel. Ha a z = f(z,y) figgvény a Po(xo,yo)-ban totdlisan differencidlhatd, akkor folytonos is a
Py-ban. O]
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Tétel. Ha az z= f(x,y) figguény a Py(x,yo)-ban totdlisan differencidlhato, akkor a z = f(x,y) figg-
vénynek léteznek a Po(xo,yo)-ban a parcidlis derivdltjai, és
of(z,y) of(x,y)

———= =A és —_

=B.
or |p, 9y |p,

O

Tétel. Ha a z = f(x,y) figguény a Po(xo,yo)-ban és kérnyezetében mindkét vdltozdja szerint parci-
daglisan differencidlhato, és a parcidlis derivdltak folytonosak Py-ban, akkor az f(x,y) figgvény Py-ban
totalisan differencidlhato. O

1.6 Irdnymenti derivalt

A kétvaltozos fiiggvény parcialis differencialhanyadosai a fliggvény x és y iranyna valtozasat jellemzik.
Egy tetszolegesen megadott irdnyban bekévetkezd véltozas jellemzésére vezetjiik be az iranymenti
differencidlhdnyados fogalmat, amely a parciélis differencidlhanyados altalanositésa.

Legyen a z = f(z,y) figgvény a Py(xo,yo) pontban és kornyezetében értelmezett. Vegyiink fel az
ay sikban a Py pontra illeszkedd, az x tengely pozitiv felével a szbget bezard egyenest. Legyen P(x,y)
ezen egyenes Py-t6l kiilonbézé pontja és a Py P elGjeles tavolsag legyen At (At € R\ {0}).

yll
e
A . P
2F  cosa= Az = Atcosa Y =yo+ Ay At~
At PAy
yo Lol
A
K‘z:sinaéAy:Atsina / Az
= A : = A 1 o T >
T =x9+Alcosa; y=1yo+Atsina — 2y t—weibz ¥

Definicid. Legyen a z= f(x,y) fiiggvény a Py(zo, yo) pontban és kornyezetében értelmezett, és legyen
P(z,y) ezen kornyezet eleme (P # P), és illeszkedjen P az x tengellyel o szdget bezard P, pontra
illeszked§ e egyenesre. Ha a

. fP)=f(Po) . flwo+Atcosa,yo+Atsina)— f(xo,yo)
11m —_— = hIIl
At—0 At At—0 At

hatéarérték létezik (valos szam), akkor ezt a hatarértéket a z = f(x,y) figgvény Py pontbeli o irdnyi
irdnymenti differencidalhdnyaddsdnak nevezzik. O
Jelolése: 5
z
' (z o .
fa( Ovyo)a dav P
Az iranymenti derivalt geometriai jelentése

Az f! (Py) jelenti a z= f(z,y) fliggvény altal meghatéarozott feliilet és a Py P « irdnyszogii egyenesre
illeszkedd z tengellyel parhuzamos sik metszésvonalanak Qo(zo, yo, z0) pontjaban hizott érintSegyenes
irdnytangensét.

fo(Po) =tgd
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20 = f (w0, o)

Tétel. Ha a z= f(z,y) figgvény a Po(xo,yo) pontban totdlisan differencidlhatd, akkor Py-ban minden
a trdnyban is differencidlhato, és

fo(Po) = fr(Po) cos a+ f, (P) sina.

1.7 A gradiens vektor

Definicié. Ha a z = f(x,y) figgvény a Py(zo,yo) € Dy pontban mindkét valtozoja szerint parcialisan
differencialhato, akkor az f(x,y) figguény Py ponthoz tartozd gradiens vektora:

grad f(z,y)| = fo(Po)i+f,(Po)j = (fi(Po); f,(Fo)),

Py

od J|, | = IR+ P,

O
Tétel. Ha a z= f(x,y) figgvény a Py(zo,yo) pontban totdlisan differencidlhatd, akkor a fiigguény Py-
beli o irdnyii irdnymenti differencidlhdnyadosa az e, = (cos a)i+ (sina)j egységvektor és a grad f|P0

O

vektor skalaris szorzataval egyenld, azaz f!(Py) =€ grad i
Po

Bi1zoNYITAS: A koordinatakkal adott vektorok skalaris szorzatat kiszamitva:

fo(Po) = f;;(PO)COSOZ+f;(P0)Sin04.
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Tétel. A z = f(z,y) figgvény fL(Py) irdnymenti derivdltja olyan o« esetén legnagyobb, melyre e,
pdrhuzamos a grad f|p, vetkorral. O

Tehat a z = f(x,y) Py pontbeli iranymenti derivaltja akkor maximalis értékd, azaz az f(z,y)
fiiggveény értékei akkor valtoznak a legnagyobb mértékben, ha a szoban forgo irany éppen a grad f|p,
vektor irdnya. A maximalis valtozas mértéke Py-ban = ’ grad f|p, |

1.8 A feliilet érintésikja

Definicié. Legyen a z = f(x,y) fiiggvény a Py(xo,yo) pontban és annak kornyezetében folytonos. Ha
a feliiletet a Py(xg, yo) pontra illeszkeds z tengellyel parhuzamos sikokkal metszve, minden kimetszett
gorbe Py-beli érintGje egy sikban fekszik, akkor ezt a sikot a z=f(x,y) feliilet Py pontbeli érintdsikjdnak
nevezzik. [

Irjuk fel a z = f(x,y) feliilet Py(zo,yo) pontbeli érintssikjanak egyenletét! Legyen a z = f(x,%)
fiiggvény a Py(zg, yo) pontban totalisan differencialhat6. Ekkor Py pontban a fliggvény barmely irdny-
ban differencialhato, tehat f(Py) és f1(Py) létezik. A feliilet Qo (o, yo, f(x0,yo)) pontjaban hiuzott zz
sikkal parhuzamos, érintGegyenes iranytangense f. (Pp), igy ezen érinté iranyvektora v, = (1,0, f.(P)).
A Qo pontban huzott yz sikkal parhuzamos érinté egyenes iranytangense f{,(Po)a tehat ezen érintd
iranyvektora: v, = (0,1, f; (Po)). Az érintsik normalvektora: n =v, x v, = (—f.(Fo), —f,(Fo), 1). Az
érintdsik egyenlete:

— [ (Po)(z—20) = f,(Po)(y —yo) +2—2 = 0.

Rendezve:
z—20 = fy(Po)(x—x0)+ f,,(Po)(y—%o)-

1.9 A teljes differencial

Definicid. Legyen a z= f(x,y) fiiggvény a Py(zo, yo) pontban totalisan differencidlhato. Ekkor a dz=
=df = f,(Po) dz+ f,(Po) dy kifejezést az f(z,y) fiiggvény Po pontbeli teljes differencidljdnak nevezziik.
O

Megjegyzés. Mivel dex = Az =x—x¢ és dy = Ay =y —yo, ezért
dz = fr.(Po)(x —x0) + fy,(Po)(y — o).

A teljes differencial geometriai jelentése

A teljes differencial a feliilet Py-beli érintdsikjinak emelkedésével, azaz (z — zg)-lal egyenls:
dz=z—z0=2z—f(Po)

Tehat, ha a P pont kozel van Py-hoz, azaz dx, dy kicsi, akkor a dz differencial jol kozeliti a fiiggvény
megvaltozasat. A Py pont kozelében a feliilet emelkedése az érint6sik emelkedésével helyettesithets,
azaz:

f(P)=f(Po) = dz = f(Po) dx+ fy(Po) dy.
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1.10 Kétvaltozos fiiggvények lokalis szélsGértéke

Definicié. Az f(z,y) fiiggvénynek a Py(zo, yo) pontban szigort lokalis minimuma (maximuma) van,
ha van olyan ¢ > 0 szigoru kornyezete a Py-nak, amely kornyezetbe es§ VP # Py esetén f(FPy) < f(P)

(f(P) < f(Fo))- O

Tétel (Szélssérték létezésének sziikséges feltétele). Ha az f(x,y) : R? — R kétvdltozds fiigguénynek a
Py(zo,yo) pontban helyi szélséértéke van, és f(x,y) totdlisan differencidlhaté Py-ban, akkor

of|  _of
= 97

= =0.
Py dy

Py

Megjegyzés.

1. Az f(x,y) fliggvény értelmezési tartomanyanak azon Py(zg,y) pontjait, melyekre

of(z.y)|  _, 0f(z,y)

oz |p, oy =0

Py

teljesiil, az f(x,y) figgvény staciondrius pontjainak nevezzik.

2. Ha megoldjuk a
0f(zy) _, 0f(z,y)
oz ’ Ay
egyenletrendszert az x,y valtozokra, akkor a kapott Py(xo,yo) stacionarius pontok kozott kell
keresniink a differencialhato f(xz,y) fliggvény szélsGértékhelyeit.

=0

Tétel (A szélsdérték létezésének elegends feltétele). Tekintsiik az f:Df(CR?)—R kétszer folytonosan
parcidlisan differencidlhato kétvdltozos fiigguényt, és legyen Po(xo,yo0) € Dy pont az f(z,y) fligguény
staciondrius pontja, azaz

Of(z,y) of(z,y)

ZI\E ) =0,

= 0 5
or  |p, 9y |p,

és legyen
H = f.(Po)fy, (Po)—[fu,(Po)].

a) H>0 esetén f(x,y) figgvénynek szigori lokdlis szélsdértéke van Py-ban. A szélséérték fI.(Py) >0

esetén minimum lesz, mig fir.(Py) <0 esetén mazimum.

b) Ha H <0, akkor f-nek Py-ban nincs szélséértéke.

¢) Ha H =0, akkor [ szélséértékproblémdja a Py pontban nem dénthetd el a mdsodrendd parcidlis
differencidlhdnyadosai segitségével.

O



2. fejezet

Tobbvaltozo6s valos fiiggvények
integralszamitasa

2.1 Alapfogalmak

Legyen T C R?, T #0. T az = tengelyre nézve normdl tartomdny.

Ya

Dy, =Dy, = [a, b]
p1(x), pa(z) folytonosak és
p1(x) < o).

R? azon P(x,y) pontjai, amelyeknek koordinitaira fennall az

a<x<b
p1(x) <y < pa()
egyenlGtlenségrendszer, x tengelyre nézve normdl tartomdnyt alkotnak. A tartoméany lehet t&bb oldal-

rol nyilt, ha az egyenlStlenségrendszerben az egyenlGséget egy vagy tobb esetben kizarjuk.

T az y tengelyre nézve normdl tartomdny.

le = D¢2 = [07 d],
1 (y), ¥2(y) folytonosak és
V1(y) < Pa(y).
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Dy, = Dy, =|c,d], ¢¥1(x),12(y) folytonosak és 1 (y) <v2(y). R? azon P(z,y) pontjai, amelyeknek
koordinataira fennall a

egyenl6tlenségrendszer, y tengelyre nézve normdl tartomdnyt alkotnak. A tartomény lehet tobb oldal-
rol nyilt. Ha T normdl tartomdny, akkor van terilete. Ha T normal tartomany, akkor korlatos.

2.2 Keétvaltozos fliiggvény hatarozott vagy tartomanyi integral-
jai

Definicié. Legyen T CR? T #() és T véges szami normaltartomanyra bonthato. Legyen a z = f(x,y)
fliggvény a T tartomanyon értelmezett korlatos fiiggvény.

A z=f(x,y) figgvény a T tartomdnyra vonatkozd (vagy Riemann-szerinti) integrdlja a kovetkezs
lépésekben értelmezhetd:

1. Felosztjuk a T tartoméanyt n db Ty, Ty, ..., T, részre Ty UTyU. .. UT, =T és TyNTyN...NT, =0
(nincs kozos belss pont). A résztartoméanyok teriilete legyen ATy, ATy, ..., AT,.

2. Mindegyik résztartomany belsejében vagy hataran valasztunk egy P;(&;,n;) pontot (i=1,...,n).

3. Képezziik a kovetkezs Osszeget :

n

S = F(P)ATy + f(P) ATy + -+ f(Po)AT, = > f(&,m:) AT,

i=1

4. Képezziik ennek az 6sszegnek a hatarértékét, midén n — oo és max AT; — 0.

n
lim  S,= lim > f(&, m)AT;
n—oo n—oo
max AT; —0 max AT; —0 i=1
Ha ez a hatarérték létezik, fiiggetleniil T felosztasatol és a P; pontok valasztasatol, akkor azt
mondjuk, hogy a z = f(x,y) fiiggvény a T tartomanyon Riemann-szerint integralhato és ez a
véges hatarérték az f(r,y) figgvény T tartomdnyon vett Riemann-integrdlja

n— oo
max AT; —0 i=1

lim f gi, i Ajl = f T,y dT. Formaélis jel(")lés7 szédmolasra nem alkalmas.
n
T

O

Tétel. Legyen T véges szdmai normdltartomdnyra bonthaté (T #0, T CR?). Ha a z= f(x,y) fiiggvény
a T tartomanyon értelmezett folytonos figguény, akkor [[ f(x,y) dT létezik. O
T

Megjegyzés. Kétvaltozos fiiggvény tartoményi integralja (Riemann-integralja) hasonlo tulajdonsa-
gokkal rendelkezik, mint az egyvaltozos fiiggvényre.
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1. ycf dT:c{Fff ar

2. ff(f+g)dT:£fde+£fng

T

3. ff de:!fde+¥fde

TWUTy

A Riemann-integral (tartomanyi integral) geometriai jelentése.

Legyen a z = f(x,y) fiiggvény a T tartomanyon folytonos, és VP € T esetén f(P) > 0. Ekkor
[ f(z,y) dT azon test térfogatanak szdmértéke, melyet a T tartomény, a keriiletére illeszkeds =z
T

tengellyel parhuzamos alkotoja hengerfeliilet és a z = f(z,y) altal meghatéarozott feliilet zar kozre.

2.3 A tartomanyra vonatkozo integral kiszamitasa

Kétvaltozos fliggvény téglalapon vett integralja.

T:{(x,y)6R2,a§x§b,c§y§d} CT -~

| a bt

Tétel. Ha a z= f(x,y) figgvény a T téglalapon folytonos, akkor

//f(:rvy) dT:/Cd (/abf(x,y) dx) dy:/ab </Cdf(z,y) dy) dz.
T

O

valtozos integralok egymas utani kiszdmitasaval, azaz agynevezett szukcessziv integrdldssal kiszamit-
hatjuk.

PELDA: Szamitsuk ki a z=x2y fiiggvény integraljat a T'={(x,y) €R?, 2<x<5, 1<y<3} téglalapon.

MEGOLDAS:
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[[vir= ([ vae) = [ ([5]) - [ (5-5) -

17 3 27° 1
=— y dy =39 L g 39 9 1 =156 Térfogatot jelent.
3/, 2 |, 27 2

Forditott sorrendben is integralhatunk.

5 3 5 y2 3 5/9 1
//x2y de/ </ %y dy) da::/ [xQ} da::/ <x2—a:2> de =
2 1 2 2] 2 \2 2
T
5 3
:4/ xde:zL[””] =156
2 31

Kétvaltozos fiiggvény normal tartomanyon vett integralja

Az r tengelyre nézve normal tartomany

Ya

v1(z), pa(x) folytonosak [a, b]-n és
1(z) <

p1(x) < pa(x). /\/\,
=0
e
Az y tengelyre nézve normal tartomany
yll
AT ~gam —
P1(y),¥2(y) a [c,d]-n folytonosak és zwl(ya
D1(y) < a(y)- TC z=1s(y)
CH--—--—- o
=

Tétel. Legyen a z = f(x,y) figgvény folytonos T-n, mely T az x tengelyre nézve normdl tartomdny.

Ekkor \
//f(:c,y) dT:/a (/::(j) f(z,y) dy> da.
J: \(z
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Tétel. Legyen a z = f(x,y) fiigguény folytonos T-n, mely T az y tengelyre nézve normdl tartomdny.

FEkkor
/ / f(x.y) dT = / ’ ( /w w(()) f(.y) dx) dy.
T 1

PELDA: Legyen z = f(z,y) =322 +y*  [[ f(z,y) dT =?
T

MEGOLDAS:

a) A T most y tengelyre nézve normal tartomany,

Ya
3_ ,,,,,,,,,,
=y
T T =2y
gt A
5 6%

melyre 11 (y) =y, ¥2(y) = 2y, ahol 0 <y < 3.

3 2y 3
//(3x2+y2) dT:/ (/ (32% +9°) dx) dy:/ [w3+y2xﬁy dy
o~ 0 Yy 0
3 < 3 < 3
:/ 8y +2y° —y® —43) dx:/ 8y* dy = [2y*], =2-81 =162
0 0

b) Cseréljiik fel az integralas sorrendjét, majd szamitsuk ki ajbol az integralt. Ekkor az x tengelyre
nézve normdl tartoméannyal (tartoményokkal) dolgozunk. Most T-t az x = 3 egyenessel Tj-re és
Ts-re bontjuk.

Yy

8

JOCH IR VR
a S

ot -~

5\

Ty és Ty x tengelyre nézve normal tartomanyok.
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//(3a:2+y2) dT://(3x2+y2) dT+//(33:2+y2) dT:/03 (/m(3x2+y2) dy) da+

i
T

6 3 3 y3 x 6 ys 3
+/ / (32% +9?) dy | dx :/ {3m2y+} daz—i—/ [3x2y+} dx =
3 iz 0 3 3

3

3 3 3 6 3
f 1 1
/1 (3x3+x33x22z;4) dx+/3 <9x2+93x2xx > do =

1
3T

- 27 24

3 6 4 3 4 6
43 2 37 43 [x 3 37 x
= Zata 922+9— 0P ) do= - 323+ 97— .| =
/024”6 x+/3<x+ o™ ) a1, TP T,
43 81 . 37 60, 37 3
= .= . 4— — ——-3*-27T+—-— ) =162
5 4+(36—|—5 32 ) =16



I11. rész

Differencialegyenletek
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Sok fizikai, geometriai, miszaki probléma megoldésahoz bizonyos valtozd mennyiségek kozotti fiigg-
vénykapcsolatot kell meghataroznunk. Gyakran a probléma ismert feltételei lehetévé teszik, hogy az
ismeretlen fliggvény, annak valtozoja és az ismeretlen fliggvény els6, masodik, stb. differencialhénya-
dosa kozott bizonyos Osszefiiggést allapitsunk meg (példaul egyenletet irjunk fel).

PELDA: Nehézségi eré hatasara szabadon esé testekre a levegs ellenéllasa olyan fékezs erdt fejt ki,
mely kis sebesség esetén egyenesen aranyos a mozgo test sebességével. Keressiik meg azt az s(t) fiigg-
vényt, amely a test altal megtett utat adja meg az id§ fliggvényében.

MEGOLDAS: Newton II. térvénye: F =m-a=m- % (*), ahol F a testre hato6 erdk ereddje.
Most F= m-g — k-v(t) =m-g—k%.
— ——

nehézségi er6  fékezs erd

ds d?s
N———’ —~—
F ered§ erds a
Rendezve:
a2 "mat Y o

Ellenérzihets, hogy

_k_¢ m
s(t)=s1-€=m —|—?gt—|—52

fliggvény kielégiti a fenti egyenletet. O



1. fejezet

Alapfogalmak

Definicié. Az olyan egyenletet, amelyben az ismeretlen valamely fiiggvény (vagy fiiggvények), és
amely egyenlet az ismeretlen fliggvény egy vagy tobb differencidlhanyadosat tartalmazza, differenci-
dlegyenletnek nevezziik. O

Definicié. Ha a differencidlegyenlet csak egyvaltozos fliggvény derivaltjat vagy derivaltjait tartal-
mazza (azaz az ismeretlen fliggvény egyvaltozos fiiggvény), akkor kozonséges differencidlegyenletrdl
beszéliink. Ha a differencidlegyenlet parcialis derivaltakat is tartalmaz, mert az ismeretlen fliggvény
tobbvaltozos fiiggvény, akkor parcidlis differencidlegyenletrdl beszéliink. O

Megjegyzés. Mi csak kozonséges differencidlegyenletekkel foglalkozunk és nem foglalkozunk a meg-
oldasok egzisztencidjanak és unicitasanak vizsgéalataval.

1.1 A differenciidlegyenletek osztalyozasa

1. Rendiség szerint: A differencidlegyenlet rendje, az egyenletben szerepld legmagasabbrendii de-
rivalt rendjével egyenld.

2. Linearitds szerint: A differencidlegyenlet linearis, ha az ismeretlen fiiggvény és derivaltjai az
egyenletben csak els§ hatvanyon fordulnak eld, és az egyenletben ezek szorzatai nem szerepelnek,
ellenkez§ esetben a differencidlegyenlet nemlinearis.

3. Homogenitds szerint: Homogén a differenciilegyenlet, ha az egyenletben szereplé minden
tag tartalmaz ismeretlent (azaz az ismeretlen fiiggvényt vagy derivaltjat), ellenkezd esetben a
differencialegyenlet inhomogén.

1.2 A differenciidlegyenlet megoldasai, megoldastipusok

Megjegyzés. A tovabbiakban a differencialegyenletek megoldasat az egyvaltozos fiiggvények kérében
keressiik.

A differencidlegyenlet megolddsdnak neveziink minden olyan fliggvényt, amely derivaltjaival egytitt
azonosan kielégiti a differencialegyenletet.
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Definicioé. Az n-edrendi kézonséges differncidlegyenlet dltaldnos megolddsa az a fliggvényrendszer,
amely pontosan n szamu, tetszéleges, egymastol fliggetlen allandot (paramétert) tartalmaz, és deri-
valtjaival egyiitt azonosan kielégiti a differencialegyenletet. O

Definicié. Az n-edrendi differncidlegyenlet partikuldris megolddsa az a fliggvény vagy fiiggvényrend-
szer, amely legfeljebb n — 1 szamu, egymastol fliggetlen allandot tartalmaz, és derivaltjaival egylitt
azonosan kielégiti a differencialegyenletet. O

PELDA: y” = e* méasodrendd differencialegyenlet.

)
y':/em dr =¢e"+c;
y:/(ex—I—cl) dr=e"+cix+co
y=e*+crx+co

b) Adjuk meg a fenti differencidlegyenlet azon partikularis megoldéasét, mely eleget tesz az y(0) =3
és 3/ (0) = 2 kezdeti feltételnek.

y(O):3 = 3=14c = =2
y(0)=2 = 2=14c¢; = =1
A keresett partikularis megoldas: y=e*+x+2

¢) Adjunk meg a fenti differencialegyenlet azon partikularis megoldéasat, amely eleget tesz az y(0) =3
és y'(—1) = e peremfeltételeknek.

y(()):?) = 3=14c = =2

1
y(—1)== = elt=ettcite = =1

e
A keresett partikularis megoldas: y=e*+2x+2

Szinguldris megoldds: (Pontos definiciot nem adunk.) A differencidlegyenlet olyan megoldasa (vagy
megoldéasai), mely nem kaphato az &altalanos megoldasbol az allandok specidlis megvélasztasaval.
(Nincs minden differencidlegyenletnek.)

Teljes megoldds: Az altalanos és a szingularis megoldasok Gsszessége adja.

Megjegyzés.

1. Altalaban az altalanos megoldast keressiik, vagy valamely feltételrendszert kielégits partikularis
megoldasat a differencidlegyenletnek.

2. Mivel a differencidlegyenleteket altalaban integréalassal oldjuk meg, a megoldast szokas a diffe-
rencidlegyenlet integraljanak nevezni.
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3. Az n-edrendi differencidlegyenlet altalanos megoldéasa az xy sikban egy n paraméteres gorbe-
sereget hataroz meg. Specidlisan: az elsérendd differencidlegyenlet altalanos megoldéasa az xy
stkban egy egyparaméteres, gorbesereget hataroz meg. Ezen gorbeseregbdl valasztunk ki egy
gorbét, az yo = y(xo) kezdeti feltétellel, hiszen ez geometriailag a Py(zg,yo) pont megadasat
jelenti.

Yy

—

ZTo &€

Py(x0,y0) ponton egyetlen gorbe halad keresztiil. Az ilyen gorbét, amely a differencidlegyenlet
egy partikularis megoldasanak a grafikonja, integrdlgérbének nevezziik.

4. A szinguléaris megoldas geometriai jelentése: az altalanos megoldas abréazolasakor kapott gorbe-
sereg burkoldja.



2. fejezet

Els6rendi differencialegyenletek

2.1 Szétvalaszthat6 valtozoja differencidlegyenletek
Ha a differencidlegyenlet felirhato
y'=f(z)-g(y) vagy  P(z)dx)+Q(y) dy=0

alakban, akkor szétvdlaszthatd vdltozdju differencialegyenletnek nevezziik, ahol f, g illetve P, @ adott
folytonos egyvaltozos fiiggvények.

Megoldasa:

Utobbi egyenléség x és y kozott implicit fiiggvényi kapcesolatot 1étesit, s a differencialegyenlet altalanos
megoldasat adja implicit alakban.

PELDA: Adjuk meg az yy’ = wgffll) differencialegyenlet y(—1) = 3 feltételt kielégité partikularis
megoldasat !

o8
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MEGOLDAS:

a) El6szor az altalanos megoldéast hatarozzuk meg.

Y y = T
y?+1 241

2 2
/ 2y dy:/ixdx
y2+1 x2+1
In|y?+1|=In|z? +1|+1In|c, c#0
v+l =c(z?+1), c#0

Altalanos megoldas, implicit alakban.
b) A partikularis meghatéarozasa.

y(-1)=3 = 3*+1=c(1?+1)
10=2¢c = c¢=5

y?+1=>5(z%+1)

Y2 =522 +4

Ez az adott feltétel kielégité partikularis megoldas, implicit alakban.

2.2 Szétvalaszthato valtozdjara visszavezethetd differencidlegyen-
letek

2.2.1 Ha a differencialegyenlet

y' = flaz+by+c)
alakra hozhato, ahol a,b,c € R;a # 0,b # 0, akkor az egyenlet az
wx)=ar+by+c= = d'(x)=a+b-y

helyettesitéssel (transzformacioval) u(x) fliggvényre nézve méar szétvalaszthatd valtozoja egyenlet.

PELDA: Oldjuk meg: 3’ =+/2z+3y+4.
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MEGOLDAS: Helyettesités
u(x) =2x+3y+4

uW(z)=2+3y — ¢ =
u

-2
T:\/a

u=3/u+2 > 0 A jobb oldal kézvetleniil u fiiggvénye.

/

u pr—
3Wu+2
u/
1
= du= 11
/3\/a+2 du / d

3WVu+2=t

[rmone| =5 | e aci] () a-

du=—(t—2)dt
u==(t-2)

2 2
= §(t72ln|t|)+cl = 5(3\/ﬂ+2721n|3\/ﬂ+2|)+c1

1 Szétvalasztva a valtozokat.

A bal oldal:

Az egyenlet:
2
5 (3vu+2—2In[3vu+2|) =z+c
2

4
3\ /2x+3y+4— 3 In|34/20+3y+4+2|=2x+c az altalanos megoldéas implicit alakban.

O

2.2.2 Ha a differencialegyenlet

/=1

alakra hozhato, akkor homogén fokszdmi vagy vdltozdiban homogén differencidlegyenletnek nevezziik
és az

g:t(m) = y=t(x)-x = y =t x4+t
xr

helyettesitéssel ¢(x) fiiggvényre nézve mar szétvalaszthatod valtozoju egyenlet.
PELDA: Oldjuk meg: 2y’ =y++/22+y2; y(1)=0
MEGOLDAS: ¢/ = £+, /14 (Z)2 Valtozoiban homogén, x # 0. Helyettesités:
tx)y== — y=tx
y =t'z+t
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Az egyenlet:

to+t=t+/1+t2
!

t

1
Vit @
1 1
dt= | — dz
/ V1+t? / T
arsht =1In|z|+¢
t =sh(ln |z|+¢)
y=ash(ln|z|+¢) A differencialegyenlet altalanos megoldasa.

A partikularis megoldas meghatarozasa:
y(1)=0 = 0=1-sh(lnl+¢)=shec = ¢=0

yp = wshinfa| = o S5 = Sa(lal - )

2.3 Linearis differenciadlegyenletek

Az
Y +g(x)y = h(z)

alakra hozhato egyenletet elsérendid linedris differencidlegyenletnek nevezzik, ahol g(z) és h(zx) vala-
mely intervallumon folytonos, adott fiiggvények.

Ha h(x)=0 ¥ +g(x)y=0 homogén, linearis differencidlegyenlet.

Ha h(xz) #£0 Yy +g(z)y = h(x) inhomogén, linearis differencialegyenlet.

2.3.1 Els6rendti, homogén differencialegyenlet

Y +g(x)y=0

Ez szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenlet, tehat

/f dy:—/g(x) dotlnle] 40

c-e J g(cr)dz

In |y :f/g(x) dx+In|c] =1n

Altalanos megoldas: y=c-e~ J g9(@)dr £ () és y=0 szingularis megoldas.
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2.3.2 Els6rendd, linearis, inhomogén differencialegyenlet

y'+g(x)y = h() (2.1)

Tétel. Azy'+g(x)y=h(z), (h(x)Z£0) inhomogén differencidlegyenlet y-nal jelolt dltaldnos megolddsa
az inhomogén egyenlethez tartozo
Y +g9(z)Y =0 (2.2)

homogén differencidlegyenlet Y -nal jelolt dltaldnos megolddsdinak, és az inhomogén egyenlet y,-vel
gelolt, egy partikuldris megolddsdanak dsszegeként dll eld, azaz

y=Y+y,
O

B1zoNYITAS: Elegendd bizonyitanunk, hogy ¥ =y —y, a homogén egyenletnek &ltalanos megoldésa,
tehat kielégiti az Y/ +g(z)Y = 0 egyenletet és pontosan egy szabadon véalaszthato paramétert tartal-
maz.

Y = y—y,-t helyettesitsiik a homogén egyenletbe ((2.2)-be).

Y/ — y/ _ y1/7

Y =y, +9(@)(y—yp) =y +9(x)y —(y, +9(x)y,) = h(z) —h(z) =0
h(z) h(z)

mert y az inhomogén egyenlet altalanos megoldésa, és y, az inhomogén egyenlet partikularis megolda-
sa. Tehat Y =y —y, az inhomogén egyenlet egyetlen paramétert tartalmazo megoldasa, azaz altalanos
megoldasa. [ ]

Az inhomogén differencidlegyenlet
Yy +9(@)y = h(z)

altalanos megoldasa: y =Y +yp, ahol az Y az Y'+¢g(2)Y = 0 homogén egyenlet altalanos megoldasa,
tehat
Y =c-e [ 9@)de

Az y, az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa. Az y,-t az dgynevezett dllando varidlds mddsze-
rével hatarozzuk meg. Az y,-t a kovetkezd szorzat alakjdban kereshetjiik:

yp = k(x) e f g(m)dm’
ahol k(z) olyan fiiggvény, melyre a fenti szorzat az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa.

yp = k(z)e™ /9
yp = K (2)e™ | 90 _(a) . g(x)e [ 9



PMMANB312 PMMANB926 MATEMATIKA II 63

Az y,-t &s y,-t helyettesitsiik az inhomogén egyenletbe, (2.1)-be.
/g’(x)e*fg(z)dz7k(x)g(x)effg(w)dz+k(x) (@)e — [ g(a)de _ h(z)
K (z)e~ ] 9@1de — p(z)
K (z) = h(z)-e/ 9@1da

T

Igy
vy — U h(w)e! o) dm} o J o(x)de

integracios allandét nem tartalmaz. Tehat a (2.1) inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

Y=Y 4y, = coe ot [/ h(w)e! )i dx} oI g@)dz _ [C_’_/h(x)efg(z)dw dm} o [ 9@y

Megjegyzés. Mas modszerek is 1éteznek az inhomogén differencidlegyenlet megoldéasara.

PELDA: Oldjuk meg: ¢/ + 3£ = y(-1) =14

MEGOLDAS: Elsérend, lineéris, inhomogén. Az inhomogenitast okozo tag az egyenletben: x. Az
egyenlet altaldnos megoldésa: y =Y +1y,, ahol Y a homogén egyenlet altalanos, vy, az inhomogén
egyenlet partikularis megoldéasa. Az egyenlethez tartoz6 homogén egyenlet:

3
Y'+ ,y =0 Ez szétvalaszthato valtozoju.
Y/ 3

/ dY——3/ dx

In|Y|=-3n|z|+In|c| zln’%‘
x
c 1
Y=S=c

Az y,-t a kivetkezs alakban keressiik: y, = k(z) - ;.

Az inhomogén egyenletbe helyettesitjiik.

3
y'p= k'(x)*g, k(l’)g
1 3 3 1
!/ —
K (z)=2*
k(z)= [ 2* dz =
(2) /a: T=—
x® 1 x?
e Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa.
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Az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

2

C
y=Y+up=5+t%"

Az adott kezdeti feltételt kielégité partikularis megoldas meghatéarotzasa:

(—1) 4 N 4 n 1 N 3
1) == S c= 2
Y 5 5 5 5
A keresett partikularis megoldéas:
z? 3
Y=y T Ee



3. fejezet

Masodrendi differencialegyenletek

Altalanos alakja:
Fy",y,y,z)=0 implicit alak,

v =f,y,x)=0 explicit alak.

Megjegyzés. Csak néhany specialis esettel foglalkozunk.

3.1 Hianyos masodrendii differenciadlegyenletek

Akkor beszéliink hidnyos méasodrendd differencidlegyenletrdl, ha x,y, y’ koziil legalabb egyik hianyzik
az egyenletbdl.

3.1.1 Tiszta masodrendii differenciadlegyenletek

Hianyzik: y és y'.
Ha y” = f(x) alakra hozhato, két egymas utan végrehajtott integralassal megoldhato.

PELDA: Adjuk meg az " = H% differencidlegyenlet azon partikularis megoldasat, amely kielégiti az

3
1} kezdeti feltételeket.

MEGOLDAS: Elgszor az altalanos megoldast hatarozzuk meg.
y// __2
T 14zx2
y =/ H% dx = 2arctgz+c;
y= [ Qarctgz+c1) doe =2zarctgr — [ 225 dr+crx+cy

y=2rarctgz—In|l+2%|+c1x+co Altalanos megoldas.

65
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A partikularis megoldas meghatarozasa:
y(0)=3 = 3=cy
y’(O) =1 = 1l=c
yp =2xarctgr —In|1+2% +2+3

3.1.2 Az y-ban hidnyos méasodrendii differenciadlegyenletek

(Az egyenletbdl y hianyzik!)

Altalanos alak:
F(y",y',2)=0 implicit alak,

y' = f(z,y) explicit alak.

Megoldasa: y' = p(x) és y” = p'(x) helyettesitéssel p(x)-re elsérendi differencislegyenlet adodik,

melyet megoldunk.

PELDA: Oldjuk meg: zy” = y"(1—x)

Megoldas: Az y hianyzik az egyenletbdl.

/ — T
y,, p/( ) helyettesités
y'=p'(2)
xp =p(l—1) p(x)-re elsérendi differencialegyenlet, most szétvalaszthato valtozoju.

/
1—
/p—dm:/—zdm, ahol z # 0 és p # 0.
D x
In|p| =In|z|—z+1In]c|, ahol ¢ # 0
p=cxe *, ahol x #£ 0 és ¢ #£ 0.

y = cre ™

y= /cate_a'c dr = —caz:e_”—i—c/e_g’c dr = —cre ™ —ce " +co

Legyen —c=c¢;

Yai, = c1xe *+cre T +co, aholey #0, z#£0
Ha p =0 =y = c is megoldas.
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3.1.3 Az x-ben hidnyos masodrendii differencidlegyenletek

(Az egyenletbdl x hidnyzik.)
Altalanos alak:

F(y',y',y)=0  implicit alak,

y' = f(y,y')  explicit alak.

Megoldasa:
y' =py)
d P
Y = Io)l(wy) :%.%:%.y/:%.p
Az
¥ =py)
) = @ » helyettesitéssel p(y)-ra elsérendd differencialegyenlet adodik, melyet megoldunk.
=4

PELDA: Adjuk meg az yy” —2(y')? = 0 differencialegyenlet

1
(1) 2} peremfeltételeket kielégité partikularis megoldésat.
y =

MEGOLDAS: Elészor az altalanos megoldast hatarozzuk meg. Az y hianyzik az egyenletbél.
y' =ply)

., dp , helyettesités
= d7p Y
Yy

a) Hap(y)=0 = ¢ =0 = y=c. Ebb6l nem kaphato partikularis megoldas.

b) Ha p(y) #0 y%’ —2p=0, p(y)-ra elsérendd szétvalaszthato valtozoja differencialegyenlet.

1 2
/*dp=/fdy y#0
p y

In[p| =2In|y| +1n e | = In|c1y?| a #0

p:C1y2 y#0, c1 #0



68 PMMANB312 PMMANB926 MATEMATIKA II

y =c1y? a1 #0, y#0

/
—/y—zdx:—/cldx
y

=—Cc1x+cy

1 )
= a1 #0 Altalanos megoldas.
—Cc1x+cC2

<@ | =

A partikularis megoldas meghatarozasa.

—_
|
o)
A%
DN =

3.2 Masodrendii linearis differencidlegyenletek

Ha a differencidlegyenlet
y" +p(@)y +a(z)y = h(z)

alakra hozhato, ahol p(x),q(z), h(x) adott egyvaltozos fiiggvények, akkor mdsodrendd linedris diffe-
rencidlegyenletnek nevezziik.
Ha h(x) =0, a differencialegyenlet homogén, ellenkezs esetben inhomogén.

Definicié. Az I intervallumon értelmezett y; (z) és ya2(z) fiiggvényeket linedrisan figgetlennek nevez-
ziik, ha a

cay1(z)+coy2 =0

egyenléség csak akkor teljesiil, ha ¢; =0 és co = 0. Ellenkezd esetben a fiigguények linedrisan fiiggdek.
O

Tétel. Az y"+p(x)y+q(x)y =0 homogén differencidlegyenlet dltaldnos megolddsa mindig elddllithatc
Y = C1y1+C2Y2
alakban, ahol y1 €s yo az egyenlet két fiiggetlen megolddsa. O

Allandé6 egyiitthatoés linearis homogén differencislegyenletek.
Altalanos alakja:
ay” +by +cy =0, (3.1)
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ahol a, b, c adott allandok, a # 0. Ezen egyenlet partikularis megoldasat y=e** alakban keressiik, ahol
A ismeretlen szam, mert az exponencidlis fliggvény az egyetlen, mely derivéltjaival aranyos.

y= eAw
y' = Xe* 3 (3.1)-be helyettesitjiik.
y// — )\2e>\ac

a\2eM +bze® +ce? =0
M (N2 +bA+c) =0

Mivel e** > 0 mindig, ezért
arN? +bA+c=0. (3.2)

(3.2)-t a (3.1) alaku differencialegyenlet karakterisztikus egyenletének nevezziik. A karakteriszti-
kus egyenlet diszkriminansatol fiiggGen harom esetet kiilonboztetiink meg. Legyen a (3.2) egyenlet
diszkriminansa D = b2 — 4ac.

1. D=b*—4ac>0
Ebben az esetben (3.2)-nek két kiilonb6z6 valos gydke van.

—b+Vb%2—4ac N —b+Vb%—4ac
P . g =——

A
! 2a s 2a

Ekkor y; =eM? és yp=e*2” két kiilonbz6 megoldasa (3.1)-nak. Az y; és yo linearisan fiiggetlenek,
hiszen ¥ = zi—;i =eM=A2)T L (N £ \yp). Tehat (3.1) altalanos megoldasa, a két fiiggetlen
megoldasbol:

Y =cCry1 +coys = cle)‘”” +Cg€>\2$

2. D=0b>—4ac=0
Ebben az esetben a a (3.2) egyenletnek két azonos valos gyoke van:

_b
2a

Ekkor 3; = e** megoldasa a (3.1) egyenletnek. De ekkor yo =z -y; = x-e**

tesitsiik yo-t a (3.1) egyenletbe.

is megoldéasa. Helyet-
yp = -
yh = e+ Axer” = (3.1)-be helyettesitve.
Yy = Xe M 4 \(eM 4 Azet®) = 20eM  N2zet?

a2 4+ A22er) (e + Axer?) 4 cxe® = e (20N + Nax 4+ b+ Nbx +cx) =
= (20N +b+2(aX? +bA+¢)) =0
—— — ——

0 0

Mivel A = f% megoldasa (3.2)-nek.
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Az Az

Most y; = e és yo = e
mert ¥ 7 c. Tehat (3.1) dltalanos megoldésa:

Ax Az
Y =C1Y1+CYya = cr1e”" +cae

3. D=0b*>—4ac<0
Ekkor (3.2)-nek két kiilonb6z6 komplex gyoke van:

b V4dac—b? . —b  Vdac—b?
M=—+i— és A= — —
2a 2a 2a 2a

Vezessiik be az o = —2, (= 7”“224’2 jeloléseket, melyekkel

2a’

A =a+if Ao =a—1if.

megoldasai (3.1)-nek, mégpedig linearisan fliggetlen megoldasai,

Ekkor y; = e cos Bx és yo = €% sin B két linearisan fiiggetlen megoldas. Igy a (3.1) egyenlet

altalanos megoldasa:
Y = C1y1 + coyo = c1€*7 cos Bx + coe™” sin B.

Osszefoglalva, az
ay’ +by +cy=0

méasodrendd, linearis, homogén, allando6 egyiitthatoju differencidlegyenlet altalanos megoldéasat az
ar? +bA+c=0

karakterisztikus egyenlet segitségével keressiik meg. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:

y:cle)‘lircze/\Qz ha D >0
y = c1e™ + cpwe? ha D=0
y = c1e*7 cos B+ coe® sin 3 ha D <0

PELDA: Oldjuk meg: y" +4y' 44y = 0.

MEGOLDAS: Masodrend, linearis, homogén, allando egyiitthatos. Karakterisztikus egyenlete:

N +4A+4=0
(/\+2)2:O = AM=X=A=-2 (D:O)
yr=e2, gy =me "

Altalanos megoldésa:

2 — 72 () 4 cou).

P _
Y =ciy1+cayo = cre” " +come

PELDA: Oldjuk meg: y" + 8y’ +25y =0

MEGOLDAS: Karakterisztikus egyenlete: A2 +8A+25=0
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Ao =—4+\I6-25=—4+y/—9 (D<0)
a=—4 8=3

y1 =e ®cos3x, yy=e ¥sindx

Altalanos megoldésa:

y=c1y1+coys = cre ¥ cos3x+coe ¥ sin3z = e~

4z(

¢1 €08 3z + o 8in 3z).



