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PMMANB311 Matematika I.
RESZLETES TANTARGYPROGRAM
Hét | Ea/Gyak./Lab. Témakor
1. |3 oraeldadds |A matematika nyelvének elemei, definicio, tétel, szimbolumok, jelek

2 ¢ra gyakorlat

szerepe. A matematikai logikai alapfogalmai, logikai miiveletek,
igazsagtablak, logikai dramkorok.

2. |3 oraeldadas |Vektor fogalma, vektorok Osszeaddsa, kivonasa, szammal vald
2 ora gyakorlat | szorzdsa. A Descartes-féle derékszogii koordinéta rendszer, a vektor
koordinatai.
3. |3 oraceldadds |Felméré teszt a kozépiskolas anyagbél. Két vektor skalaris és
2 ora gyakorlat | vektorialis szorzata, tulajdonsagai, kiszdmitasa koordinatakkal adott
vektorok esetén.
4. |3 6raeldadas | Vektorok vegyesszorzata, vektorok koordinatageometriai
2 ora gyakorlat | alkalmazasai: sik és egyenes egyenlete.
5. |3 6raeldadas |Valos szamsorozat fogalma, megadasi modjai. Korlatossag,
2 ora gyakorlat | monotonitds, konvergencia, divergencia fogalma. Miveletek
konvergens ¢és divergens sorozatok kozott. Korlatossdg, monotonitas,
konvergencia kapcsolatara vonatkozd tételek. Nevezetes sorozatok
ap=1/n; ap=q"; ay=(1+1/n)0.
6. )
SZUNET
7. |3 6raeldadas | A leképezés és a fiiggvény fogalma. Egy- és kétvaltozos valds
2 ora gyakorlat | fiiggvény megadasa, tulajdonsagai. Osszetett és inverz fliggvény
képzése. Elemi fliggvények osztalyozasa.
8. |3 oraeldadas |1. Zarthelyi dolgozat. Algebrai és transzcendens filiggvények
2 ora gyakorlat |tulajdonsagai. Egyvaltozos fliggvény végesben és végtelenben vett
hatarértékének fogalma. Jobb- és baloldali hatarérték.
9. |3 oraeldadds |Filiggvény adott pontbeli folytonossaga, a szakadds fajtai. Folytonos
2 ora gyakorlat | fliggvényekre vonatkoz6 tételek. Egyvaltozos valds fliggvény
differencia- és differencial-hanyadosdnak fogalma, geometriai ¢és
fizikai jelentése.
10. |3 6raeldadas |A  derivaltfliggvény  értelmezése. A  folytonossdg és a
2 ora gyakorlat | differencidlhat6sag kapcsolata. Derivalasi szabalyok.
11. |3 6ra eldadas | Hatvanyfiiggvény derivélasa. Osszeg-, szorzat-, hanyados-, dsszetett-
2 ¢ora gyakorlat | és inverz fliggvény derivalasi szabalya. Elemi fliggvények derivalasa.
12. |3 6raeldadds |Egyvaltozos fliggvény magasabb-rendii derivaltja. A differencial-
2 ora gyakorlat | szamitas kozépértéktételei. A 1'Hospital-szabély, Taylor-formula.
13. |3 6raeldadas |2. Zarthelyi dolgozat. Derivalhaté fliggvény monotonitasanak ¢és
2 ora gyakorlat | sz€élséértékének vizsgélata a derivalt segitségével.
14. |3 6raeldadas |Konvexitas, konkavitds, inflexidos pont fogalma. Differencidlhato
2 ora gyakorlat | fiiggvények esetén ezek kapcsolata a masodik derivalttal. A teljes
fliggvényvizsgalat 1€péseli.
15. | 3 ora eléadas

2 ora gyakorlat

Potlasok
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I. AMATEMATIKAI LOGIKA ELEMEI

1. Alapfogalmak

A matematikaban az Aallitdsokat, kijelentéseket itéleteknek nevezzilk és az itéletet
alapfogalomnak tekintjiik.

Minden itélet az alabbi két tulajdonsag koziil pontosan az egyikkel rendelkezik: vagy igaz,
vagy hamis.

Az igaz itélet logikai értékét 1 o
' o -val jeloljiik
a hamis itélet logikai értékét:

~~  Elemi itélet (egyetlen allitast tartalmaz)

ftélet .. _
Osszetett itélet (elemi itéletekbdl épiil fel)

PELDA
8 oszthato 4-gyel Elemi itélet; igaz
A fizika természettudomany Elemi itélet; igaz
Mit csinélsz holnap? Nem itélet
A kutya emldsallat és sin x>2 Osszetett itélet; hamis
Minden négyszog téglalap Elemi itélet; hamis
Ne kiabal;j! Nem itélet

2. Logikai miveletek

2.1 Negacio

DEFINiCIO. Adott A  itélet tagadasa a ,nem A” itélet, melyet az A itélet

negacidjanak neveziink és | A-val jelolink. A | A itélet akkor és csak akkor igaz, ha
A hamis.

A negaci6 miivelettablaja ill. értéktablazata:

A | 1A
i h
h i
PELDA
A (itélet): 3 osztdja 6-nak igaz
| A (itélet): 3 nem osztdja 6-nak hamis
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2.2 Konjunkcio

DEFINICIO. Adott A és B itéletek konjunkcidjdnak nevezziik és A/\B (olv: A és
B)—uvel jeloljik az ,,A és B” Osszetett itéletet. Az A/AB itélet akkor és csak akkor igaz,
ha A is igaz, B is igaz.

A konjunkcié értéktablazata:

| A\B

B
i
h
i
h

S o= o™
-

2.3 Diszjunkcio

DEFINiCIO. Adott A ¢és B itéletek diszjunkcidjanak nevezziik és AVB (olv: A vagy
B)—vel jeloljiik az ,,A vagy B” (megengedd értelmii vagy) Osszetett itéletet. Az AVB
itélet akkor és csak akkor igaz, ha A és B koziil legaldbb az egyik igaz.

A diszjunkcid értéktablazata:

B | AVB
1 1
h

i

h

= S =T o~

i
1
h
2.4 Implikacio

DEFINICIO. Adott A és B itéletekekb6l A elétaggal és B utotaggal képzett
implikacionak nevezziik és A=B-vel jeloljiik a ,ha A akkor B” Osszetett itéletet. Az
A=B itélet akkor és csak akkor hamis, ha A igaz, B hamis.

Az implikaci6 értéktablazata:

A | B | A=B
i i i
i h h
h 1 1
h h 1

2.5 Ekvivalencia

DEFINICIO. Adott A és B itéletek ekvivalencidjanak nevezziik és A<B (olv. A
ekvivalens B)—vel jeloljiik az akkor és csak akkor A, ha B Osszetett itéletet. Az A=B
akkor ¢s csak akkor igaz, ha A és B logikai értéke egyenld.
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Az ekvivalencia értéktablazata:

A | B | A=B
i i i
i h h
h i h
h h 1
2.6 Kidolgozott példak
1. PELDA Készitsiik el az A=(B=A) formula értéktablazatat!
Megoldas
A | B | B=A | A=(B=A)
i i i i Tehat a formula értéke
1 h 1 1 mindig igaz
h i h i
h h i i
2. PELDA Készitsiink értéktablazatota |AA|(JAVB) formulahoz!
Megoldas
A | B [ TA | (AVB |](AVB) [ JAN](JAVB)
i i h i h h A formula
i h h h i h értéke
h i 1 i h h mindig
h h 1 1 h h hamis
3. PELDA Igazoljuk a kovetkez6 azonossagot: A=B = (|AVB) /A (|BVA)!
Megoldas
A | B |]A|]AVB]| 1B | IBVA | (JAVB)A(]BVA) | A=B
i i h i h i i i
i h h h i i h h
h i i i h h h h
h h i i i i i i

Mivel (JAVB)A(|BVA) ¢és A<B logikai értéke mindig azonos, ezért valoban igaz
az azonossag.
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II. AHALMAZELMELET ALAPJAI

— A halmazelmélet a matematika 0j fejezete. Az 1800-as évek 2. felében Cantor német
matematikus vezeti be a halmazelméleti alapfogalmakat (halmazok szamossagaval is
foglalkozik)

— A halmazelmélet nagy jelentéségii, mert a matematika minden aganak modellje felépithetd
halmazelméleti fogalmakkal.

1. Alapfogalmak

1.1 Alapfogalmak, jelolések

A halmaz alapfogalom a matematikéban (bizonyos meghatarozott, kiilonb6z0, valdosagos vagy
gondolatban kialakitott dolgoknak az dsszesége)

Jelolések: AB,C,....H, ... — halmazokat L
jelolnek
a,b,c,....,h, ... — elemeket
aeH jelentése — ,,a” eleme a H halmaznak

— ,,a” benne van a H halmazban
— H halmaz tartalmazza az ,,a” elemet
be¢H jelentése — ,,b” nem eleme a H halmaznak

PELDA vezessiik be a kovetkezd jeloléseket

N":  apozitiv egész szamok halmaza
N: anemnegativ egész szamok halmaza
Z:  azegész szamok halmaza
3eN de 0¢N, 100 € Z
-leN -leZ

1.2 Halmazok megadasa

Egy halmazt adottnak tekintiink, ha minden dologrol, elemrdl egyértelmiien el tudjuk donteni
eleme-e a halmaznak vagy sem.

A halmazok megadasi modjai

a) Analitikus tton: elemeinek felsorolasaval (ha ,kevés” véges sok elemet tartalmaz),
vagy annyi elemének felsorolasaval (ha végtelen sok eleme van), hogy abbdl barmely
eleme képezhetd legyen.

Pl. A:= {Joska, Pista, Pali}
B:=1{2,4,6,...,2n, ...}

b) Szintetikus uton: a halmaz elemeit valamilyen tulajdonsaguk alapjan adjuk meg (tehat,
ha A halmaz azon x dolgok halmaza, melyek t tulajdonsaggal rendelkeznek, akkor ezt
A= {x | t(x)}-el jeloljiik.

PL C:={x,|xe N, 3 | x és x<100}
(C a 3-mal oszthato, 100-nal kisebb pozitiv egész szamok halmazat jelenti)



PMMANB311 Matematika I.

1.3 Halmazok egyenlosége

DEFINiCIO. Két halmazt akkor és csak akkor tekintiink egyenlének, ha elemeik
ugyanazok.

PL: 1) {1,2,3,4} =1{4,3,2, 1}
2) {1,2,3}#{a,b,c}
3) B:=1{2,4,6,...,2n, ...}
C={x,|xeN,2|x}
D:= {a pozitiv paros szdmok halmaza}
B=C, de B=D D={B}={C}
8¢D (D-nek egyetlen eleme van!)

1.4 Ures halmaz

DEFINiCIO. Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, iires halmaznak
nevezziik, és @-val jeloljik.

PL: 0= {az egyenld oldalu tompaszogli haromszogek }

1.5 Venn-diagram
A sik zart gorbevonallal hatarolt pontjaival szemléltetiink halmazokat.
PELDA M: = {a vizsgan kaphat6 osztalyzatok}={1, 2, 3, 4, 5}
\

4 2,5

2. Részhalmaz, tartalmazas

DEFINiCIO. Az A halmazt a B halmaz részhalmazanak nevezziik, ha A minden
eleme B-nek is eleme.

Jele: AcB w. BoA

DEFINICIO. Az A halmaz valddi részhalmaza B-nek, ha A része B-nek, de A =B.

Jele: AcB . BoA

©)
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3.1

3.2

TETEL Minden A-ra AcA reflexivitas
Ha AcB és BcA, akkor A=B antiszimmetria
Ha AcB és BcC, akkor AcC tranzitivitas

Qc A, minden A-ra

TETEL AcA egyetlen A-ra sem all fenn
Ha AcB, akkor B¢A
Ha AcB és BcC, akkor AcC

3. Miiveletek halmazokkal

Halmazok metszete

DEFINiCIO. Két halmaz metszetén v. kozds részén azoknak az elemeknek a
halmazat értjiik, amelyek mindkét halmazban benne vannak.

Jelolés: A és B halmaz metszete AnB

Szemléltetés:

% ANB

ANB

DEFINICIO. Ha A-nak és B-nek nincs kozos eleme, ANB =, ekkor az A és B un.
diszjunkt halmazok.

Halmazok egyesitése

DEFINICIO. Két halmaz egyesitésén v. unidéjan azoknak az elemeknek a halmazat
értjiik, amelyek a két halmaz koziil legalabb az egyikben benne vannak.

Jelolés: A ¢és B halmaz egyesitése =~ AUB

Szemléltetés:

| AUB

10
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TETEL — Tetszlleges A, B halmazokra fennallnak az
AnBc Ac AuB ¢és AnBcBc AuB
tartalmazasi kapcsolatok.

— Ha AcB, akkor AnB=A ¢és AuB =B

3.3 Halmazok metszetének és egyesitésének miiveleti tulajdonsagai

TETEL Tetszdleges A, B, C halmazokra

1. An(BNC) =(AnB)NC Au(BUC) = (AuB)uC asszociativ
2. AnB=BnA AUB =BUA kommutativ
3. AnA=A AUA=A idempontens
4. An(AuB)=A Au(AnB)=A elnyelési tul.
5. An(BuC) = (AnB)u(ANC) Au(BNC)=(AuB) n(AuC) disztributiv

3.4 Halmazok kiilonbsége

DEFINICIO. A és B halmazok kiilonbségén értjiik A 0Osszes olyan elemének a
halmazat, amelyek nincsenek a B-ben.

Jele: A\B

Szemléltetés:

A [
B A\B

Képletben: A\B = {x | x€A, de x¢B}

TETEL — Tetszbleges A, B halmazokra
A\B = A\(AnB) = (AuB)\B
~-HaA\B=0 <, haAcB

3.5 Komplementer halmaz

DEFINiCIO. A H halmaz valamely A részhalmazdnak H-ra vonatkozo
komplementerén értjilk a H\ A halmazt.

Jelolése: Au = H\A V. A = H\A

11
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3.6

3.7

TETEL — H halmaz tetszdleges A és B részhalmazaira

(A)=A

AnA =0 : AuA =H

ANnB=AUB , AUB = A'B < (de Morgan képletek)
Hatvanyhalmaz

DEFINICIO. Egy H halmaz 0Osszes részhalmazai 0jabb halmazt alkotnak, ezt
nevezziik a H hatvanyhalmazanak.

Jele:  P(H) — H hatvanyhalmaza; H halmaz P(H) alaphalmaza
AcH ugyanazt jelenti mint Ae P(H).

PELpA H={l, 2,3}

Részhalmazok: H, =0
Hy = {1} Hs = {2} Hy= {3}
Hs={1,2} He¢={2,3} Hy={1,3}
Hg=Hs={1, 2, 3}

HicH (=1,...,8)

Most H elemeinek szdma: 3

P(H) elemeinek szama: § = 2°

MEGJEGYZES:  Altalaban is igaz, hogy ha H elemeinek szama n (véges!), akkor
P(H) elemeinek szama: 2".

Halmazok Descartes-szorzata

DEFINICIO. A H, H,,..., H, nemires halmazok Descartes-szorzatan a
kovetkezd halmazt értjiik:

H]XH2XH3...XHH = {(hl, hz,. ..,hn) | h1€H1,h2€H2,...,hn€Hn}

Specialis Descartes-szorzatok

1. Ha H]ZR, HZZR
H;xH, = RxR = R* = {(x, y) | x€R, yeR}
R* — a rendezett valés szamparok halmaza
a rendezettség miatt pl: (2, -1) = (-1, 2)
R* — szemléltetve: a sik

2. RxRxR =R3 = {(x,y, z) | xR, yeR, zeR}
R? — a rendezett valds szamharmasok halmaza
R? — szemléltetve: a tér

12
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3.8 Szamhalmazok

Természetes szamok halmaza Jele: N
N: = {a pozitiv egész szam ésa 0} = {0, 1,2, 3, ...}
Elvégezheto miiveletek: dsszeadas, szorzas, kivonas

Egész szamok halmaza Jele: Z
Z:=1{0,-1,1,-2,2,-3,3, ...}
Elvégezheté miiveletek: 6sszeadas, szorzas, kivonas

Racionalis szdmok halmaza Jele: Q

Q:={x|x= g,pGZ, q€Z,q #0}

Elvégezhetd miiveletek: dsszeadas, szorzas, kivonas, osztas (0-val nem osztunk!)

(Tehat a racionalis szamok, a két egész hanyadosaként felirhaté szamok.)
A raciondlis szam tizedestort alakja: véges v. végtelen szakaszos tizedes tort.

Pl: 5, -4 1247 %: 0,3
Irracionalis szdmok halmaza Jele: Q*

Q:=1{a végtelen nem szakaszos tizedestortek }

irracionalis szam: nem irhato fel két egész hanyadosaként
1

PI: \/g, 3n, 1g3, cos6, log,4, 23 stb.

A valds szamok halmaza Jele: R

R: =QuQ’

A valos szamhalmaz szemléltetése Venn-diagrammal

3.9 Halmazok szamossaga

Véges sok elem esetén: az elemek szama adja a halmaz szdmossagat

_— megszamlalhatéan végtelen sok

Végtelen sok elem esetén:

nem megszamlalhatoan végtelen sok

elem( halmazokrol
beszélhetiink

13
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III. VEKTORALGEBRA

1. Alapfogalmak, alapmiiveletek

1.1 A vektor fogalma

A vektor fogalma a fizikabdl szarmazik.
A fizikai mennyiségek lehetnek:
a) skaldr jellegli mennyiségek: értékiik egyértelmiien megadhato egyetlen valos szammal
Pl.: tavolsag, tomeg, id6, hdmérséklet, munka stb.
b) vektor jellegli mennyiségek: iranyitott szakasszal adhatok meg (melyet nagysaga,
allasa, iranyitasa hatdroz meg)
PL.: elmozdulés, sebesség, erd, gyorsulas stb.

DEFINICIO. Vektoron iranyitott szakaszt értiink, melyet hossza, alldsa és iranya
hataroz meg.

Jele: a,b,c, ...

e

A AB, CD, ...

A avektor kezdpontja
B a vektor végpontja

MEGJEGYZES:
A matematikaban a vektort szabadnak tekintjiik! A kezdépontja tetszdleges!

DEFINICIO. Vektor abszolut értékén a vektort abrazolo iranyitott szakasz hosszat
(nagysagat) értjiik.

s |l_)

Jele: |§ , ‘HS‘

DEFINICIO. Két vektor egyezd allasi, ha az Oket tartalmazod egyenesek
parhuzamosak.

DEFINICIO. Két vektor egyenld, ha abszolut értékiik, allasuk ¢és iranyuk
megegyezik.

14
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PlL.:

\ 4

I
Il
[on

v

e
H
<]

<€

DEFINICIO. Azt a vektort, melynek abszolut értéke nulla, zérusvektornak
(nullvektornak) nevezziik.

A zérusvektor allasa ¢€s iranya tetszéleges.

Jele: 0 ; |0]=0

DEFINICIO. Azt a vektort, melynek abszolut értéke egységnyi, egységvektornak
nevezzik.

MEGJEGYZES:

A v vektorral azonos allasu és irdnyu egységvektort v,-al vagy  e,-vel
jeloljuk (y # Q) .

DEFINICIO. Kollinearis (parhuzamos) két vektor, ha allasuk megegyezik.

DEFINICIO. Komplanarisak azok a vektorok, amelyek egy sikkal parhuzamosak.

DEFINICIO. Két vektor szdge, az Gket tartalmazo egyenesek 180 -nal nem nagyobb
szoge.

1.2 Vektorok osszeadasa

DEFINICIO.

1. Az a és b vektorok (g, beR’ ) 0sszegén azt az a + b —vel jeldlt vektort értjiik, amely

az a kezddpontjatbol a b végpontjaba mutat.

15
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2. Ha a ¢és b kiilonbozé allasuak, akkor a + b vektort megadja az a és b-vel (mint
oldalakkal) szerkesztett paralelogramménak, a vektorok kozos kezddpontjabol
indul6 atlovektora.

MUVELETI TULAJDONSAGOK

ab,c eR’ tetszOleges vektorokra
atb=b+a
at(b+te~@a+b+c
at0=a
at+t(-a)=0 (ahol —a, a ellentettje
|-al|=]al| , -a|la, de ellentétes iranytak)

1.3 Vektorok kivonasa

DEFINiCIO. Az a és b vektorok a - b —vel jeldlt kiilonbségén azt a vektort értjik,
amelyet b —hez hozzdadva az a-t kapjuk.

Nem kommutativ
b-a#a-b

16
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1.4 Vektor szorzasa skalarral (vektor szamszorosa)

DEFINICIO. Az a vektor és a A valds szam Aa -val jelolt szorzatan azt a vektort
értjiik, amelynek abszolut értéke |A||al, alldsa megegyezik a allasaval, irdnya a irdnyaval
egyenld, ha A > 0, a -val ellentétes irdnyt, ha A <0 .

Tehat [Aa| = |Alla
Aa || a

MUVELETI TULAJDONSAGOK:
a,beR A peR

a,=—-a a iranyu egységvektor , haa=#0

1.5 Vektorok linearis kombinacioja
DEFINICIO. Az aj, a,..., 8, vektorok linearis kombinacidjan a
Aai+ha+ ...+ ha
vektort értjiik, ahol AieR i=1,..., k

1.6 Vektorok felbontasa

1. TETEL
Ha a#0, akkor barmely a-val parhuzamos (kollinedris) v egyértelmiien eléallithatd a

linedris kombinacidjaként, azaz létezik egyértelmiien meghatarozott a € R, hogy

v=oaa .
Bizonyitas. Legyen via és az0
Ekkor két eset lehetséges
o) Ve =2 B)  Ve=-a
o) esetén ‘_’ZXe"_’Zée‘M—%'@ |X|=%‘a
a a
1
ahol a, =—-a
a
Tehat X:M@:a'@ ahol oc:M
| la]

17
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, 1 lv]
B) esetén v=y,[y|=-a, |y =-—-aly=-7a
a a
, Y v
Tehat v=—"—-a=o0-a ahol oa=-—
i a
Ha v=0 |, akkor v=0=0-a all fenn, azaz a=0
2. TETEL Két vektor akkor és csak akkor parhuzamos, ha legaldbb egyik a masik
$Zamszorosa.
3. TETEL Ha két vektor a és b nem parhuzamosak, akkor az a és b vektorok

sikjdba es0 barmely v egyértelmiien eldallithatd az a és b vektorok linearis
kombinaciojaként, azaz 1étezik olyan a , B € R, melyekre

Bizonyitas. Végezziik el a kovetkezo szerkesztést!

a B A szerkesztés egyértelmiiségébol

kovetkezik, hogy a és B
egyértelmiien meghatarozott.

b’

A
oa 0 a

MEGJEGYZES: A 3. TETEL igy is megfogalmazhato:
Ha afb ¢é a,b,v  komplanarisak, akkor v egyértelmiien eldallithato

a é b lineéris kombinécidjaként.

4. TETEL Hérom vektor akkor és csak akkor komplanaris (egysikt), ha legalabb
egyikiik a masik kettd linedris kombinacidja.

5. TETEL Ha a, b, ¢, nem komplanaris (nem egysiku) vektorok, akkor a tér
barmely v vektora egyértelmiien eléallithatdé az a, b, c vektorok linearis
kombindciojaként.

Bizonyitas. A bizonyitas gondolatmenete azonos a 3. TETEL bizonyitasaval.

A szerkesztés egyértelmiiségébdl kovetkezik, hogy o, P, y € R valés szamok
egyértelmiien meghatarozottak.

v=mtyc=aa+tfBb+yc
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MEGJEGYZESEK

1. Két nem parhuzamos vektor a sikot, hdrom nem egysik vektor a teret ,kifesziti”, mert
linearis kombinacidjukkal a sik, ill. a tér minden vektora egyértelmiien eldallithato.

2. A sik 2 nem parhuzamos vektora a sik egy bazisa, a tér 3 nem komplanaris vektora a tér
egy bazisa.

DEFINiCIO. A tér nemkomplanaris, k6zos kezddpontbdl felmért a, b és ¢ vektorai az
adott sorrendben jobbrendszert alkotnak, ha ¢ iranyabol nézve az a vektor az 6ramutatod
jérasaval ellenkezd 180 -nal kisebb szogili forgatassal a b irdnyaba forgathato.

s

MEGJEGYZESEK

1. Ha a, b,c jobbrendszer = b, a,c balrendszer!
2. A jobbrendszert jobbkeziink ujjaival, a balrendszert balkeziink ujjaival szemléltetjiik.

1.7 Vektor koordinatai

Vegyiink fel a térben egy O pontot, valamint az O ponttdl kiindulé harom, péaronként
egymasra merdleges egységvektort, jelolje dket i, ], k és alkossanak ebben a sorrendben
jobbsodrasu rendszert. Ezeket nevezhetjiik bazisvektoroknak. Az i, j, k a tér bazisa.
(ortonormalt bazis!).

Az 5. TETEL értelmében a tér barmely v vektora egyértelmtien felirhat6 a bazisvektorok
linearis kombinacidjaként. Legyen a felbontas

v=xityj+zk

VA AN
zk RN
5 P
v
k
yi N

O \\\ > 2, 7 y

T
xi N
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DEFINiCIO. Az X, y, z valos szamok a v vektor koordinatdi, az x i, y ], z k vektorok
a v vektor komponensei (az i, j, k bazisban).

Tehat a v koordinatait egy rendezett szamharmassal

a v=(X,Y,2) — sorvektoros alakban szoktuk kifejezni,
X
de v=|y — oszlopvektoros alakban is hasznalhatjuk.
z
MEGJEGYZES

1. Masik bazist is valaszthattunk volna!
2. v koordinatai fliggnek a bazisvektorok valasztasatol.
3. Assik, pl. az x, y sik v vektorat
v=Exityj+t0z=xity]
alakban allithatjuk eld, igy v koordinatai

v=(x,y,0) v=(x,y)
X

V= [ } rendezett valos szdmpar
y

4. A tér v vektorai és a tér P pontjai kozotti kolcsondsen egyértelmit megfeleltetés miatt a v és
P végpontjanak koordinatai azonosak.

A v a P pont helyvektora.

1.8 Miiveletek koordinataikkal adott vektorokkal

TETEL A v; = (X1, V1, Z1) és a Vo = (X2, Y2, Z2) adott vektorok esetén v; = v, akkor és
csak akkor, ha x| =Xy, y1 = y2, z| = 7, egyszerre teljesiil.

TETEL A v=(X,y, z) vektor A-szorosanak Av -nek koordinatai Av = (Ax, Ay, Az).

TETEL Az a=(a;, ap a3) ¢s b = (b, by, bs) vektorok 0Osszegének,
kiilonbségének koordinatai:

g+h:(al+bl,a2+b2’a3+b3)

@‘b:(al _bl’az_bz,a3_b3)

2. Vektor szorzasa vektorral

2.1 Vektorok skalaris szorzata

DEFINICIO. Két vektor skalaris szorzatan a két vektor abszolut értékének és az
altaluk bezart szog koszinuszanak szorzatat értjik.

Jele: ab

Képlettel: ab:=|a||bl-cos(a, b)<
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MEGJEGYZES: A skalaris szorzat eredménye nem vektor, hanem skalar mennyiség.

MUVELETI TULAJDONSAGOK
a,b,c tetszOleges vektorok o, pPelR

a(@ab)=(aa)b

a(ab)=a(ab)

(aa) (Bb)=(a B)ab)
ab=ba

a(b+tc)=ab+ac

TETEL Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor merdleges
egymasra.

Bizonyitas.
1. rész: Ha alb, akkor a-b=0 Most ezt bizonyitjuk!
Ha alb, akkor (a,b)<(=90°, és c0s90°=0 = ab=0
2. rész: Ha a-b=0, akkor alb Most ezt bizonyitjuk!
Legyen a-b=0 azaz [a||b|-cos(a,b)<=0 = alb
Ha |g|=0 = a=0 ¢éallb
Ha |b|=0 = b=0 ésa0.la

Ha |g| #0, lg| #0, akkor cos(g,lg)<i= 0 = (g,lg)<i= 90°

PELDA i, ],k alapvektorok (paronként merdlegesek, jobbrendszer)
ij=jk=ki=1-1-c0s90° =0
Jji=kj=1ik=0

TETEL Koordinataival adott két vektor skalaris szorzata:

Ha a=(al,a2,a3)=ali+azj+a3k

b=(b,,b,,b,)=bji+b,j+bk , akkor

a-b=ab, +a,b, +a;b,

Bizonyitas.
ab= (3-11"' a,j+ a3k)(bli+b2j+b3k) -

a megfeleld miiveleti tulajdonsagot felhasznalva
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=ab,i’ +ab,ij+ab,ik+
+a,b, ji+a,b,j’ +a,b; jk+
+a;b ki+a;b,kj+a,b;k’ =ab, +a,b, +a;b,
a korabbi eredmények felhasznalasaval

a abszolut értékének Kkiszamitasa
aa=a’=fafal-cos0’ =l = a|=ya’

2 2 2 2
a =3 +a, +ta,

Tehit la|=y/a,’ +a,” +a;’

PELDA

Legyen a=(2,1,0), b=(-1,2,-6) ab=? , [a=?

Megoldds ~ a-b=2-(-1)+1-2+40-6=0 = alb

a=+22+1240 =5

A FIZIKABAN
A munka: egy pontszeri, egyenes palyan mozgo6 testre hato allando eré munkaja:
F i W=IE|-cosa-|tf|]=F-r
o | /]\
E . skalaris szorzat
Ey
Tehat: W=F-r

2.2 Vektorok vektorialis szorzata

DEFINICIO. Két vektor vektorialis szorzatan azt a vektort értjiik, amelynek
— abszolut értéke a két vektor abszolut értékének és a kdzbezart szogiik
szinuszanak szorzata,
— alldsa mindkét tényezore merdleges
— irdnya pedig olyan, hogy az elsé tényezd, a masodik tényezd és a vektori
szorzat ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.
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Jelolés: axb a és b vektorialis szorzata

axbf:= ] bfsin a.b) <

a,b,axb ebben a sorrendben jobbrendszert alkot

MUVELETI TULAJDONSAGOK

a,b,c tetszéleges vektorok ; o, B eR

TETEL Két vektor vektorialis szorzata akkor és csak akkor zérusvektor, ha a két vektor
parhuzamos (egyez0 allasu).

Bizonyitas Legyen a két vektor a ésb

Ha a=0 (v. b=0) a tétel trivialisan teljestil

Ha Ha a =0, b#0

1. rész: Ha a|b, akkor axb=0
Bizonyitds Ha a|b, akkor (a,b)<=0° v. 180°,
de ekkor |gx]2|=|g||b| sin(g,lg)<1=0, de
ez azt jelenti, hogy axb=0
2. 1rész: Ha axb=0, akkor a b
Bizonyitds laxb|=[a||b|sin(a,b)<=0 = sin(a,b)<=0,

tehat (a,b)<=0° v. 180°

PELDA 1,1,k alapvektorok (jobbrendszert alkotnak!)
ixi=jxj=kxk=0 el6zo tétel szerint
ixj=k Jxk=1 kxi=j

TETEL Koordinataival adott két vektor vektorialis szorzata:

Ha a=(aa,a,), b=(b,,b,,b,), akkor

axb=(a,b,—ab,)i—(ab,—ab)j+(ab,—a,b )k
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Bizonyitds
axb=(ai+a,j+a.k)x(bi+b,j+bk)=
=ab, (ixi)+ab, (ixj)+ab,(ixk)+
+a,b, (jxi)+a,b, (jxj)+a,b; (jxk)+
+a,b, (kxi)+a,b, (g x j)+ a,b, (kxk)=
=abk-ab,j-abk+ab,i+ab j-ab,i=
=(a,by—ab,)i—(ab,—ab,)j+(ab, —a,b )k =

ij k
=la, a, a, DETERMINANS
b, b, b,

TETEL Két vektor vektorialis szorzatanak abszolut értéke a két vektor altal kifeszitett
paralelogramma teriiletének mérészamaval egyenlo.

Bizonyitas
b/ |m T =al - m=a - bl sin y
T=laxb)
Y /
a
PELDA
Legyen a=(6,1,0), b=(-21,2) axb=7?, laxb|="?
Megoldas
1k
axb=[6 1 0[=(2-0)i—(12-0)j+(6+2)k=2i-12j+8k
21 2

axb=2i-12j+8k=(2,-12,8)
laxb| =4 +144+64 =212

A FIZIKABAN

M =rxF

(O pontban rogzitett merev testre P pontban F allandé eré hat, melynek hatasvonala nem
halad at O ponton. Ezen F erdnek a testre forgatd hatdsa van, amelyet forgatonyomatéknak
neveziink.)
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%
r=0P; (,F)<=a

k azerd karja

k =|r| sin o

M| =t| [F|  sin o

o
M=rxF
Mlr ; ML1F; r,F.M jobbrendszer
2.3 Vektorok vegyes szorzata
DEFINICIO. Az a,b,c vektorok vegyes szorzatan az a X b-nek a c-vel képzett

skalaris szorzatat értjiik, jelea b ¢
abc=(axb)c=|axb||c|cos(axb,c)<
A VEGYES SZORZATA GEOMETRIAI JELENTESE
TETEL Az abc vegyes szorzat abszolut értéke annak a paralelogramma alapu ferde

hasdbnak a térfogatdt adja, amelynek egy csticsabol kiinduld 3 élvektora éppen az
a, b és ¢ vektor.

Bizonyitas
axb
(axb, o)< =a
a
V=T -m=axb|-[c] [cosa|=|axb)c/=[abc|
V=labc]|

MUVELETI TULAJDONSAGOK
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a,b,c tetszOleges vektorok

} A geom. jelentésbol

—_
|
[on
Ie]
Il
[on
Ie)
|
Il
Ie)
|
[on

kov.

[\
|
|
[ox
e}
I
1c*
|
Ie]
Il
Ie]
|c*
|
I
|
Ie]
|c*

98]
|0
|c*
e}

I

—_
o

X

|c*
~
e}

I

|
—~~
o

X
e}
~

TETEL Hérom vektor vegyes szorzata akkor és csak akkor zérus, ha a harom vektor
komplanaris (egysiku).

TETEL Koordinataival adott harom vektor vegyes szorzata, ha

a=(ay, a,a3) , b=(by, b2, b3) , c=(c1, 2, 0¢3) az
a, 3, a,
b, b, b, harmadrendli determinanssal egyenld, azaz
¢ 6 G

a
abe=lb, b, b= (b2C3 —bsc, )al - (blc3 —bc, )az +(blcz —byc, )a3
C C

3. Koordinatageometriai alkalmazasok

3.1 Az egyenes
Adott P, (x,,y,,z,) pontés v=(v,,v,,v,)#0 vektor.

’e’ egyenes haladjon at P, ponton ¢€s e legyen parhuzamos v-ral (v az egyenes irdnyvektora!)

P,ee
elv

P(x; y; z) pont akkor és csak akkor van az e egyenesen, ha

P P =r—r, vektor egyezd allasu (parhuzamos) v-ral, azaz ha 3 olyan t € R szam, hogy

[}

r-r,=t-v teR

=0 —_

teR

=
Il

1=
+
-t

I<
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TETEL Ha egy egyenes adott P, pontjanak helyvektora r,, iranyvektora pedig v=0,
akkor az egyenes paraméteres vektoregyenlete:

r=r,+t-v teR
alaku, ahol r az egyenes valamely P pontjaba mutatd helyvektor és t paraméter, t e R .

Az egyenes paraméteres egvenletrendszere

P, (X09 YO’Zo) o L= (XO, Yoo ZO) — az egyenes adott pontja és helyvektora
P (X, Yy, Z) , I= (X, Yy, Z) — az egyenes vm. pontja és helyvektora
v=(v,v,,v;)#0 — az egyenes iranyvektora

ha r=r,+t-v te R, akkor

a megfeleld koordinatdk egyenldségét felirva

X=X, +tv,
y=y,+tv, — az egyenes paraméteres egyenletrendszere
z=2z,+1tv,

Ha v, 20, v,#0, v, #0 a 3 egyenletbdl

X=X _¥Y=Yo 272, az egyenes paraméteres
v, v, v, egyenletrendszere

PELDA Irjuk fel az A(2, 3,1 ) és B(—S, 7,2 ) pontokon athalad6 egyenes
paraméteres egyenletrendszerét!
AB=(-7,10, 1)

Megoldas iranyvektora: V=
egy pontja: A=(2,3,1)

Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:

Xx=2+7t
y=-3+10t teR
z=1+t

3.2 Asik
Adott P, (x,,y,.z,) pontés n=(A,B,C)=0

S sik illeszkedjen a P, pontra és legyen merdleges n-ra (n a sik normalvektora!)
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Pxy,20 , 1=(XYy,2)
P, (XO’ Yo, Zo) , L= (Xo, Yo» Zo)
n=(A,B,C)%0

A P pont akkor és csak akkor van az S sikon, ha

P P =r—r, vektor merdleges n-ra, azaz ha skalaris szorzatuk 0.

n(r-r,)=0 (skalaris szorzat)

TETEL Ha egy sik adott P, pontjanak helyvektora r,, normalvektora pedig n=0,
akkor a sik vektoregyenlete:

n(r-r,)=0
Az sik altalanos egyenlete:
n= (A, B,C)
r=(x,y,z) r—r, =(x—x,,y-Y,,2-2,)

zo (Xo’yo’zo)
A sik vektoregyenletében szereplo skalaris szorzatot a koordinatakkal kiszamitva:

A(x-x,)+B(y-y,)+C(z-2,)=0 a sik 4ltalanos egyenlete

Ezt atrendezve

Ax+By+Cz+D=0 ahol D=-(Ax,+By,+Cz,))

a sik altalanos egyenlete

PELDA Irjuk fel azon sik egyenletét, amely illeszkedik a P (l, 2,3 )

pontra és
parhuzamosa 3x-4y-5z-3=0 egyenleti sikkal!

Megoldas Az adott sik: n=(3,-4,5)
A két sik normalvektora azonos!
A keresett sik egyenlete: 3(x—1)—4(y+2)y+5(z-3)

atalakitva: 3x—-4y+5z=26
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IV. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENY

1. A fiiggvény fogalma (altalanosan)

DEFINiCIO. Ha egy A halmaz bizonyos elemeihez hozzarendeljiik egy B halmaz
egy-egy elemét, akkor az A halmazbdl a B halmazba vivo fliggvényt értelmeztiik.

Jele:  ha filyen fliggvény jele

f:A—>B
A halmaz az f:A—>B fiiggvény alaphalmaza
B halmaz az f:A—>B fliggvény képhalmaza

Ha acA ¢és f fiiggvény a-hoz az f(a)-t rendeli B-bdl, akkor f , a’ helyen felvett
helyettesitési értéke f(a)eB.

DEFINiCIO. Az f:A —> B fliggvény értelmezési tartoménya azon A-beli elemek
halmaza, amelyekhez f ténylegesen hozzarendeli B valamelyik elemét.

Az f értékkészlete pedig azon B-beli elemek halmaza, amelyeket f
hozzéarendel, az A-nak legalabb egy eleméhez.

Jelolés: f értelmezési tartomanya D¢
f értékkészlete Rs
D, cA €s R, cB
PELDAK
L. f:R>R ; f(v)=+1-V° egyvaltozds  valds
D, =[-L1]cR ; R,cR fliggveny
2. f'R?SR ; t(a,m) = am A terilete
2

kétvaltozos  valods
D, :{(a,m)|(a,m)e]R{2 ,a>0,m>0 } cR®* , R,=R'cR fiiggvény

2. Szamsorozatok

2.1 A szamsorozat fogalma

DEFINICIO. Szamsorozatnak nevezziik azt a fliggvényt, amely minden pozitiv egész
szamhoz egy-egy szamot rendel (ez a szam lehet valos, de komplex is!)

Jelolése: {aj, ap, as,..., ap,...}
a, a sorozat n-edik, v. alt. eleme
{a,} — a sorozat rovid jelolése
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MEGJEGYZES: A sorozat mint fv. értelmezési tartomanya:
A sorozat mint fv. értékkészlete cR (cC)
Sorozatot megadhatunk

1.

Képlettel

plioa) Jp 1111 1 neN’
2’374 " ’n

1
n
N N valos sorozatok
bojr1r 1 (1 (2L neN’”
39757 T3 3

= {i“} neN”
2. Rekurziv definicioval

pl.: a) (azun. Fibonacci-féle szdmsorozat) valos sorozat
a) = 1 ~
a,= a,. + ano, ha n=3, neN
a) = 1

{1,2,3,5,8,13,...}

b) a;=1 a, :&+1, ha n=2, neN
n
L33 n
b 2 > 2 2 8 FR
3. Képzési utasitissal
pl : legyen a, a m n-—edik tizedesjegye valds sorozat
{3,1,4,1,5,9,2,6,5,3,6,...}

4. Grafikusan

an
1 + °
1 n-1
- neN’
St - {@ }
2 * . valos sorozat
| | | | ?
1 2 3 4

MEGJEGYZES: Mi valds szamsorozatokkal foglakozunk részletesebben!

30
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2.2 Monoton és korlatos sorozatok

Monoton sorozatok

DEFINiCIO. Az {a,} sorozat ndvekedd, ha a ~a_,
{an} sorozat szigortian ndvekedd, ha a <a_,
{an} sorozat csokkend, ha a -—a_,
{an} sorozat szigortian cs6kkend, ha a_ ~a_,
teljesiil ¥V neN" esetén.
PELDAK
1. {0,2,4,6,8,...} szigortian novekedd sorozat
2. {0,0,-1,-1,-2,-2,-3,-3,...} monoton csokkend sorozat
3. {-1,1,-1,1,...} nem monoton sorozat
n+3 + . -
4. {a,} = neN Milyen monotonitasu?
2n—-1
. +4
" 2n+1
n+4 n+3 -7
a = =<0

T T 201 @n+D)2n-1)
V neN” esetén

Tehat a sorozat szigorian monoton csékkend.

Korlatos sorozatok

DEFINiCIO. Az {a,} sorozat feliilrél korlatos, ha JKeR, hogy
VneN'-re a =K
Az {a,} sorozat alulr6l korlatos, ha 3 keR, hogy

k=a,

Az {a,} sorozat korlatos, ha alulrél és feliilrdl is korlatos,

azaz ha VneN'-re  k=a =K
k szam a sorozat also korlatja
K szam a sorozat fels6 korlatja
MEGJEGYZESEK:

1. Korlatos sorozatnak végtelen sok also, ill. fels6 korlatja van.
2. A felso korlatok kozott van legkisebb, az alsé korlatok kozott van legnagyobb.

DEFINICIO. Feliilr6l korlatos sorozat legkisebb felsd korlatjat a sorozat felsd
hataranak (szuprémumanak);

alulrol korlatos sorozat legnagyobb als6 korlatjat a sorozat alsdé hatdranak
(infimumanak) nevezzik.
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PELDAK
{a,} = {1+2n} neN’ alulrél korlatos sorozat
mivel 3=1+2n VneN" —re 3 a sorozat infimuma!
1 + ,
2. {a,} = {—} neN korlatos sorozat
n
1_ . .
0<—=1 VneN 0 infimum
n
1 szuprémum

2.3 Sorozatok konvergenciaja

1. Legyen a, =2+(-1)" A ;o 2+(-1) l} neN’
n n
2+(_1)“ l = 1’2,252’2’2’2,1_7’1_7’
n 23456 7 8 9
1
Ay =2+——=2,001
o 1000

n novelésével hogyan viselkednek a sorozat elemei?

Igaz-e: ha n= oo a, =2

Nem igaz! A o nem tényleges mennyiség, hanem egy minden hatdron tul

folytathato folyamat szimbo6luma. Tehat itt, ha n — o, akkora,k — 2

Itt a 2 szamot a sorozat hatarértékének nevezzik.

2. Legyen b, =(-3)" ; {(—3)”} neN+
[(-3)'}={-3,9,-27,81,..} sorozat esetében tigy gondolhatjuk nincs olyan

szam melyet a, megkdzelit, ha n — oo

DEFINIiCIO (1). Az {a,} sorozat konvergens, ha 3 olyan A€eR szam, hogy A V
kornyezetébe a sorozatnak véges sok eleme kivételével minden eleme beletartozik és
ekkor az A szamot a sorozat hatarértékének nevezzik.

DEFINICIO (2). Az {a,} sorozat konvergens és hatarértéke az A szdm, ha V £>0-hoz,
meghatarozhatd olyan N, természetes szam (N, e—tol fiiggd), hogy ha n>N, akkor
a, — A| <gl.

Az A szam az {a,} hatarértéke, jelben:

lima, =A v. a, >A,ha n—>o

n—oo
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MEGJEGYZESEK
1. AzAszam ¢ sugaru kornyezetén (e>0) az

|A-g; A+ €| nyilt intervallumot értjiik, azaz
|A-g; A+ g| = {x xeR,Ae<x< A+8}

A-g A Ate

2. |arA|<g = -e<ap-A<g
A-g<a,<A+te

3. Az {a,} sorozat konvergencidjara adott két definici6 ekvivalens.

1. TETEL Konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van.
DEFINiCIO. Az olyan sorozatot, amelynek nincs hatarértéke divergensnek nevezziik.
PELDAK

1. Divergens sorozatok:
{(_3)11} = {_35 95 '27’ 81’ }
{n*} = {1,4,9,16,25, ...}

: 1+2
2. Bizonyitsuk be, hogy az { ;+ n} sorozat konvergens!
n

Megoldas
lé 7 2 E 197 2001 20001 }
457677 771007 7100277100027 T
| | |
Aog 41000 410000
Sejtés: a hatarérték A=2

A 2. definicioval igazoljuk, hogy a hatarérték 2.
frjuk fel és oldjuk meg az |a,-A| < & egyenlétlenséget n-re, majd elemezziik a megoldast.

1+2n Vex>0
-2|<e

2+n ne N

—“l<s

2+n

=

— L <g

|2+n|

i<a = E-2<n
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Itt N, = [2—2} . Tehat ha n>N_ = {2—2} , akkor |a,-2| < €, azaz a sorozat teljesiti a 2.
€ €

. 1+2
definicidt, igy {?n} konvergens ¢és hatarértéke 2.
n

_l’_
Jelben: lim 1*2n =2
n—o 2+n

A konvergencia bizonyitas vége!

A sorozat azon elemei melyekre n>N, a ]2-8, 2+s[ intervallumban, azaz a 2 & sugart

kornyezetében vannak. Véges sok elem: a;, a, a3, ..., ano esik csak kiviil a 2 ¢ sugara
kornyezetén.
PL: legyen €=3-10" No:|:3 30_3 —2} =998 kiiszobszam!
Tehat
a 2 0,003 sugari kornyezetén kiviil esd elemek: ay, a,, as, ..., agog
a 2 0,003 sugarikornyezetébe esé elemek: 999, 21000, A1001, --.— Végtelen sok
2. TETEL Ha {an}  konvergens, akkor korlatos.
Bizonyitas. Legyen lima, = A

n—»0

crer

Ekkor pl.:  e=1-hezis = I N,eN', hogy ha n>N,, akkor | a,-A | < 1=A-1<a,< A+l
A sorozat azon elemei, melyre n>N,, teljesitik a fenti egyenlotlenséget.
A sorozat ai, 4, as,..., ano elemei vannak kiviil az ]A—l, A+1[ intervallumon.

Valasszunk also korlatot: k =min{A-1, aj, ay, ..., ano}
Vilasszunk felso korlatot: K =max{A+1, aj, ay, ..., ano}

[, O

A-1 A A+l

Minden n-re k=a =K tehata sorozat korlatos!

MEGJEGYZES: Az el6zd tétel megforditdsa nem igaz, azaz van olyan korlatos sorozat,
amely nem konvergens!

DEFINICIO. Az acR  szdmot az{a,} torlddasi pontjanak nevezziik, ha o V
kornyezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza.

PELDA {(-D"={-1,1,-1,1, ...}
Két torlodasi pont: -1 és 1
De: a sorozat divergens!
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2.4 Konvergenciakritériumok

— A konvergencia definicidja alapjan gyakran nehéz bizonyitanunk konvergens-e az adott
sorozat, ehhez ugyanis ismerniink kellene a sorozat hatarértékét!

— El6fordulhat nem is vagyunk kivancsiak a hatarértékre, csupan az érdekel benniinket,
konvergens-e a sorozat (azaz van-e hatarértéke!)

— Fontos olyan kritériumok ismerete, melyek segitségével a konvergencia egyértelmiien
eldonthetd.

Kiilon megadhatunk a konvergenciara
— sziikséges
— elégséges
— sziikséges ¢és elégséges
feltételeket!

2.4.1 A konvergencia sziikséges feltétele

TETEL A konvergencia sziikséges feltétele a korlatossdg. (Masképp
fogalmazva: Ha {a,} konvergens, akkor korlatos.) (Korabban biz.!)
MEGJEGYZESEK

1. A nem korlatos sorozatok divergensek

2. Ha a sorozat korlatos, még nem biztos, hogy konvergens is!

PELDAK
1Y (1Y ,
— lim| —| =0 =  asorozat korlatos
2 n—0\ 2
{nz} = {1, 4,916, } nem korlatos (nincs felsé korlat) = divergens sorozat
{(—l)n} = {—1, LL-1,1, } korlatos, de divergens sorozat

2.4.2 A konvergencia elegend6 feltétele
TETEL Ha az {a,} sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.
(Masképp: Az {a,} sorozat konvergencidjahoz elegendd, hogy a sorozat monoton és
korlatos legyen.)

2.4.3 A konvergencia sziikséges és elégséges feltételei

1. TETEL Az {a,} sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha korlatos és csak
egyetlen torl6dasi pontja van.

2. TETEL Az {a,} sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha V £>0-hoz 3 N,
természetes szam (N, e-tol fliggd), hogy ha n, m >N,, akkor |a,- an| <e.

(Cauchy-féle konvergenciakritérium!)
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2.5 Végtelenhez tarto sorozatok
(Ezen sorozatok divergensek!)

DEFINICIO. Az
ha n>N,, akkor a,>K.

Jelolése: lima =00 ill.
n—oo
DEFINiCI0.  Ha  lim(-a,)=o akkor az {a
n—oo
Jelolése: lima, =—0 V.
n—oo
PELDAK

1. lim(n2 —3):00

n—oo

2. lim2" =0

n—oo

3. lim(—3“)=—oo

n—oo

2.6 Néhany nevezetes konvergens sorozat

{a,} sorozat a +oo-hez tart, ha V K>0 szdmhoz 9 N, € N, hogy

a, >, han-—>o

} sorozat a —oo—hez tart.

n

a, >-o, han—>o

1. {a} aeR lima=a
n—»m a
2. 1 1 konvergencia
0 }g{g; =0 definicioval
biz.
3. {q“} qeR , mértani sorozat q a kvociense
o 0,ha |g<1
lgn}wq = l,ha q=1
divergens, minden egy¢b esetben
de limq" =0, ha g>1

4. { } aecR’ lim%a =1

lim%¥n =1

n—oo

6. n
{(Hlj}:{L%, 2,370, 2,441...,2,48832,...,2,7048...,...}

a100

Mutassuk meg, hogy teljesiil a fenti sorozatra a konvergencia elégséges feltétele, azaz

monoton ¢és korlatos.

a) A sorozat monotonitdsanak bizonyitasa

Sejtés: a sorozat monoton ndovekedo (a néhany elsé elem ezt sugalljal)
A bizonyitashoz felhasznaljuk a szamtani és a mértani kdzép kozotti egyenldtlenséget
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a,,a,,...,a, legyenek nemnegativ valos szamok,

ahol keN"
ekkor
a,+a,+...+a
Kaa,,...,a, = ——2 k
12 k k
(mértani k.) (szémtani k.)
(Haa;=a,...=ax, akkor és csak akkor egyenl6 a két oldal.)
Tekintsiik a kévetkez6 n+1 db szdmot
(1+lj, (1+lj, cees (1+lj, 1
n n n
— _J
YT
n db

frjuk fel a fenti (n+1) szam szamtani és mértani kozepét!

Ny ol G Ui G

n n n n+1

n(1+1)+1

" n +1)+1

M(HLJ < - =(n ) e
n n+1 n+1 n+1

n n+1

a < a

n n+l 4

n n+l
(1+1J < (1+Lj V n € N'esetén igaz

tehat a sorozat szigorian monoton névekedo

b) A sorozat korlatossaganak bizonyitdsa

Mivel a<ar<...apz<ap <... ezért a sorozat alulrdl biztosan korlatos. Also
hatar: a;=2.
Tehat csak azt kell bizonyitanunk, hogy feliilrdl is korlatos.

Tekintsiik a kovetkezo n+2 db szamot
1+l , 1+l yeens 1+l ,l,l
n n n) 2 2
w J
sl
n db

frjuk fel a fenti (n+2) szam szamtani és mértani kozepét!
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1+lj < 4 V n € N"-re teljesiil
n
Tehat a <4 V neN're igya sorozat feliilrél is korlatos, azaz
2<(1+lj < 4 VneN"-re
n

A konvergencia elegend¢ feltétele teljesiil a sorozatra (szig., monoton nd ¢€s korlatos), azaz az

1Y . s
(1 + —j sorozat konvergens, tehat van hatarértéke.
n

Kimutattak, hogy az (1 +—j sorozat hatarértéke irracionalis szam, melyet e-vel jeloliink.
n

DEFINiCIO. Az e’ valds szamot az

e:=lim (1 + lj
n—oo n

hatarértékkel definialjuk.
e~2,7182818285...

DEFINiCIO. Az ‘e’ alapu logaritmust természetes logaritmusnak nevezziik.

A xeR" szam természetes logaritmuséanak jelolése In x.

MEGJEGYZES:

lim(1+£J =e* , ha lima,=o , keR
n—oo a n—oo

n

2.7 Miiveletek konvergens sorozatokkal

DEFINICIO. Az {a,} ¢és {b,} sorozatok Osszegén azt a {c,} sorozatot
értjiik amelynek n-edik eleme:

c,=a, +b,

MEGJEGYZES: Hasonldan értelmezhetd két sorozat kiilonbsége, szorzata, hanyadosa.
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TETEL Haaz {a,} ¢és {b,} sorozat konvergens ¢€s
lima, = A ¢s limb, =B, akkor
1. limc-a,=clima, =c-A Vce R esetén
2. lim(a,+b,)=lima, +limb, =A+B
3. lim(a,-b,)=lima,-limb, =A-B
4 lima
haB#0  lim&oeoe " A

n>eb  limb, B

Csak a 2. allitast bizonyitjuk.
Bizonyitds
A konvergencia definicidja alapjan bizonyitjuk.
Mivel {a,} és {b,} konvergens, igy mindkét sorozatra teljesiil a konvergencia definicioja,

miszerint V % >0 szamhoz 3 Ny, ill. 3 N, term. szdm, hogy

an—A|<§ , ha n>N,

bn—B|<§ , ha n>N,

Mi azt akarjuk bizonyitani, hogy (an + bn) - (A + B)

Mutassuk meg, hogy az (a, + by,) sorozatra is teljesiil a konvergencia definicidja, miszerint

‘(an +bn)—(A+B)‘ <& , ha n>N_  ahol ¢ tetszéleges pozitiv szam

a,+b, )-(A+B)=|a, —A|+
(a,+b,)-(A+B)

bn—B|<£+£:e
2 2

A A ha n>N_ =max(N,N,)

€ €

ha n>N,; ha n>N,
Tehat
‘(an+bn)—(A+B)‘<8 , ha n>N_, , ahol Ve>0 szidm

ami igazolja a tétel allitasat.

TETEL (Renddrelv!) Ha {a,} ¢és {cn}  sorozat konvergens €s
lima, =limc, = A, valamint véges sok n kivételével a, =b_=c, teljesiil, akkor {b,} is
n—oo n—oo

konvergens és limb, = A

n—owo
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MEGJEGYZES:

1. Divergens sorozatokkal végzett miiveletek eredményeként kapott sorozatok lehetnek
konvergensek és divergens is!

Mindig a konkrét eset vizsgalata sziikséges!

2. Semmi biztosat nem mondhatunk a

+oo 0 -
; 00 3 — 5 — 5 17 5 o ;0
+o0 0

tipusu hatarértékekrol.
2.8 Példak sorozatok hatarértékének kiszamitasa

A konvergens sorozatokra vonatkozo tételek és a nevezetes konvergens sorozatok
hatarértékének felhasznalasaval szamolunk hatarértékeket.

Szamitsuk ki a kovetkezo sorozatok hatarértékekét!

1 1(3Y
n-1 ~.3" 3'(4)
3 n n+l = 3 1 =hm n -
nwo QM 4 4 n_)w2n+7'4n new(l} +1
4 2) 4
w3 w3 (2Y
() ez (B2 (1) +2'(3j
lim—r————= 1m1—=11m -
S LIV S e 1+9.(1j
3 3 3
Divergens!  Két torlodasi pontja van: -3 ¢és 3

3. lim[Z—ﬂJ =2
n—»o0 n

[ 2 2, 4 2
6. lim(\/nz+6—n):lim(\/n2+6—n)- n +6Jrn:lim n+6-n :limL:O
no® N VntP+64n "*yn’+6+n "*n’+6+n

7. lim[n+3j :lim(1+ij =&
n—oo n n—oo n
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limp /2 +L2
n—oo n

Renddrelv segitségével!

Y2 < n/2+i2 < 4
n

\ \
1 1

Tehat lim ‘n/2 +i2 = 1
n—oo n

3. Egyvaltozos valos fiiggvény alaptulajdonsagai

3.1 A fiiggvény fogalma, megadasa

1.

DEFINiCIO.

Fliggvények jelolése:

PELDAK

ff R>R ,X >~/3x-7
D.cR D —[Z'oo[
te itt R
R;cR R; =[0;00]

f,g h,..., 0, vy,...stb.

Egyvaltoz6s valés fiiggvényen olyan fliggvényt értlink, amelynek
értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete is a valds szdmok halmazanak valamely
részhalmaza.

Ha egy fiiggvényt a matematikai fogalma alapjan pontosan akarunk megadni, akkor

megadjuk az értelmezési tartomanyat, a képhalmazat és a hozzarendelés szabalyat.
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MEGJEGYZES: Haaz f fiiggvény x helyen vett helyettesitési értéke képlettel
megadhato és f-nek csak alaphalmazat ¢és képhalmazat adjuk meg (itt R mindkettd),
akkor D és Ry megallapitdsa szamitassal jar. Ilyenkor Dy a R azon legbdvebb
részhalmaza, amelyeknek elemeihez a képlet fiiggvényértéket rendelhet.

Egyvaltozos fligegvény szemléltetése

tR>R , x—>f(x) , D,cR , R;cR

f fliggvényt sikbeli derékszogl koordinata rendszerben, az y = f(x) egyenletli geometriai
alakzattal abrazoljuk, mikdzben x befutja a Df halmaz elemeit. Az y = f(x) egyenletii
geometriai alakzatot az f fliggvény grafikonjanak nevezziik.

PELDA D, cR 1, ha x>0
o f(x)= 0, ha x=0 = sgn x
R, =R ~1, ha x<0
eléjelfiiggvény

Abréazoljuk

y

1 1 y = sgn x

0 =-1 X
y R, {-1, 0,1}

3.2 Fiiggvények jellemzése, fiiggvénytani alapfogalmak

3.2.1 Korlatossag

DEFINiCIO. Az f fiiggvényt feliilrdl korlatosnak nevezziik, ha 3K € R szdm, hogy
VxeD,-re f(x)=K,

Az f fliggvény alulrdl korlatos, ha 3k € R szdm, hogy
VxeD,-re  k=f(x)

Az f fliggvény korlatos, ha alulrdl és feliilrdl is korlatos, azaz
k=f(x)=K  VxeD;-re

felso hatar : legkisebb felsé korlat (sup f(x) )
also hatar : legnagyobb alsé korlat (inf f(x) )

42



PMMANB311 Matematika I.

3.2.2 Paros, paratlan fiiggvények

DEFINiCIO. Az f fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya szimmetrikus az
origbra paros fiiggvénynek nevezziik, ha VxeD,—-re f(—x)=f(x), és paratlan

fiiggvénynek, ha f(—x)=—f(x).

MEGJEGYZES Abrazolhato fliggvények esetén, ha f paros, grafikonja az y tengelyre
szimmetrikus, ha paratlan, a képe az origéra szimmetrikus.

PELDA Legyen f(x)= i" _1 , D,=R Milyen paritasu  f fliggvény?
+

Megoldas Dy origdra szimmetrikus

1
) R
31 3l ooy 3o
f— = = = = — :—f
(=) 37+ L 143 304 (x)
3
Tehat , VxeD;-re f(—x)=-f(x) = f pératlan

3.2.3 Periodikus fiiggvények

DEFINICIO. Az f fiiggvény periodikus, ha 3 olyan p>0 szam, hogy teljesiil a
kovetkezd 2 feltétel:

1. VxeD;-re (x+p)eDf
2. VxeD;-re f(x+p)="1(x)

Ap>0szamaz f fliggvény periddusa.
3.2.4 Monoton fiiggvények

DEFINICIO. az f fiiggvényrdl akkor mondjuk, hogy ez a fiiggvény az értelmezési

tartomany4n
monoton ndvekvé, ha X, <x, = f(x,)=f(x,)
monoton csokkend, ha X, <x, = f(x,)=f(x,)
szig. monoton novekvd, ha X, <x, = f(x,)<f(x,)
szig. monoton csokkend, ha X, <x, = f(x,)>f(x,)

a Df minden (x;, x;) elemparjara.
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3.2.5 Fiiggvények szélsoértéke

DEFINiCIO. Az f fliggvénynek az x_ €D, pontban helyi minimuma van, ha

Jazx,—nak  olyan kornyezete, hogy ha xe ezen  kornyezetnek,
x #Xx, = f(x)>f(x,).

Az f fiiggvénynek az x_, €D, pontban helyi maximuma van, ha

Jdazx,—nak  olyan kornyezete, hogy ha xe ezen  kornyezetnek,
x #Xx, = f(x)<f(x,).

PELDA

y f:[a;b[ >R
y = f(x)

D, =[a;b]
a X] X2 \\x3/ b

x=a helyen f-nek abszolut (totdlis) maximuma van

X] helyen f-nek helyi minimuma van
X2 helyen f-nek helyi maximuma van
X3 helyen f-nek helyi minimuma van, ami egyben abszolit minimum is
f:-R>R , f(X)=|X| YA y = x|
1 +
i > X
1

x=0 helyen helyi minimuma van és egyben abszolit minimuma is van.

f-nek  maximuma nincs

3.2.6 Fiiggvény zérushelye

DEFINiCIO. Az f filiggvénynek az x, € D, pontban zérushelye van, ha f(x_ )=0

3.3 Miiveletek fiiggvényekkel

3.3.1 Fiiggvények lesziikitése

DEFINICIO. Legyen Hc D, ,H#=O. Ekkor az f fliggvény H halmazra vald
lesziikitésén azt a g figgvényt értjiik, melyre D, =H , és V x € H esetén g(x) = f(x).
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PMMANB311
y =f(x) =sin X

f:R>R , f(X)=sin(X)

—_
i
N aT
a
<
a
N
>

Legyen H= [—g,g} y
g legyen f fv leszikitése H—-ra
Dg:{—g;g} , g(x)=sinx ,haxeH BT y=ek)
n T X
2 gt 2

3.3.2 Fiiggvények Osszege, kiilonbsége, szorzata, hinyadosa
Legyen f ¢és g kétolyan figgvény melyekre D,/ \D, # .
Z,legyena g fliggvény zérushelyeinek halmaza.
g fliggvények 0sszegén, kiillonbségén, szorzatan rendre azt a

f és

DEFINICIO. Az
F, G, H fiiggvényt értjiik melyekre
D, =D, D, és F(x)=f(x)+g(x)
D, =D;"D, €s G(x)=f(x)-g(x)
D, =D, D, és H(x)=f(x)-g(x)
DEFINiCIO. Az f és g fliggvények hanyadosan azt az R fiiggvényt értjiilk melyre
, f(x)
D, =(D; D,)\ Z, és R(x)zm
PELDA
Legyen D =[4;0[ , f(x)=+vx+4
D,=R" , g(x)=Igx
Zg={1} ,mert lgl=0
l. F(x)=f(x)+g(x)=vx+4+Igx , D,=D/D,=R"

2. G(x)=f(x)-g(x)=vx+4-Igx , Dy;=D, D, =R’
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3. H(x)=f(x)-g(x)=Vx+4-lgx D, =D, D, =R’
. _f(X)_\/m B -
4. R( )_g(x)_ ox , Dy =(D, 1D, )\ Z, =R"\ {1}

3.3.3 Fiiggvények osszetétele

DEFINiCIO. Az f ¢és g kétolyan fiiggvény, amelyekre R, "D, # . Az fkilsé és

g belsd fliggvénybdl képzett sszetett fiiggvényen értjiik azt a h fiiggvényt, amelynek
értelmezési tartomdnya a g értelmezési tartomanydnak azon része, ahol g olyan
értekeket vesz fel, melyeken f értelmezett. A h Osszetett fliggvény hozzarendelési

térvénye: h(x)= f(g(x)) .

PELDA

h(x)= [log, x Elemzziik a szerkezetét!
2

Adjuk meg h fiiggvény értelmezési tartomanyat!

Megoldas
kiilsé figgvény  f(x)=vx D, =[0;0[ , R,=[0;00]
belsé fiiggvény g(x)=log, x D,=]0;0o[ , R,=R

2
R, ND; =[0;00[# @
h  értéktart. meghat. log, x=0
2
log, x=log, 1
2 2
0<x=1
D,-D,, =]0;l]c D

g
3.3.4 Fiiggvények inverze

DEFINiCIO. Legyenaz f fiiggvény altal létesitett leképezés kolcsondsen
egyértelmii. Az f fliggvény inverz fliggvényén értjiik azt az f fiiggvényt, melynek
értelmezési tartomanya az f értékkészlete és hozzarendelési torvénye: egy x, €D

f

értékhez azt az f(x,) értéket rendeli, melyre f(f(x,))=x,
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1 f(xo) X,

MEGJEGYZESEK

1. Az f fiiggvény az értelmezési tartomanyanak H részhalmazéan kolcsondsen egyértelmii
leképzését valosit meg, ha f a H halmaz kiillonb6zé elemeihez kiilonb6zd értékeket

rendel az értékkészletébdl, azaz ha f(x,)=f(x,) <x,=x, Vx,X,eH esetén.

2. Mivel minden szigoran monoton fiiggvény kolcsondsen egyértelmil leképzést valosit
meg, igy a szigoruan monoton fliggvényeknek mindig létezik az inverz fiiggvényiik.

3. Van olyan invertalhato fliggvény, amely nem monoton!

PELDA Legyen D =R , f(x)=1-3*"
Adjuk meg az inverz fiiggvényét!

Megoldas Vizsgéljuk meg f monotonitasat!

3xz_> 9-3)( — 3X+ZZ_) _3X+ZN_>1_3X+2N
Mivel f szig. mon. csokkend = invertalhatd

R, meghat. 0<3*
0>-3*7 R, =]-o1]

1>-3"2+1
Az inverz fv. hozzarendelési torvénye: f(f(x))=x
Most:  f(f(x))=1-3""2=x = f(x)=2?
310 =1 —x
f(x)+2=log,(1-x)
f(x) =log,(1-x)-2
D; =]- 1]

R —R f(x)=log,(1-x)-2 Az f fuggvény inverz fliggvénye
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3.4 Egyvaltozos elemi fiiggvények

Az elemi fliggvények osztalyat a

konstans fiiggvények
hatvanyfliggvények
trigonometrikus fiiggvények
logaritmikus fiiggvények

és az ezekbOl véges szamu Osszeaddssal, kivonassal, szorzassal, osztassal, Osszetett ¢&s
inverzfiiggvény képzéssel eldallithato fiiggvények alkotjak.

Elemi fiiggvények

Algebrai fiiggvények Transzcendens fiiggvények
Raciondlis Irraciondlis
Egész Tort

Algebrai fliggvények: azok a fliggvények, melyek konstansokbol és a valtozobol véges szamu
Osszeadas, kivonas, szorzas, osztas és egész kitevdjli gydkvonas utjan jonnek létre.

Racionalis fliggvények:azok az algebrai fliggvények, melyek leképzésé¢hez a gydkvonast nem
kell felhasznalni.

Raciondlis egész fiiggvények v. polinomfiiggvénvyek:

n-edfoku f:=a x"+a, , x""+...+ax+a, D, =R
ahol a, eR 1=0,1,..,n , a #0 adottak

Racionalis tortfiigevények:

Olyan tortfiiggvény, amelynek szamlaldja és nevezdje is polinomfliggvény.

Transzcendens fliggvények: azok az elemi fiiggvények, melyek nem algebrai fiiggvények
(trigonometrikus, logaritmus fliggvények és ezek inverzei).

MEGJEGYZES Az alapfiiggvények, melyek ismerete a kés6bbiekben nagyon fontos, a
jegyzet végén talalhatok.

3.5 Figgvények hatarértéke
3.5.1 Fiiggvény véges helyen vett véges hatarértéke

DEFINICIO. (Heine-féle) Legyen f(x) fv az x, hely valamely kornyezetében
értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) fv-nek az x, helyen a hatarértéke A

szam, ha Vx, - x,(x, €D, ,x, #x ) sorozatra teljesiil az, hogy a fiiggvényértékek

{f(x,)} sorozata A-hoz konvergal, azaz
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VX, —>x,  esetén f(x
X, #X,
x, €D;

)—> A

n

Jelolése: lim f(x)=A

X*)Xo

DEFINICIO. (Cauchy-f.) Legyen f(x) az X, hely valamely kornyezetében értelmezett,
kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) fv-nek az x, helyen a hatarértéke az A szdm, ha

Ve>0szamhoz megadhatdé olyan &>0 szam hogy ha O<|X—XO|<5, akkor
If(x)-A|<el.

MEGJEGYZESEK

1. A fenti 2 definici6 ekvivalens
2. A Cauchy-féle definicioban szerepld
ha  O<|x-x,|<&  akkor ‘f (x)- A‘ <e  egyenlbtlenségek

ekvivalensek az aldbbi egyenlétlenségekkel:
ha  x,-8<x<x,+8 , akkor A-e<f(x)<A+e

Féloldali hatarértékek (Bal- és jobboldali hat.ért.)

DEFINICIO. Legyen f(x) az X, pont valamely jobb, ill. bal oldali félkérnyezetében
értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) x, pontbeli jobb, ill. bal oldali

hatéarértéke az A szam, ha Vx, > x, (x,€D;,x, #x,).

fo>n

és x,>x, ill x,<x, sorozatra f(x,)—>A, azaz

Vx, >x,, X,>X, esetetn f(x )—>A

il. vVx,-»x,, x,<x, esettn f(x,)—>A
Jelolések: jobboldali hatarérték: lim . f(x)=A
baloldali hatarérték: lim . f(x)=A

3.5.2 Fiiggvények x, helyen vett végtelen hatarértéke

DEFINiCIO. Legyen az f(x) fv az x, pont valamely kornyezetében értelmezett,
kivéve esetleg az x, pontot. Az f(x) fv-nek az x,_helyen a hatarértéke +oo(—o0), ha

VX, =X, (X0 eD;,x, # xo) sorozatra f(xn ) — © (—0).
Jelolése:  lim f(x)=o0 V. lim f(x) =—o0

3.5.3 Fiiggvények végtelenben vett véges hatarértéke

DEFINICIO. Legyen f(x) a megfeleld félegyenesen értelmezett.
Az f(x) fv-nek a +oo-ben (--ben) vett hatdrértéke A  szdm, ha

Vx,>o (x,eD;) (x,>—o) esetén f(x,)—>A.
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Jelolése: Ilimf(x)=A V. lim f(x)=A

3.5.4 Végtelenben vett végtelen hatarérték

DEFINiCIO. Az f(x) fliggvénynek a +eo-ben (--ben) vett hatarértéke +oo ill. -, ha
Vx, oo (x,eD;) (il x, >—o) esetén f(x,)—>oo il f(x,)—>—x.

Jelolése: limf(x)=o0 lim f(x)=o stb.

3.5.5 A hatarértékszamitas miiveleti szabalyai

TETEL Ha Ilimf(x)=A ¢és limg(x)=B, akkor

X—)Xo

I. limcf(x)=climf(x)=cA , VcelR

X—)X0

2. lim(f(x)xg(x))=limf(x)tlimg(x)=A+B
3. lim f(x)-g(x)= lim f(x)- lim g(x)=A-B

f _ i) A

4. Ha B=#0, Ilim - =
wg(x) limg(x) B

MEGJEGYZES A tétel akkor is igaz, ha x, helyére +oo-t, vagy - oo -t irunk

3.5.6 Nevezetes hatarértékek

1o tim 22X oy (Kés6bb igazoljuk)

X*)XO X

2. lim(1+E)":ek , VkeR

X—0 X

X

3. lim2 _ =Ina (Késdbb igazoljuk!)

X—2Xg X

3.6 Fiiggvények folytonossaga

DEFINICIO. Az f(x) fliggvény az X, helyen folytonos, ha
1. X, helyen értelmezett
2. X, helyen véges hatarértéke van

3. lim f(x)=f(x,)

DEFINiCIO. Az f(x) fv az x,_helyen jobbrol folytonos, ha f(x) értelmezett az x,
jobboldali kérnyezetében és

limof(x) =f(x,)

Az f(x) fv az x, helyen balrdl folytonos, ha f(x) értelmezett az x,
baloldali kérnyezetében és

lim £(x)=f(x,)

50



PMMANB311 Matematika I.

DEFINICIO. Az f(x) figgvény egy nvilt intervallumban folytonos, ha az intervallum
minden pontjaban folytonos.

Az f(x) fv egy zart intervallumon folytonos, ha az intervallum minden
belsé pontjaban folytonos, a bal végpontban jobbrdl, a jobb végpontban balrél
folytonos.

DEFINiCIO. Egy fiiggvényt folytonosnak mondanak, ha az értelmezési tartomany
minden pontjaban folytonos.

1. TETEL Ha két fiiggvény folytonos az x,- helyen, akkor osszegiik, kiilonbségiik,
szorzatuk is folytonos az x, pontban. Hanyadosuk is folytonos, ha a nevezdben levo fv
az X, pontban 0-tdl kiilonb6zo.

2. TETEL Ha g belsé fliggvény folytonos x, helyen és az f kiilsé fv folytonos
g(x,)-ban, akkoraz fog="f ( g) Osszetett fliggvény folytonos az x, helyen.

3. TETEL Ha f az [a;b]-n szigorGian monoton folytonos fv, akkor az inverze f is
folytonos az [o;B] intervallumon, ahol

o = min (f(a), f(b)) , P =max (f(a),f(b)) .
3.6.1 Az elemi fiiggvények folytonossagarol
Az elemi fiiggvények az értelmezési tartomanyukon folytonos fiiggvények.
3.6.2 Szakadasos fiiggvények

DEFINiCIO. Az f(x) fv-nek x, pontban szakaddsi helye van, ha a fv x,-ban nem
folytonos, de az x, valamely kornyezetében folytonos.

A szakadasok tipusai

DEFINiCcIO.  f(x) fv-nek x¢-ban hézagpontja van, ha lim f (x) =A létezik (A € R)

X*)X0

de f x_-bannem értelmezett.

DEFINiCIO. f(x) fv-nek X,-ban megsziintethetd szakaddsa van, ha lim f (x) =A

X*)X0

létezik, de A= f(x,).

DEFINiC10.  f(x) fv-nek x,-ban nem megsziintetheté szakadasa van, ha  lim f(x)

X—)XO

nem létezik.

Specialisan, ha  lim |f (x)‘ = ,akkor f-nek x_,—ban podlusa van.

X=X,
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V. EGYVALTOZOS VA,L(')S EI"J(;GyENYEK
DIFFERENCIALSZAMITASA

A differencidlszamités kialakuldsat geometriai és fizikai problémak siettették.

Pl.: — Valamely y=1f(x) gorbe P, pontbeliérintéjének meghatarozasa

— Valamely mozg6 test sebességének meghat.
1. A differencialhanyados értelmezése a derivaltfiiggvény

1.1 A differenciahanyados értelmezése

DEFINICIO. Legyen f(x) fliggvény az x, pont valamely kornyezetében értelmezett,
és x legyen e kornyezet olyan eleme, melyre  x #x_,. Ekkor az

(1) f(x)-1(x,)

X—X,
fliggvényt, az f(x) fliggvény az x, helyéhez tartozé differenciahanyadosdnak
(differenciahéanyados fliggvényének) nevezziik.

A differenciahanyados mas ablakban:

Ha x-x,=Ax = x=Xx +AX

f(x, +Ax)-f(x,)
Ax

Ax #0

(2)

MEGJEGYZES mivel x, rogzitett valdés szam, ezért az x,_pontbeli differenciahdnyados
(1) ablakban az x, (2) ablakban a Ax fiiggvénye.

A differenciahanyados geometriai jelentése

Az f figgvény x, pontbeli differenciahanyados fiiggvényének értékei az f fliggvény
grafikonjdnak P, (X0 ;f (X0 )) pontjan dtmend szeldk iranytangenseivel egyenldk

1.2 A differencialhianyados értelmezése

=)

X=X,

DEFINICIO. Ha az X # Xo) differenciahanyados-fiiggvénynek
X, helyen a hatarértéke valds szam, akkor ezt a hatarértéket az f(x) fv x, pontbeli
differencidlhanyadosdnak nevezziik és azt mondjuk, hogy az f(x) fiiggvény az x,
pontban differencialhato.

Jelolések: f(x) fv X, pontbeli differencidlhdnyadosa:

! ! df
£(x, ) F'(x), . * I e
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A definici6 értelmében:

(x,) = tim L)L) (1

X*)Xo X —X

(4]

f'(xo)z lim f(Xo-i-AX)—f(XO)

Ax—0 AX

(2)

A differencidlhanyados geometriai és fizikai jelentése

1. Az f(x) fiiggvény x, pontbeli differencialhdnyadosa, f '(xo), annak a szognek a
tangense, amelyet az f fliggvény grafikonjahoz a Po(xo;f (xo)) pontban huzott

érint6 az x tengely pozitiv felével bezar.

f(x)-f(x
2 Az 1)
X —X,
atlagosan milyen mértékben valtozik a filiggvényérték a fiiggetlen valtozo
megvaltozasahoz viszonyitva.

differenciahanyados megmutatja, hogy az [xo,x] intervallumon

Az f'(x,) differencidlhinyados az f fiiggvény x, pontbeli pillanatnyi

megvaltozasanak mértéke.

A fizikaban: a_sebesség az Ut id6 szerinti differencidlhanyadosa

ds
vV=—
dty,
a gyorsulds a sebesség 1d6 szerinti differencialhanyadosa
dv
a=—
dty,

PELDA Szamitsuk ki az (X) = ix +:
X +

fiiggvény x =1 pontbeli differencialhanyadosat!

Megoldas Az x,=1 pontbeli differenciahanyados fiiggvény:

2X+1_§
f(x)-f(x,) 3x+1 4 8x+4-(9x+3) 1-x -1
X=X, x—1 4Bx+D(x—-1) 40Cx+D)(x-1) 43x+1)
x#1

Az x,=1 pontbeli differencidlhdnyados:

f(x)—f(x,) -1 1

lim =lim =—-— = faz x,=1 helyen differencialhato6 és
% X=X, >14(3x+1) 16
1
t'(1)=——
()=-1¢
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1.3 Jobb- és baloldali differencialhanyados

DEFINICIO. Legyen f(x) az x, hely megfeleld féloldali kdrnyezetében értelmezett.

— Haa lim M

X=X, +0 X _Xo

valds szam, akkor ez a hatarérték az f(x) fiiggvény x, pontbeli

jobboldali differencialhanyadosa.

— Haa lim M

X—X,—0 X_Xo

valds szam, akkor ez a hatarérték az f(x) fiiggvény x, pontbeli

baloldali differencidlhdnyadosa.

Jel6lések: fl(x,) ; f'(x,)

TETEL Az f'(x,)akkor és csak akkor létezik, ha f/(x,) ¢és f'(x,) léteznek és
egyenloek, ekkor

f(x,) =1(x,) =1f'(x,)

PELDA Szamitsuk ki az f(x) = |x| fiiggvény x, =0 helyhez tartozo6 jobb- és baloldali
differencialhanyadosat!

Megoldas A jobboldali differencidlhanyadosa:

£'(0)= lim fF—£0) _ o X0 IXT X
x—0+0 x—-0 x—>0+0 X x—>0+0 x x—0+0 x
A baloldali differencialhanyadosa:
£/0) = tim ZO=IO) i X210y IX1 iy Xy
x—0-0 X_O x—>0-0 X x—>0-0 x x—0-0 x

Tehat f(x)=|x| fv az x,=0 pontban nem differencialhatd, mert
F(0)#f'(0) = f'(0) nem létezik.

Geometriailag: A P, (O; 0) pontban az f(x)= |x| grafikonjanak nincs érintdje.

1.4 A folytonossag és a differencialhatosag kapcsolata

Az el6z6 példaban: f(x)=|x| fiiggvény az  x,=0  helyen folytonos, de nem

differencialhaté! = A folytonossag nem elég a differencidlhatosaghoz.

TETEL Ha f(x) differencialhat6 az x, pontban, akkor ott folytonos is.

(Masképp: a folytonossag a differencialhatosag sziikséges feltétele.)
Bizonyitas Mivel f x, —ban differencidlhato:

fim L0V _ iy

X‘)XO X —XO
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M(x—xo): lithm(x—xo):

X —X % X —X X%,
[}

lim (f(x)—f(x,)) = lim

=f'(x,)-0=0 = Imf(x)=1(x,)
Ami azt jelenti, hogy f(x) x_,—ban pontban folytonos.

1.5 A derivaltfiiggvény (differencialhanyados-fiiggvény)

DEFINICIO. Legyen H az f fliggvény értelmezési tartomanyanak valamely
részhalmaza. Ha az f fliggvény a H minden pontjaban differencialhato, akkor azt

mondjuk hogy f a H halmazon differencidlhato.

DEFINICIO. Azt a fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya azon x, pontok
halmaza, ahol az f fiiggvény differencidlhato , ¢s amely fliggvénynek értéke egy ilyen x,
pontban az f filiggvény x, pontbeli differencidlhanyadosa, az f fiiggvény

differencialhanyados-fiiggvényének , v. derivaltfiigevényének nevezziik.

df

Jelolése: f'; f'(x); .
X

MEGJEGYZES ' értelmezési tartomanya f értelmezési tartomanyanak nem iires

r ! !
részhalmaza, azaz D, <D, , D, #0.

2. Differencialasi szabalyok

2.1 Altalanos differencialasi szabalyok

1. TETEL Ha f(x) differencialhato x,-ban, akkor c f(x) is differencialhat6 x,-ban és

(c f(X)),\x:x =c-f'(x,) (VceR esetén)
Bizonyitas
lim STV _ o SOOI iy FOOTIRD g
X*}XO X —_— XO X*)XO X —_ Xo X*)Xo X —_ XO

2. TETEL Ha f(x) és g(x) x,-ban differencidlhat6, akkor

(F)£8(x)) 'y, =f'(x) £ 2(x,)

Bizonyitas
i (O £2(0) - () $e(x,) _ - (f(x)—f(x() . g(x)—g(xo)j _
o X —X, X%, X —X, X —X,

= lim f(X)—f(XO) + lim g(X)_g(Xo) — f!(XO)ig!(XO)

X‘)X0 X _XO X‘)X0 X —XO
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MEGJEGYZES 1. Osszeget ill. kiilonbséget tagonként differencialunk.
2. A 2. tétel 2-nél tobb tag esetén is igaz.

3.TETEL Ha f(x) és g(x) differencidlhatd xq-ban, akkor f(x)-g(x) is

differencialhatd x,-ban és

!

(F()e(x)) ., =F(x)g(x)+f(x,)e'(x,)
Bizonyitas

P () =f(x)ex,) _ . £ g0 ~F(x,) g0 +F(x,) g(x) ~F(x,) g(x,) _

lim

X*)Xo X —_— XO X‘)XO X — XO

~im | L)) ) 4 gy B8R |

X%, X—X, - X,

i O TEO) i o+ tim £, EOOTERD) (Yo (k)4 £(x,) €/ (x,)
X*)X0 X —_— X X‘)XO X‘)XO X —_— X

(V] (V]

Mivel f ésg x, —ban differencialhat6 és g x_  —ban folytonos.

MEGJEGYZES Kettonél tobb tényezobdl allo szorzat differencidlasa a szorzas
asszociativ tulajdonsaga alapjan visszavezethetd két tényezds szorzat differencialasara.

4. TETEL Ha g(x) differencidlhatdé x,-ban ¢és g(xo);éO, akkor b is

g(x)
differencialhato x,-ban és
g(X) [x=X, |:g(xo):|2
Bizonyitas Az eldz6ekhez hasonldan a definici6 alapjan!
f(x)

is

5. TETEL Ha f(x) és g(x) differencidlhaté az x,-ban és g(xo);éO, akkor .
g(x

differencialhato x,-ban és

(@j | Fx) 8(x) —F(x,) g/(x,)
g(x) ) . (g(x,))’

Bizonyitas

[f(x))’ :(f(x), 1 ) NN BRI G I A CR T CAR (COECW)
g™ ., g/ Tex) T (g(x,)) (2(x,))

A szorzatfliggvény derivalasi szabalya alapjan.
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6. TETEL Ha g(x) differencialhatd x,-ban és f(x) differencialhatd g(x,)-ban, akkor az
(fog)(x)= (f g(x)) Osszetett fliggvény differencialhatd x,-ban és

[f(e()] . =f(a(x))€(x,):

Bizonyitas

. fg(x))-f(s(x,)) _ - fg(x)-f(e(x)) gx)-gx,) _

o XX ong-gk) XX,

mivel g(x) x,-ban differencialhato => g x_-ban folytonos is,
tehathax > x, = g(x)—>g(x,), atjeldlve
g(x):=u , g(x,):=y,

u_)u Lfl(u) '(x,) = f’(uo)-g'(xo) = f'(g(Xo))'g'(Xo)

MEGJEGYZES Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat lancszabalynak nevezziik.

7. TETEL Legyen f(x) az f(x) fliggvény inverze. Ha f(x) differencidlhat6 f(xo)

helyen, akkor f(x) differencialhat6 x, pontban és

(f(x))'x_xozm cha f(f(x,)%0

Mivel az eldz6 tételekben x, az f és g fiiggvények értelmezési pontjanak barmely
olyan pontja lehet, ahol fés g differencidlhato, igy a derivaltfiiggvényekre érvényesek
a kovetkezok:

(cf(x)),
( (x)£e() =

X

cf'(x)
f'(x)+g'(x)

!

(x)-g(x)) =f'(x)-g(x)+f(x) g'(x)
(1]:_gu)
g®) (g
f@q £'(x) g(x) — f(x) g'(x)

g(x) (g(x))
[£(20)] = (g) )

—_ ! 1

f(x)) =——
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2.2 Elemi fiiggvények differencialasa

1. TETEL Konstansfiiggvény derivaltja az azonosan 0 fliggvény.

Bizonyitas
f(x)=C (V Ce R)
im fO =) C-C
X—)XO X —_ XO X—)XO X — XO
(C)"x=X =0 , deez Vx,eReseténigaz,
tehat
C'=0

2. TETEL (Hatvanyfiiggvény derivélasa)

!
(x“) =nx"" , VneN' é VxeR esetén

Bizonyitas n=1 esetén , (xl) =1-x"=1

n-1 n-2 n-3 2 n-2 n-1
v Cxn _ (X—xo)(x +x"x, X" x A xexT ] )
(X ) = lim = lim =
[x=x, X=X, X —X XX, X—X
o o
1 n-1 n-2 n-2 n-1Y) _ n-1
—hm(x +x7T X, XX X, )—n X,
X—)X0
. ! -1
Mivel x, tetszéleges volt = (x“ ) =n-x"
Felhasznaltuk az:
n n __ n-1 n-2 n-31.2 n-2 n-1 r 4
a"—b —(a—b)(a +a"’b+a" b’ +...+ab"* +b ) azonossagot és
f(x)=x" fliggvény folytonossagat

MEGJEGYZES A fenti tétel tetsz6leges o kitevo esetén is igaz!
(Ezt késébb bizonyitjuk.)

!

3. TETEL Barmely valés x-re  (sinx) =cosx

Bizonyitas
2x+Ax . Ax
- . Sl

sin(x +Ax)—sinx 2cos 3
im = lim =
Ax—0 AX Ax—0 AX

sin —
=limcos(x+—)- 2 =cosx-1=cosx
Ax—0 2 &
2
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Felhasznaltuk a
o+t . a-PB

sina—sinf3 =2cos S sin 5 azonossagot ,
azf(x)=cosx  fliggvény  folytonossagat,
._sinh s . Ax
lim =1 hatarértéket , itt h=—
h-0 | 2
4. TETEL Barmely valos x-re (cos x)' =—sinx

) ., [ m
Bizonyitdas cosXx =sin 'l X

(cosx) {sm(g_xﬂ' = cos(g—x)(—l) = —sinx

Felhasznaltuk:

[F(e()] =1 (e(x) £ (),
(sin X)’ =COSX,

(—x) =-1
5. TETEL

' 1 T
(tgx) = 1+‘[g2X:COSzx XGR\{E+1(TE,1(EZ}

(ctgx)’:—(1+ctg2x)= xeR\{kn,keZ}

sin’® x

Bizonyitas Az eldz0 tételek és a hanyadosfiiggvény differencialasi szabalya alapjan

. 4 . . .
r (sinx) cosx-cosx—(—sinx)sinx cos’x+sin’x )
(tgx) = = - = - =1+tg’x =—
cosX cos’ x cos’ X cos’ X
' . . .
r (cosx) —sinx-sinx—cosx-cosx  sin’X+cos’ X .
(ctgx) =| = = — =— — :—(1+ctg x):—
sin x sin’ x sin” x
6. TETEL
. ' 1
(arcsinx) = x| <1
1-x?
' 1
(arccosx) =- x|<1
1-x?
(arctgx)
arctgx) =
1+x’
(arcctgx) =—
arcctgx) =
1+x°

sin® x
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Bizonyitas A bizonyitashoz az el6z0 tételeket és az inverz fliggvény differencialasi
szabalyat hasznaljuk fel!

1 1 1

arcsinx) = - = = x|<1
( ) cos(arcsmx) \/l—sinz(arcsinx) J1-x2 ||
' 1 -1 -1
(arccosx) =— = = x| <1
—sin (arccos x) \/l—cosz(arccosx) JI-x
(arctgx)'z ! = !
1+tg’(arctgx) 1+x°
' -1 -1
(arcctgx) = - = -
l+ctg”(arcctgx) 1+x
7. TETEL Barmely xeR" esetén
’ 1 4 1
Inx) =— log x) = a>0,a=1
(1nx) = (log, x) = ( )
Bizonyitas
Legyen x>0 , x+Ax>0 , Ax—>0 esetén
o
In(x+Ax)-1
n(x+4x) nx _Lpx+ax 1 sy x4 ot b
Ax Ax X Ax X X AX AX | x X
X Ax
TetszOleges, de rogzitett x >0 esettn , ha Ax—>0 , A——)oo ,
X
™
, 1
tehat I+—| —e
X
AX
Ax
(lnx)':limlln 1+L =l.lne:—
Ax—0 x i X X
Ax

felhasznaltuk az Inx fiiggvény folytonossagat!

 (IlnxY 1
(log, x) _(Ej = na (a>0 , a=#l)
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! !
X

8. TETEL Barmely xeR esetén (ex) =e (a") =a"-lna (a>0,a¢1)

Bizonyitas

(a") =+=a"-lna

a“lna

felhasznaltuk az inverz fliggvény derivalési szabalyat

9. TETEL Béarmely xeR esetén (sh x)' =chx
(chx)' =shx
Bizonyitas
(th), :(e" —e"j _e (") _e+e” —chx
2 2 2
(chx)' :(ex +e"‘j _e-e” =shx
2 2
10. TETEL
(th x)' = 12x VxeR esetén
(cthx)’ = _21 VxeR\{0} esetén
sh”x
11. TETEL
’ 1 4 1
arshx) = archx) =— xell;o
wshf s (areh) - i
(ar th x), = 1—1x2 (arcth x)’ = 1—_x2
|x|<1 |x|>1
PELDAK
5 3 !
1. (X X j ={l(x5+5x3)} =l(5x4+15x2) VxelR
3 3 3
2. [(5+6x)(4-3x)] =6(4—3x)+(5+6x)(-3)=9-36x VxeR

N 1 B! 11
3. Wx+—| = 2x2+x" | =2 =x 24 (-D)x2=——— x e R*
K Xj:| ( ] 2 D \/; X2
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: ' . 1 1
4. (xarcsin2x) =1-arcsin2x + X - ———-2 x| <=
1-4x’ 2
s (sinx+cosxj_ . 2
~ \sinx —cosx (sinx —cos x)2
v 1 1
6. (In8x) =—-8=—
( ) 8x X
7. (nlnx) =—— 1=
Inx x xInx
2.3 Specialis differencialasi szabalyok
2.3.1 Logaritmikus differencialas
Legyen h(x)=f(x)!*™  ahol f(x)>0
mivel f(x)>0 = h(x)=f(x):* >0
Képezzik Inh(x)—et!
Inh(x) =Inf(x)*™ = g(x)Inf(x) Derivaljuk mindkét oldalt!
1 1
—h'(x)=g'(x)Inf(x)+ —f'
ho) (x) =g'(x)Inf(x)+g(x) o (x)
, , f'(x
h(x) = h(x)| g/(x)In £x) + g (x) =2
f(x)

h(x) = £ {g'(x) In £(x) + g(x) f'(")}

f(x)
A kovetkez0 tételben felhasznaljuk ezt az eredményt!

TETEL VxeR esetén , ha x>0

(X(x)l =0 XU.*I
Bizonyitads Legyen f(x)=x" , x>0

Inf(x)=a-Inx

fx_ .1
f(x) X
' 1 o 1 a-1
f'x)=f(x)-a—=x"a-—=a-x
X X

!

(ch) :(I'XOPI

PELDA

f(x)=(sin2x)™ (x>0 és sin2x>0)
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Képezziik a derivaltfiiggvényét!

Megoldas Inf(x)=InxInsin2x

Lf'(x)=llnsin2x+lnx~ - -CoS2x -2
f(x) X sin 2x
f'(x) _ f(X)[lnsmb{ N 2ln>.<-cos2x}
X sin 2x
£/(x) = (sin 2X)lnx [ln sin 2x . 21n>?-cos 2x}
X sin 2x

2.3.2 Paraméteres alakban adott fiiggvény derivaltja

N X=(P(t)}  teH
y=w(t)

paraméteres egyenletrendszer az Xy sik valamely gorbéje egyenletének un. paraméteres

alakja.

Ha a o(t) leképezés kolcsondsen egyértelmii (¢ invertdlhatd fliggvény) és

D, =D,

akkor a fenti egyenletrendszer un. paraméteres megadasu f fiiggvényt hataroz meg, melyre

D, =R, .

PELDA X =2cost o
} 0=t=m

y=2sint

egyenletrendszer fiiggvényt ad meg, grafikonja:

TETEL
Az x=0(t) . P
teD, ¢s ¢ invertalhato fliggvény
y=w(t)

A paraméteres alakban adott f fliggvény differencialhat6 az x, = ¢(t,)—ban

. d(p . d\lj i . )
ha o(t ) =— t)y=— és t)=z0 , és
o(t,) it w(t,) it o(t,)

f’(xo ) _ \Y(to)
o(t,)
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2.3.3 Implicit alakban adott fiiggvény differencialasa
Az ilyen alakban megadott fliggvény differencidlhdnyadosat megkapjuk, ha a fliggvényt

megadod egyenlet mindkét oldalat differencialjuk, s kozben alkalmazzuk az Gsszetett fliggvény
derivalasi szabalyat!

3. Differencialhato fiiggvény differencialja

DEFINiCI0.  Ha f(x) fiiggvény az  x,—ban differencidlhato, akkor az

f'(x,)-(x—x,) elsdfoka kifejezést az f fiiggvény x, pontbeli differencialjanak

nevezzik.

Jelolése: df

oy, sV AE df =f'(x,)(x—x,)="1"(x,)Ax
Specidlisan: Ha ~ f(x)=x

df =dx =1-(x—x,)=1-Ax =Ax azaz
dx = Ax

Ezt felhasznalva:  df =f'(x, )(x—x,)=f"(x,)dx

A differencidl geometriai jelentése

df az ordinataérték megvaltozasat jelenti f(x,)-tol az érintSig, mikdzben az x_ pontbdl

attériink az x_ + Ax helyre.
MEGJEGYZES:

1. df ltalaban kiilonbozik Af = f(x)—f(x, )-tol

2. Ha Ax=dx kicsi Af és df eltérése kicsi, azaz
Af =f(x)-f(x,) ~ df azaz
f(x) zf(x0)+df

f(x)~f(x,)+f'(x,)dx

Ha x kozel van az x,-hoz, j6 a kozelités.
4. Magasabbrendii differencialhanyadosok
Ha f(x) fiiggvény f'(x) derivaltfiiggvénye is differencidlhato, akkor az f'(x)

figgvény differencidlhanyados fiiggvénye az  f (X) fliggvény masodik derivaltja.
Jele:
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(F'(x)) =" (x).

De  (f'(x)) =f"(x),

ar o ar
dx*’  dx’’
f(4), f(5)’

Megallapodas: £l —f

d'f
dx"’
f(n) ,

DEFINiC10. Az f(x)fiiggvény n-edik derivaltjat a kovetkezéképpen értelmezziik:
n=0

Az n szamot a derivalt rendjének nevezziik.

PELDA Hatarozzuk meg az

Megoldas

S.

ha

neN"

f(x)=Inx

fliggvény magasabbrendl derivaltjait!

A differencialszamitas kozépértéktételei

TETEL (Rolle tétele) Ha f (x) folytonos az [a,b] -n ¢s differencialhat6 az ]a,b[ -n, €s

f(a)=f(b), akkor

legalabb egy olyan

£'(£)=0.
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TETEL (Langrange—féle kozépértektétel) Ha f(x) folytonos az [a,b]-n és
differencialhato az ]a, b[ -n, akkor 3 legalabb egy olyan

&ela,b[, ahol f(g):flfgzé}fl

6. A differencialszamitas alkalmazasai

6.1 Hatarértékszamitas, a L’Hospital-szabaly

Gyakran adddnak olyan hatarértékszamitasi problémak, amelyek megoldasa az eddig jol
ismert modszerekkel nem, vagy nagyon koriilményesen oldhatok meg.

X

Pl: lim > —s;nx; vagy lime—2
x—0 X x>0 ¥
TETEL Legyen f és g az x, valamely H kornyezetében differencialhato és

g'(x)#0 , haxeH, és }(iggf(x):}(iilgg(x):O.

r'x) f(x)

Ha lim — létezik , akkor lim —=is létezik és
X=X @ (X) X=X, g(X)
tim L) _ i )
XX, g(X) XX, @ (X)
TETEL Legyen f és g az x, valamely H kornyezetében differencialhato és

g(x)#0 , haxeH ¢ lim|f(x)/=lim|g(x)/=cx.

x—0
, akkor Ilim f(X)

18 létezik és
X—)Xo g(x)

. f'(x) .
Ha lim — létezik

X—)XO g (X)
tim 1) _ '
X—)X0 g(X) X—)X0 g (X)

TETEL Ha fés g az |x,o0[ -on differencialhato és
liilgf(x) = £1I)r(}g(x) =0v. (ioo) , valamint Xh_)rg ;Ez; l1étezik ,
_ f(x).
akkor lim is 1étezik és

X—)XO g(X)

PELDAK
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) . € )
2. lim 2=11m =lim—=o0
X—>o X X—>0 2X X—>0 2
3 X —SIn X 1—-cosx sinx 1
. 1 = = = —
x—0 X3 x—0 3X2 X—>0 6X
1
) . Inx . «
4. lim xlnx= lim ——= lim —%—= lim (—x):O
X—0+0 x—0+0 1 x>0+0 1 X—0+0
X x>

6.2 Fiiggvényvizsgalat (Fiiggvénydiszkusszio)
6.2.1 A fiiggvény novekedése, csokkenése, szélsoértékei
TETEL Legyen f az  Ja,b[-on differencialhato. Az f fliggvény az |a,b[-on akkor és

csak akkor novekedé (ill. csokkené) ha Vx e ]a;b[ esetén f’(X)EO (ill.f'(x)éO).

TETEL Legyen f az  |a,b[-on differencialhaté. Az f fiiggvény az  |a,b| - on akkor és
csak akkor szigortan ndvekedd (ill. csokkend), ha f'(x)=0 (ill.f'(x)=0) teljesii

v x e]a , b[ esetén, és f '(x)= 0 az ]a;b[ egyetlen részintervalluméan sem azonosan zérus.

TETEL Ha f'(x)=0 Vxela,b[ esetén, akkor f az ]a,b[ -n konstans.

2

PELDA Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabol az f(x)=In X )3 fliggvényt!
+X
Megoldas D, = ]—1;0[ U ]0;00[
3 30 2 3 B
f’(x): (1+2x) .2x(1+x) X 3(1+x) 3 2(1+x) 3x  2-x . D, =D,

X (1+X)6 B x(1+x) _x(1+x)
f'(x)=0 ha x=2 = Mivel f'(x) fiiggvény csak 1 pontban zérus, f(x)

fliggvény Dy egy részintervalluman sem lehet konstans.

X ]—1; O[ ]0;2[ ]2;00[

f' + + -

f /! /! N

TETEL Ha f differencidlhat6 az x, kornyezetében és f-nek x, -ban helyi szélséértéke
van, akkor f'(x,)=0.

MEGJEGYZESEK
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1. Ha f'(x,)=0, akkor f-nek X,-ban lehet, de nem biztos, hogy van szélséértéke.

2. Haf ’(XO) # 0, akkor f-nek nincs szélsdértéke x,-ban.

TETEL  Ha f differencialhato x, valamely kdryezetében és f'(x,) =0, valamint az f'(x)

fliggvény az x, pontban eldjelet valt, akkor az f fiiggvénynek x,-ban helyi szélséértéke van.

PELDA Hatarozzuk meg az f(x)=(x— 4)2 (x— 3)2 fliggvény szélsbértékeit!

Megoldas D, =R

f'(x)=2(x-4)(x-3)" +(x—4)"-2(x-3)=2(x=3)(x —4)(x—3+x—4)
f'(x)=2(x-3)(x-4)(2x-7) D, =R
f’(x):O 2(x—3)(x—4)(2x—7)=0

X, =3, X, =3,5 X, =4
x (]3] 3 |133.9[| 3,5 |[354]| 4 |]&o f
£+ 0 + 0 - 0 + f(
f | N\ |[hmin.| / |h.min| \, |h min.| / f(4)
Abszolat minimuma  x, =3, x, =4-nél f(3)=f(4)=0

Abszolut maximuma nincs.

6.2.2 Konvex, konkav fiiggvények, inflexios pont

DEFINiCIO. Az [a,b] intervallumon folytonos f fliggvényt az [a,b] -n konvexnek

nevezziik, ha  Vc¢,d e[ a;b]-re érvényes a kovetkezd:

f[c+dj< f(c)+f(d)

2 ) 2

Ha az egyenlétlenség jelét megforditjuk, akkor f fiiggvény [ a, b] -n konkav.

>

szigoruan konvex fiiggvény grafikonja
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szigoruan konkav fiiggvény grafikonja

o
(on

MEGJEGYZES:

1. A gorbéket mindig alulrol nézziik!

2. Ha egyenldséget nem engediink meg, szigorian konvex, ill. szigortian konkav.
DEFINICIO. Az f fliggvénynek az x, pontban inflexids pontja van, ha x,-nak van

olyan jobb és bal oldali kornyezete, hogy az egyikben a fiiggvény konvex, a masikban
konkav, vagy forditva.

Ny P, az f grafikonjanak inflexios pontja

T X
Xo

TETEL Az [a,b] -n folytonos, ]a,b[ -n kétszer differencialhato f fliggvény akkor és
csak akkor konvex (ill. konkdv) az [a,b]-n, ha f"(x)=0, (f"(x)=0)

VXxe ]a, b[ esetén.

TETEL Az [a,b] -n folytonos, ]a,b[ kétszer differencidlhatd f fiigvény akkor és csak
akkor szigortan konvex (szigorian konkav) az [a,b]-n, ha f"(x)=0,

(illetve f”(x)éO) Vxe]a,b[—n , de f"(x) az ]a,b[ egyetlen részintervalluman

sem azonosan z€rus.
PELDA f(x)=xInx D, =R"

Vizsgaljuk meg konvexitas szempontjabol!

Megoldas f'(x)=Inx+1 D, =R"
’ 1 +
f (x):; D, =R
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Az f gorbe alakja f"(x) fiiggvény eldjelétdl fiigg.

Mivel f"(x):l>0 (xeDy) = f{ D;—en konvex.
X

TETEL Ha az x, hely valamely kornyezetében kétszer differencidlhaté f fliggvénynek
Xo-ban inflexios pontja van, akkor f"(x,)=0.

TETEL Ha az f fliggvény az x, valamely kornyezetében differencidlhatd és f ”(XO) =0,

valamint az f ”(x) fiiggvény az x, helyen elgjelet valt, akkor f-nek x,-ban inflexids pontja

van.
PELDA Hatarozzuk meg az f(x)=x*+x’ , D;=R fiiggvény inflexios
pontjait!
Megoldas f'(x)=4x"+3x’ D, =D, =R
f"(x)=12x>+6x =6x(2x +1)=0

f"(x):O o 12x> +6x =6x (2x+1) =0

1
Xl:_E x, =0
1 1 1
0=~ | =~ | 5300 | 0 | [0;0
) } 2{ 2 }2 { o]
£ + 0 - 0 +
f ) infl.p| ~ |infl.p| U
1 3
fl ——|== f(0)=0
)
Inflexids pontok: P —l i P (0'0)
P ' " 2716 2

6.2.3 A fiiggvénydiszkusszio vazlata  (Teljes fiiggvényvizsgalat)

I.  Megallapitjuk f(x) fiiggvény

a) ¢értelmezési tartomanyat, ha nem adott

b) paritasat, periodicitasat (a vizsgalati intervallum ezek utan esetleg sziikithetd)
¢) zérushelyét,az f(x)=0 egyenletbdl

d) hatarértékeit, a kritikus helyeken €s az értelmezési tartomany szélein

e) folytonossagat, szakadasi tipusait (ha vannak)

Im f '(x) segitségével (ha létezik) megallapitjuk:
a) f(x) lehetséges széls6értékhelyeit az f'(x)=0 egyenletbél

b) f(x) monotonitasi intervallumait és szélséértékhelyeit
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L. "(x)segitségével (ha létezik) megallapitjuk
a) f(x) lehetséges inflexios pontjait az f”(x)=0 egyenletbdl
b) f(x) konvexitasi intervallumait és inflexios pontjait
IV. A fliiggvény grafikonjanak megrajzolasa (az eddigi informaciok alapjan)

V. Az értékkészlet meghatarozasa, korlatossag vizsgalata

6.3 Taylor polinom; Taylor — formula

DEFINICIO. Legyen f fliggvény az X, pontban legalabb n-szer differencialhato. Az
f fiiggvény X, helyhez tartozé n-edik Taylor polinomja:

PELDA f(x)=ex x,=0 frjuk fel f fiiggvény x, helyhez tartozo n-edik

Taylor polinomjat!
Megoldas f(X)=f’(x)=...=f(“)(x)=e" f(n)(0)=e° =1

1 1 1
T,(x)=1l+=x+=—x"+—x +..+—x"
n 2! 3! n!

MEGJIEGYZES f (x) filiggvény n-edfoku (n-edik Taylor—polinomja) az x, pontban
legalabb n-edrendben érintkezik az f fiiggvény grafikonjaval.

Taylor — formula

TETEL Ha f filiggvény az x, valamely kornyezetében legalabb (n+1)-szer
differencidlhato, akkor ebbe a kornyezetbe es6 Vx helyen érvényes a kovetkezd

egyenldség:
f(n+1) (&) .
f(x)=T,(x)+ ( +1)'(X-X0) ,ahol x, <&<x V. x <&x,
n+1)!
T
n-edfoku Taylor polinomja f  fliggvénynek
R, (x) () (x-x,)" L féle maradékt
X)= X-X — angrange — féle maradékta
MEGJEGYZESEK

1. Ha n nagy, akkor altalaban R (x) kicsi, igy f(x)=T,(x)
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2. Az R, (x) maradéktagot legtobbszor kozelitd értékek szamitasakor elkovetett

hibabecslésre hasznaljak.

PELDA Szamitsuk ki sin0,4 kozelité értékét a harmadfoktt Taylor—polinom
segitségével €s becsiiljiilk meg a kozelités hibajat!

Megoldas f(x)=sinx x=0,4 x,=0

X)=—X—X =X—X
(%) 13 6
sin0,4zT3(0,4):0,4—%0,43:0,3893
A Taylor formula:
sinx =T, (x)+R, (x) R, (x)=305 ¢
3 3 3 4|
sinx:><—lx3+%x4 0<&£<0,4
6 41
: 4
R, (0,4) =[2080,4¢| < 22 _ 90256 _y 5510 ~0,00106
41 41
0<§<0,4 sing <1 A hiba kisebb mint 1,06-107

6.4 Sikgorbék néhany jellemzdje.

6.4.1 Sikgorbe érintdje; normalisa
Legyen f X, kornyezetében értelmezett, Xo-ban differencialhatd. A P, (x,;f(x,))
pontban érintét huzunk f fliggvény grafikonjahoz.

Az érint6 egyenlete:
y—f(x,)=1"(x,)(x-x,)

P,-ban az érintére merdleges egyenes a gorbe normalisa.

A normalis egyenlete:

y—£(x,) == (x—x,) ha f'(x,)%0

£'(x,)
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6.4.2 Sikgorbék hajlasszoge

DEFINICIO. Két a P,-ban egymdst metsz0 sikgdrbe hajlasszoge a két gorbéhez a
metszéspontban huizott érintdk altal bezart — derékszdgnél nem nagyobb szog.

6.4.3 Sikgorbék érintkezése

DEFINICIO. Az f és a g fiiggvények legyenck az x, pontban legalabb n-szer
differencidlhatok és

f(x)=g(x,). '(x)=g(x,). £(x,)=g"(x,).. 1" (x,) =" (x,)
de f(M)(xo) és g(““)(xo) nem egyenl6k v. nem léteznek,

akkor f ¢és g fliggvények gorbéi x,-ban n-edrendben érintik egymast.

6.5 Egyenletek kozelité megoldasa Newton — modszerrel

6.5.1 Intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai
1. TETEL Ha f folytonos [a,b] -n, akkor f korlatos az [a,b] -n.

2. TETEL Ha f folytonos [a,b]-n, akkor f az [a,b]-on felveszi legnagyobb és

legkisebb értékeit.

3. TETEL Ha f folytonos [a,b] -n és f(a)~f(b) <0;akkordce ]a,b[ , ahol f(c) =0.

4. TETEL Legyen f folytonos az Ja;b[—n, Vx,,x, €]a;b[esetén, ha f(x,)=f(x,),

akkor f minden f(x,) és f(x,) kozotti értéket felvesz az |x;x,[ -on.

6.5.2 Egyenletek kozelito megoldasa
Egyismeretes egyenlet altalanos alakja:
f (X) =0

A gyakorlatban az egyenletek megoldasait elég csak bizonyos pontossaggal megadni, azaz a
gyokoket kozelitd eljarassal hatarozhatjuk meg.

Az f(x)=0 egyenlet megoldasait 2 1épésben hatérozhatjuk meg:

1. Tajékozddunk az egyenlet gyokeinek szamarol és elhelyezkedésérdl, majd ha tudjuk,
elkiilonitjiik a gyokdket, azaz olyan véges, zart intervallumokat hatarozunk meg,
amelyekben csak egyetlen gyok van. (Ezt gyakran grafikusan oldjuk meg.)

2. Az elézdleg meghatarozott intervallumokban valamilyen kozelité modszerrel
kiszamitjuk a gyokok kozelitd értékeét.

PELDAK

1. Bizonyitsuk be, hogya 10" -2x-5=0 egyenletnek csak egyetlen megoldasa van
a [0;1]—ban.
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Megoldas
f(x)=10"-2x-5 D, =R
£(0)=—4 |
= Mivel f folytonos a [0;1]-on =
f(1)=3

Jdce]0;][ , melyre f(c)=0
f'(x)=10"-In10-2
f”(x)=10x~(ln10)2>0 = f'(x) szigorGian monotonnd , de ekkor
f'(0)=In10-2>0 = f'(x)>0 a[0,1]-on,
tehat f(x) szigoraan monotonnéa[0,l]-on =

f -nek egyetlen zérushelye van a [0 , 1] —on.

6.5.3 Newton — féle érintomodszer

Numerikus médszer az f(x)=0 egyenlet kozelitd megoldasara
f(&)=0  és Eela,b] £ kozelitd értékét keressiik.

A Newton—modszer alkalmazhatd, ha (X) az [a;b] —n teljesiti a kdvetkezoket:

1) kétszer differencidlhatéd

2) f'(x)#0  Vxel[ab] (tehat f'(x) allando eldjelti = f szig. monoton!)

3) f"(x)20  Vxela,b] (tehat f'(x) allando eldjelii = f-nek nincs inflexios pontja)

Az [a,b] intervallum azon végpontjabdl indulunk, ahol a fiiggvényérték eldjele azonos

f"(x) elgjelével.
A kezddpont legyen pl. a b pont. Ekkor b pontban felirjuk az érintd egyenletét:
y—f(b)=F"(b)(x~b)

Megkeressiik az érintd egyenes x tengellyel valdé metszéspontjat ez legyen x,

0—f(b)=F"(b)(x, ~b)
U
X, =b- f(b)
£'(b)
Majd a kovetkez0 érintbt az X, pontban hiizzuk a gorbéhez, ennek az x tengellyel vald
metszéspontja X, ,
X, =X, — f(xl)
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¢s igy tovabb
— f (Xn—l )
Xn _Xn—l T oy
f (xn)
Xy Xypeerenn x, ertékek monoton kozelitenek a & értékhez.

PELDA Oldjuk megaz x+Igx=0 egyenletet!

Megoldas f(x)=x+Igx D, =R"
lgx=—x mindkét oldalt dbrazoljuk
Ny
y=-X
| y=lnx £e[0,1;1]
/ mert  £(0,1)=-0,9
I &I f I I >X f(1)=1
-1 A
f(x) =x+Igx
1
f'(x)=1 >0
( ) xInl0
f"(x)= 2_1 <0 =  0,1-bdlindulunk
x"In10
1 f(x )
f = 1 fl X :1+ = — L
n Xn (Xn) Xn + gxn ( ﬂ) Xn ln10 Xn+1 Xn f!(xn)
0 0,1 -0,9 5,343 0,2684
1 0,2684 -0,3028 2,618 0,3841
2 0,3841 -0,0315 2,131 0,3989
3 0,3989 - 0,00025 2,08873 0,3991
4 0,3991 - 0,000018 2,08818
Tehat £~0,3991
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Hatvanyfiiggények
f(z)=2a" (n € NT)

e n paros (Pl: 22,24 26 stb.)

Dy=R

Ry = [0, 00)
ZH = {0}
paros

nem monoton (szig. mon. csékkend (—oo,0]-on,

szig. mon. névekvs [0, 0o)-on)

e n paratlan (PL: 23, 2° 27 stb.)

Dy=R
Rf=R
ZH = {0}
paratlan

szig mon. novo

Gyokfiiggények
f(z) =z (n€{2,3,4,...
e n paros (PL: \/z, {/z, ¥/ stb.)
Df = [O, OO)
Rf = [O, OO)
ZH = {0}

szig. mon. nove

e n péaratlan (PL: {/z, {/z, {/z stb.)

Dy=R
Rf=R
ZH = {0}
paratlan

szig. mon. novo

Alapfiiggvények

yll
4
1 .1'2
1.
=
Yy
A
(E3
_9 1
12
—8
Ya
Jz
2
1
1
Yy
A \3/.’5
2
1
-8
1
—1
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Megjegyzés: A gyokfliggvények nem azonosak a nekik megfelels tortkitevés hatvanyfiiggvényekkel! Pl: /x = x?
minden pozitiv valoés szamra, de amint az a grafikonok Osszehasonlitasabol lathatd, mint fliggvények, korantsem
egyeznek meg: amig a gyokfiiggvények értelmezettek a O-ban is, addig a tortkitevss hatvanyfiiggvények csak a
pozitiv szamokon. Természetesen az x +— J/x és az x — 23 sem azonosak, de itt az értelmezési tartomanyok méar
nem csak egy pontban kiilonboznek.

Yy
1 Yy 1
s A T3
2 - 2
1 1
AT]L::ZL::x %YL::::::(%:x
Tortfiiggények
1
f(x) == (n € N*)
e n péaratlan (PL: 1, 15 stb.)
Yy
| 1
Dy =R\ {0} 1
Ry =R\ {0} 1
ZH = @ ) ) ) -1 T
paratlan —— B Vx
nem monoton (szig. mon. csdkkend a (—oo,0) és
a (0, 00)-okon) 1
e n paros (PL: l_%, %4 stb.)
yll
Df =R \ {0} 1
Rf =R" 2
ZH =0
paros 1“
nem monoton (szig. mon. noévekvé a (—oo,0)-on,
szig. mon. csokkend a (0, c0)-on) — T >
T 12 -
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Exponencialis

f(x) = a”

e ac(0,1)

»,
~
Il

R
Z

<

R
(0,00)
0

T

szig. mon. csokkend

e ac(1,00)
D; =R
Ry = (0,00)
ZH=10

szig. mon. noévd

= log, x

a€(0,1)

D; =Rt
R; =R
ZH — {1}

szig. mon. csokkend

a € (1,00)

szig. mon. névé

Alapfiiggvények

és logaritmus fiiggvények

(a € RT\{1})

(PL: (1) (3)".(1)" stb) "

(PL: 27,107, ¢ stb.)

Y,
a,’L‘
a
1
—/fé' 1
-1 g
+
(a € RT\{1}) y
A
(PL.: logy z,log 1 x,log1 @ stb.) log, &
1- 1
14 R
_L? z
(PL.: logy z,1g x,Inx stb.) y
A
1 1
1 1 E
log,, =
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Trigonometrikus fiiggények

f(z) =sinx

Df=R
Ry =[-1,1]
ZH = {kr | k € Z}
paratlan, periodikus (p=2)
nem monoton (szig. mon. névé a
(=% +2km, 5 + 2km)-okon (k € Z),
szig. mon. csOkkend a
(% + 2km, 3F + 2k)-okon (k € Z))

f(x) =cosx

D; =R
Rf = [717 1]
IH = {5 +kr|kecZ}
paros, periodikus (p=2m)
nem monoton (szig. mon. névé a
(=7 + 2kn, 2km)-okon (k € Z),
szig. mon. csokkend a

(2km, ™ + 2km)-okon (k € Z))

f(z) =tgz

Dy =R\{5 +kr|kecZ}
ZH = {kr | k € Z}
paratlan, periodikus (p=m)
nem monoton (szig. mon. névé a
(=% +km, 5 + kn)-okon (k € Z))

f(z) =ctgx

Dy =R\ {kn | k€ Z}
Ry=R
IH = {5 +kr|kecZ}
paratlan, periodikus (p=m)
nem monoton (szig. mon. csokkend a
(km,m + km)-okon (k € Z))

Alapfiiggvények
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Alapfiiggvények

Trigonometrikus fiiggények inverzei (arkusz fiiggvények)

f(z) = arcsinz

Dy =1[-1,1]
Ry =[-3, 5]
ZH = {0}
paratlan

szig. mon. novd

f(z) = arccos

Df = [7171]
Rf = [O,ﬂ']
ZH — {1}

szig. mon. csOkkend

Df=R
Rp=(-3.3)
ZH = {0}
paratlan

szig. mon. novd

f(z) = arcctg

D; =R
Rf = (Ovﬂ-)
ZH =0

szig. mon. csokkend

Y
A
s
. 2 //
arcsin x L
//
s
- 3
iy
1 5 T
J
7
e
.
e _z
2
Y
A
0

arccosx .~
7/

Y
A
T
_________________ R
arctgx i
R
-1 _11 T
4
___________________ A _____
2
Y
A
___________________ R
1 37
4
- arcctg x
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Egyéb (nem elemi) fiiggények
flx) = |z|

Az abszolutérték definicidja:

2] = { z, ha >0
’ —x, ha <0
D, =R Ya
R} — [0,00) b el
ZH — {0} T
paros 1
nem monoton (szig. mon. csékkens (—oo,0]-on, L L
szig. mon. névekvd [0, co)-on) o 1 o

f(z) =signx

A sign definici6ja:

Df=R

Rf = {_1707 1}
ZH = {0}
paratlan

monoton novo

f(x) = [2]

Az egészrész definicioja: [z] := max{m | m € Z,m < z}
D;=R

Ry=7

ZH — [0,1)

monoton novs

fx) = {x}

A tortrész definicioja: {z} := z — [z]

D;=R
R;=1[0,1)
ZH =17

periodikus (p=1)
nem monoton (szig. mon. névekvs az [m,m + 1)
intervallumokon (m € Z))
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		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		A matematika nyelvének elemei, definíció, tétel, szimbólumok, jelek szerepe. A matematikai logikai alapfogalmai, logikai műveletek, igazságtáblák, logikai áramkörök. 



		2.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		Vektor fogalma, vektorok összeadása, kivonása, számmal való szorzása. A Descartes-féle derékszögű koordináta rendszer, a vektor koordinátái. 



		3.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat
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		4.
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2 óra gyakorlat
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		5.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		Valós számsorozat fogalma, megadási módjai. Korlátosság, monotonitás, konvergencia, divergencia fogalma. Műveletek konvergens és divergens sorozatok között. Korlátosság, monotonitás, konvergencia kapcsolatára vonatkozó tételek. Nevezetes sorozatok an=1/n; an=qn; an=(1+1/n)n.



		6.

		SZÜNET



		7.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		A leképezés és a függvény fogalma. Egy- és kétváltozós valós függvény megadása, tulajdonságai. Összetett és inverz függvény képzése. Elemi függvények osztályozása. 



		8.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		1. Zárthelyi dolgozat. Algebrai és transzcendens függvények tulajdonságai. Egyváltozós függvény végesben és végtelenben vett határértékének fogalma. Jobb- és baloldali határérték. 



		9.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		Függvény adott pontbeli folytonossága, a szakadás fajtái.  Folytonos függvényekre vonatkozó tételek. Egyváltozós valós függvény differencia- és differenciál-hányadosának fogalma, geometriai és fizikai jelentése.



		10.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		A deriváltfüggvény értelmezése. A folytonosság és a differenciálhatóság kapcsolata. Deriválási szabályok. 



		11.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		Hatványfüggvény deriválása. Összeg-, szorzat-, hányados-, összetett- és inverz függvény deriválási szabálya. Elemi függvények deriválása. 



		12.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		Egyváltozós függvény magasabb-rendű deriváltja. A differenciál-számítás középértéktételei. A l'Hospital-szabály, Taylor-formula. 



		13.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		2. Zárthelyi dolgozat. Deriválható függvény monotonitásának és szélsőértékének vizsgálata a derivált segítségével. 



		14.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		Konvexitás, konkávitás, inflexiós pont fogalma. Differenciálható függvények esetén ezek kapcsolata a második deriválttal. A teljes függvényvizsgálat lépései.



		15.

		3 óra előadás


2 óra gyakorlat

		Pótlások





Tartalomjegyzék

2Részletes tantárgyprogram


I.
A matematikai logika elemei
5

1.
Alapfogalmak
5

2.
Logikai műveletek
5

2.1
Negáció
5

2.2
Konjunkció
6

2.3
Diszjunkció
6

2.4
Implikáció
6

2.5
Ekvivalencia
6

2.6
Kidolgozott példák
7

II.
A halmazelmélet alapjai
8

1.
Alapfogalmak
8

1.1
Alapfogalmak, jelölések
8

1.2
Halmazok megadása
8

1.3
Halmazok egyenlősége
9

1.4
Üres halmaz
9

1.5
Venn-diagram
9

2.
Részhalmaz, tartalmazás
9

3.
Műveletek halmazokkal
10

3.1
Halmazok metszete
10

3.2
Halmazok egyesítése
10

3.3
Halmazok metszetének és egyesítésének műveleti tulajdonságai
11

3.4
Halmazok különbsége
11

3.5
Komplementer halmaz
11

3.6
Hatványhalmaz
12

3.7
Halmazok Descartes-szorzata
12

3.8
Számhalmazok
13

3.9
Halmazok számossága
13

III.
Vektoralgebra
14

1.
Alapfogalmak, alapműveletek
14

1.1
A vektor fogalma
14

1.2
Vektorok összeadása
15

1.3
Vektorok kivonása
16

1.4
Vektor szorzása skalárral (vektor számszorosa)
17

1.5
Vektorok lineáris kombinációja
17

1.6
Vektorok felbontása
17

1.7
Vektor koordinátái
19

1.8
Műveletek koordinátáikkal adott vektorokkal
20

2.
Vektor szorzása vektorral
20

2.1
Vektorok skaláris szorzata
20

2.2
Vektorok vektoriális szorzata
22

2.3
Vektorok vegyes szorzata
25

3.
Koordinátageometriai alkalmazások
26

3.1
Az egyenes
26

3.2
A sík
27

IV.
Egyváltozós valós függvény
29

1.
A függvény fogalma (általánosan)
29

2.
Számsorozatok
29

2.1
A számsorozat fogalma
29

2.2
Monoton és korlátos sorozatok
31

2.3
Sorozatok konvergenciája
32

2.4
Konvergenciakritériumok
35

2.5
Végtelenhez tartó sorozatok
36

2.6
Néhány nevezetes konvergens sorozat
36

2.7
Műveletek konvergens sorozatokkal
38

2.8
Példák sorozatok határértékének kiszámítása
40

3.
Egyváltozós valós függvény alaptulajdonságai
41

3.1
A függvény fogalma, megadása
41

3.2
Függvények jellemzése, függvénytani alapfogalmak
42

3.3
Műveletek függvényekkel
44

3.4
Egyváltozós elemi függvények
48

3.5
Függvények határértéke
48

3.6
Függvények folytonossága
50

V.
Egyváltozós valós függvények differenciálszámítása
52

1.
A differenciálhányados értelmezése a deriváltfüggvény
52

1.1
A differenciahányados értelmezése
52

1.2
A differenciálhányados értelmezése
52

1.3
Jobb- és baloldali differenciálhányados
54

1.4
A folytonosság és a differenciálhatóság kapcsolata
54

1.5
A deriváltfüggvény (differenciálhányados-függvény)
55

2.
Differenciálási szabályok
55

2.1
Általános differenciálási szabályok
55

2.2
Elemi függvények differenciálása
58

2.3
Speciális differenciálási szabályok
62

3.
Differenciálható függvény differenciálja
64

4.
Magasabbrendű differenciálhányadosok
64

5.
A differenciálszámítás középértéktételei
65

6.
A differenciálszámítás alkalmazásai
66

6.1
Határértékszámítás, a L’Hospitál-szabály
66

6.2
Függvényvizsgálat (Függvénydiszkusszió)
67

6.3
Taylor polinom; Taylor – formula
71

6.4
Síkgörbék néhány jellemzője.
72

6.5
Egyenletek közelítő megoldása Newton – módszerrel
73




I. A matematikai logika elemei


1. Alapfogalmak


A matematikában az állításokat, kijelentéseket ítéleteknek nevezzük és az ítéletet alapfogalomnak tekintjük.


Minden ítélet az alábbi két tulajdonság közül pontosan az egyikkel rendelkezik:
vagy igaz, vagy hamis.


		Az igaz ítélet logikai értékét

		i

		
[image: image1]

		-val jelöljük



		a hamis ítélet logikai értékét:

		h

		

		





		Ítélet

		
[image: image2]

		Elemi ítélet (egyetlen állítást tartalmaz)



		

		
[image: image3]

		Összetett ítélet (elemi ítéletekből épül fel)





Példa

8 osztható 4-gyel
Elemi ítélet;
igaz


A fizika természettudomány
Elemi ítélet;
igaz


Mit csinálsz holnap?
Nem ítélet


A kutya emlősállat és sin x>2
Összetett ítélet;
hamis


Minden négyszög téglalap
Elemi ítélet;
hamis


Ne kiabálj!
Nem ítélet


2. Logikai műveletek


2.1 Negáció


Definíció.
Adott   A   ítélet tagadása a „nem A” ítélet, melyet az A ítélet negációjának nevezünk és ( A-val jelölünk. A   ( A   ítélet akkor és csak akkor igaz, ha   A   hamis.

A negáció művelettáblája ill. értéktáblázata:

		A

		( A



		i

		h



		h

		i





Példa

A (ítélet):
3 osztója 6-nak
igaz


( A (ítélet):
3 nem osztója 6-nak
hamis

2.2 Konjunkció


Definíció.
Adott A és B ítéletek konjunkciójának nevezzük és A(B (olv: A és B)—vel jelöljük az „A és B” összetett ítéletet. Az A(B ítélet akkor és csak akkor igaz, ha A is igaz, B is igaz.


A konjunkció értéktáblázata:


		A

		B

		A(B



		i

		i

		i



		i

		h

		h



		h

		i

		h



		h

		h

		h





2.3 Diszjunkció

Definíció.
Adott A és B ítéletek diszjunkciójának nevezzük és A(B (olv: A vagy B)–vel jelöljük az „A vagy B” (megengedő értelmű vagy) összetett ítéletet. Az A(B ítélet akkor és csak akkor igaz, ha A és B közül legalább az egyik igaz.

A diszjunkció értéktáblázata:


		A

		B

		A(B



		i

		i

		i



		i

		h

		i



		h

		i

		i



		h

		h

		h





2.4 Implikáció


Definíció.
Adott A és B ítéletekekből A előtaggal és B utótaggal képzett implikációnak nevezzük és A(B–vel jelöljük a „ha A akkor B” összetett ítéletet. Az A(B ítélet akkor és csak akkor hamis, ha A igaz, B hamis.

Az implikáció értéktáblázata:


		A

		B

		A(B



		i

		i

		i



		i

		h

		h



		h

		i

		i



		h

		h

		i





2.5 Ekvivalencia


Definíció.
Adott A és B ítéletek ekvivalenciájának nevezzük és A(B (olv. A ekvivalens B)–vel jelöljük az akkor és csak akkor A, ha B összetett ítéletet. Az A(B akkor és csak akkor igaz, ha A és B logikai értéke egyenlő.


Az ekvivalencia értéktáblázata:


		A

		B

		A(B



		i

		i

		i



		i

		h

		h



		h

		i

		h



		h

		h

		i





2.6 Kidolgozott példák


1. Példa
Készítsük el az 
A((B(A)
formula értéktáblázatát!

Megoldás


		A

		B

		B(A

		A((B(A)

		



		i

		i

		i

		i

		Tehát a formula értéke



		i

		h

		i

		i

		mindig igaz



		h

		i

		h

		i

		



		h

		h

		i

		i

		





2. Példa
Készítsünk értéktáblázatot a
(A(( ((A(B)
formulához!

Megoldás


		A

		B

		( A

		(( A(B

		( (( A(B)

		( A(( (( A(B)

		



		i

		i

		h

		i

		h

		h

		A formula 



		i

		h

		h

		h

		i

		h

		értéke



		h

		i

		i

		i

		h

		h

		mindig



		h

		h

		i

		i

		h

		h

		hamis





3. Példa
Igazoljuk a következő azonosságot: 
A(B = (( A(B) ( (( B(A)!

Megoldás


		A

		B

		( A

		( A(B

		( B

		( B(A

		(( A(B) ( (( B(A)

		A(B



		i

		i

		h

		i

		h

		i

		i

		i



		i

		h

		h

		h

		i

		i

		h

		h



		h

		i

		i

		i

		h

		h

		h

		h



		h

		h

		i

		i

		i

		i

		i

		i





Mivel
(( A(B) ( (( B(A)
és
A(B
logikai értéke mindig azonos, ezért valóban igaz az azonosság.


II. A halmazelmélet alapjai


· A halmazelmélet a matematika új fejezete. Az 1800-as évek 2. felében Cantor német matematikus vezeti be a halmazelméleti alapfogalmakat (halmazok számosságával is foglalkozik)


· A halmazelmélet nagy jelentőségű, mert a matematika minden ágának modellje felépíthető halmazelméleti fogalmakkal.


1. Alapfogalmak


1.1 Alapfogalmak, jelölések

A halmaz alapfogalom a matematikában (bizonyos meghatározott, különböző, valóságos vagy gondolatban kialakított dolgoknak az összesége)


		Jelölések:

		A, B, C, …, H, …

		– halmazokat

		
[image: image4]

		jelölnek



		

		a, b, c, …, h, …

		– elemeket

		

		



		

		a ( H

b ( H

		jelentése


jelentése

		· „a” eleme a H halmaznak


· „a” benne van a H halmazban


· H halmaz tartalmazza az „a” elemet


· „b” nem eleme a H halmaznak





Példa
vezessük be a következő jelöléseket


N+:
a pozitív egész számok halmaza


N:
a nemnegatív egész számok halmaza


Z:
az egész számok halmaza


3 ( N
de
0 ( N+,

100 ( Z


-1 ( N
,
-1 ( Z


1.2 Halmazok megadása

Egy halmazt adottnak tekintünk, ha minden dologról, elemről egyértelműen el tudjuk dönteni eleme-e a halmaznak vagy sem.


A halmazok megadási módjai


a) Analítikus úton: elemeinek felsorolásával (ha „kevés” véges sok elemet tartalmaz), vagy annyi elemének felsorolásával (ha végtelen sok eleme van), hogy abból bármely eleme képezhető legyen.

Pl.
A:= {Jóska, Pista, Pali}



B:= {2, 4, 6, …, 2n, …}


b) Szintetikus úton: a halmaz elemeit valamilyen tulajdonságuk alapján adjuk meg (tehát, ha A halmaz azon x dolgok halmaza, melyek  tulajdonsággal rendelkeznek, akkor ezt A:= {x | (x)}-el jelöljük.

Pl.
C: = {x, | x( N+, 3 | x és x<100}

(C a 3-mal osztható, 100-nál kisebb pozitív egész számok halmazát jelenti)


1.3 Halmazok egyenlősége


Definíció.
Két halmazt akkor és csak akkor tekintünk egyenlőnek, ha elemeik ugyanazok.


Pl: 
1)
{1, 2, 3, 4} = {4, 3, 2, 1}


2) 
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3) B:= {2, 4, 6, …, 2n, …}



C:= {x, | x( N+, 2 | x}



D:= {a pozitív páros számok halmaza}



B=C,

de
B

[image: image6.wmf]¹


D

D={B}={C}


8(D

(D-nek egyetlen eleme van!)


1.4 Üres halmaz


Definíció.
Azt a halmazt, amelynek egyetlen eleme sincs, üres halmaznak nevezzük, és Ø‑val jelöljük.


Pl:
Ø= {az egyenlő oldalú tompaszögű háromszögek}


1.5 Venn-diagram


A sík zárt görbevonallal határolt pontjaival szemléltetünk halmazokat.


Példa 
M: = {a vizsgán kapható osztályzatok}={1, 2, 3, 4, 5}



[image: image7.emf] 


- 4  


2,5  


M    


 


0  


1  


2  


3  


4  


5  




2. Részhalmaz, tartalmazás


Definíció.
Az A halmazt a B halmaz részhalmazának nevezzük, ha A minden eleme B‑nek is eleme.


Jele:
A(B
v.
B(A


Definíció.
Az A halmaz valódi részhalmaza B‑nek, ha A része B‑nek, de AKB.


Jele:
A(B
v.
B(A




[image: image8.emf] 


B  


A  


A  B  




		Tétel

		

		Minden A-ra
 A(A 

		reflexivitás



		

		Ha

		A(B és B(A, akkor A=B

		antiszimmetria



		

		Ha

		A(B és B(C, akkor A(C

		tranzitivitás



		

		

		Ø( A, minden A-ra

		



		

		

		

		



		Tétel

		

		A(A

		egyetlen A-ra sem áll fenn



		

		Ha

		A(B, akkor B(A

		



		

		Ha

		A(B és B(C, akkor A(C

		





3. Műveletek halmazokkal


3.1 Halmazok metszete


Definíció.
Két halmaz metszetén v. közös részén azoknak az elemeknek a halmazát értjük, amelyek mindkét halmazban benne vannak.

Jelölés:

A és B halmaz metszete
A(B


Szemléltetés:


[image: image9.wmf]A   B


B


A


A   B




Definíció.
Ha A-nak és B-nek nincs közös eleme, 

[image: image10.wmf]AB


¹Æ


W


, ekkor az A és B un. diszjunkt halmazok.

3.2 Halmazok egyesítése


Definíció.
Két halmaz egyesítésén v. unióján azoknak az elemeknek a halmazát értjük, amelyek a két halmaz közül legalább az egyikben benne vannak.

Jelölés:

A és B halmaz egyesítése
AUB


Szemléltetés:




[image: image11.emf] 


A  B  


A  


B  




		Tétel

		– Tetszőleges A, B halmazokra fennállnak az



		

		A(B ( A ( A(B
és
A(B ( B ( A(B



		

		tartalmazási kapcsolatok.



		

		– Ha A(B, akkor A(B = A
és 
A(B = B





3.3 Halmazok metszetének és egyesítésének műveleti tulajdonságai


		Tétel

		Tetszőleges A, B, C halmazokra

		



		

		1. A((B(C) = (A(B)(C

		A((B(C) = (A(B)(C

		asszociatív



		

		2. A(B = B(A

		A(B = B(A

		kommutatív



		

		3. A(A = A

		A(A = A

		idempontens



		

		4. A((A(B) = A

		A((A(B) = A

		elnyelési tul.



		

		5. A((B(C) = (A(B)((A(C)

		A((B(C) = (A(B) ((A(C)

		disztributív





3.4 Halmazok különbsége


Definíció.
A és B halmazok különbségén értjük A összes olyan elemének a halmazát, amelyek nincsenek a B-ben.

Jele:

A(B


Szemléltetés:




[image: image12.emf] 


A  B  


A  


B  




Képletben:
A(B = {x | x(A, de x(B}

		Tétel

		– Tetszőleges A, B halmazokra



		

		A\B = A((A(B) = (A(B)(B



		

		– Ha A(B = Ø
(
,
ha A(B





3.5 Komplementer halmaz


Definíció.
A H halmaz valamely A részhalmazának H-ra vonatkozó komplementerén értjük a H(A halmazt.

Jelölése:



[image: image13.wmf]H


A


 = H(A

v.
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 = H(A


		Tétel

		– H halmaz tetszőleges A és B részhalmazaira
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 = A



		

		A(
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( (de Morgan képletek)





3.6 Hatványhalmaz


Definíció.
Egy H halmaz összes részhalmazai újabb halmazt alkotnak, ezt nevezzük a H hatványhalmazának.

Jele:
P(H) — H hatványhalmaza; H halmaz P(H) alaphalmaza


A(H ugyanazt jelenti mint A( P(H).


		Példa

		H = {1, 2, 3}

		

		



		Részhalmazok:

		H1 = Ø

		

		



		

		H2 = {1}

		H3 = {2}

		H4 = {3}



		

		H5 = {1, 2}

		H6 = {2, 3}

		H7 = {1, 3}



		

		H8 = H5 = {1, 2, 3}



		Hi(H
(i = 1,…, 8)



		Most
H elemeinek száma: 3

P(H) elemeinek száma: 8 = 23



		Megjegyzés:

		Általában is igaz, hogy ha H elemeinek száma n (véges!), akkor P(H) elemeinek száma: 2n.





3.7 Halmazok Descartes-szorzata


Definíció.
A
H1 H2,…, Hn nemüres halmazok Descartes-szorzatán a következő halmazt értjük:


H1(H2(H3…(Hn = {(h1, h2,…,hn) | h1(H1, h2(H2,…,hn(Hn}

Speciális Descartes-szorzatok


1.
Ha
H1=(,
H2=(

H1(H2 = ((( = (2 = {(x, y) | x((, y((}


(2 — a rendezett valós számpárok halmaza


a rendezettség miatt pl: (2, -1) ( (-1, 2)


(2 — szemléltetve: a sík


2.
((((( = (3 = {(x, y, z) | x((, y((, z((}


(3 — a rendezett valós számhármasok halmaza


(3 — szemléltetve: a tér


3.8 Számhalmazok


Természetes számok halmaza

Jele: N


N: = {a pozitív egész szám és a 0} = {0, 1, 2, 3, …}


Elvégezhető műveletek: összeadás, szorzás, kivonás


Egész számok halmaza

Jele: Z


Z: = {0, -1, 1, -2, 2, -3, 3, …}


Elvégezhető műveletek: összeadás, szorzás, kivonás


Racionális számok halmaza

Jele: Q


Q: = {x | x = 

[image: image22.wmf]q


p


, p(Z, q(Z, q K0}


Elvégezhető műveletek: összeadás, szorzás, kivonás, osztás (0-val nem osztunk!)


(Tehát a racionális számok, a két egész hányadosaként felírható számok.)

A racionális szám tizedestört alakja: véges v. végtelen szakaszos tizedes tört.


Pl:
5;
-4;
12,47;
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Irracionális számok halmaza

Jele: Q*

Q*: = {a végtelen nem szakaszos tizedestörtek}


irracionális szám: nem írható fel két egész hányadosaként

Pl:
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A valós számok halmaza

Jele: (

(: = Q(Q*

A valós számhalmaz szemléltetése Venn-diagrammal
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3.9 Halmazok számossága


		Véges sok elem esetén:

		az elemek száma adja a halmaz számosságát



		Végtelen sok elem esetén: 

		
[image: image26]

		megszámlálhatóan végtelen sok

		
[image: image27]

		elemű halmazokról

beszélhetünk



		

		
[image: image28]

		nem megszámlálhatóan végtelen sok

		

		





III. Vektoralgebra


1. Alapfogalmak, alapműveletek


1.1 A vektor fogalma


A vektor fogalma a fizikából származik.


A fizikai mennyiségek lehetnek:


a) skalár jellegű mennyiségek: értékük egyértelműen megadható egyetlen valós számmal Pl.: távolság, tömeg, idő, hőmérséklet, munka stb.


b) vektor jellegű mennyiségek: irányított szakasszal adhatók meg (melyet nagysága, állása, irányítása határoz meg)

Pl.: elmozdulás, sebesség, erő, gyorsulás stb.


Definíció.
Vektoron irányított szakaszt értünk, melyet hossza, állása és iránya határoz meg.



[image: image29.emf] 


a   a ,   b ,   c ,  …  


           AB, CD, …      


A    a vektor kezdőpontja   B    a vektor végpontja  


A  


B    


Jele:  




Megjegyzés:


A matematikában a vektort szabadnak tekintjük! A kezdőpontja tetszőleges!

Definíció.
Vektor abszolút értékén a vektort ábrázoló irányított szakasz hosszát (nagyságát) értjük.

Jele:


[image: image30.wmf]a,b,AB


uuur




Definíció.
Két vektor egyező állású, ha az őket tartalmazó egyenesek párhuzamosak.


Definíció.
Két vektor egyenlő, ha abszolút értékük, állásuk és irányuk megegyezik.


Pl.:
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b  
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a  =  b  


a  ≠  c  




Definíció.
Azt a vektort, melynek abszolút értéke nulla, zérusvektornak (nullvektornak) nevezzük.

A zérusvektor állása és iránya tetszőleges.


Jele:
0
;
| 0 | = 0

Definíció.
Azt a vektort, melynek abszolút értéke egységnyi, egységvektornak nevezzük.

Megjegyzés:


A
v
vektorral azonos állású és irányú egységvektort
vo-al vagy
ev-vel jelöljük 
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Definíció.
Kollineáris (párhuzamos) két vektor, ha állásuk megegyezik.


Definíció.
Komplanárisak azok a vektorok, amelyek egy síkkal párhuzamosak.


Definíció.
Két vektor szöge, az őket tartalmazó egyenesek 180°-nál nem nagyobb szöge.
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1.2 Vektorok összeadása


Definíció.

1. Az a és b vektorok 
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összegén azt az a + b –vel jelölt vektort értjük, amely az a kezdőpontjátból a b végpontjába mutat.
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2. Ha a és b különböző állásúak, akkor a + b vektort megadja az a és b-vel (mint oldalakkal) szerkesztett paralelogrammának, a vektorok közös kezdőpontjából induló átlóvektora.
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Műveleti tulajdonságok

a, b, c
( (3

tetszőleges vektorokra

		a + b = b + a

a + (b + c)=(a + b) + c

a + 0 = a


a + (-a) = 0

		(ahol   –a,   a   ellentettje


| -a | = | a |  ,  -a || a , de ellentétes irányúak)





1.3 Vektorok kivonása


Definíció.
Az a és b vektorok a - b –vel jelölt különbségén azt a vektort értjük, amelyet b –hez hozzáadva az a-t kapjuk.




[image: image37.emf] 
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Nem kommutatív   b   -   a  ≠  a   -   b  




1.4 Vektor szorzása skalárral (vektor számszorosa)

Definíció.
Az a vektor és a  valós szám a -val jelölt szorzatán azt a vektort értjük, amelynek abszolút értéke |a|, állása megegyezik a állásával, iránya a irányával egyenlő, ha  ≥ 0, a -val ellentétes irányú, ha  < 0 .

		Tehát

		|a| = |a|


a a





Műveleti tulajdonságok:

a, b
( (3
;
((

		a a 

a) a


(a a +a


(a + b) =a +b
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1.5 Vektorok lineáris kombinációja


Definíció.
Az a1, a2,…, ak   vektorok lineáris kombinációján a

		1 a1 + 2 a2 + …+ kak





vektort értjük, ahol 
i((

i=1,…, k


1.6 Vektorok felbontása


1. Tétel

Ha 

[image: image39.wmf]a0


¹


, akkor bármely a-val párhuzamos (kollineáris) v egyértelműen előállítható a lineáris kombinációjaként, azaz létezik egyértelműen meghatározott (R, hogy

v =a
.

Bizonyítás.

Legyen


[image: image40.wmf]vaésa0
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Ekkor két eset lehetséges

)
ve =ae



)
ve = - ae

 esetén
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[image: image42.wmf]e


1


aa


a


=×




Tehát 
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 esetén
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Tehát 
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Ha

v = 0
,
akkor

v = 0 =0 ∙a

áll fenn, azaz =0


2. Tétel
Két vektor akkor és csak akkor párhuzamos, ha legalább egyik a másik számszorosa.


3. Tétel
Ha két vektor a és b nem párhuzamosak, akkor az a és b vektorok síkjába eső bármely v egyértelműen előállítható az a és b vektorok lineáris kombinációjaként, azaz létezik olyan (R, melyekre

Bizonyítás.

Végezzük el a következő szerkesztést!
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A szerkesztés egyértelműségéből  következik, hogy    és     egyértelműen meghatározott.  


 a  


a  


 b  


a ’  


b’  


B  


A  


b  


0  




Megjegyzés:

A 3. Tétel így is megfogalmazható:

Ha


[image: image47.wmf]abésa,b,v
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komplanárisak, akkor v egyértelműen előállítható


[image: image48.wmf]aésb



lineáris kombinációjaként.

4. Tétel
Három vektor akkor és csak akkor komplanáris (egysíkú), ha legalább egyikük a másik kettő lineáris kombinációja.

5. Tétel
Ha a, b, c, nem komplanáris (nem egysíkú) vektorok, akkor a tér bármely v vektora egyértelműen előállítható az a, b, c vektorok lineáris kombinációjaként.


Bizonyítás.

A bizonyítás gondolatmenete azonos a 3. Tétel bizonyításával.
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A szerkesztés egyértelműségéből következik, hogy , ,  (R valós számok egyértelműen meghatározottak.

v = m+ ∙c = ∙a + ∙b + ∙c

Megjegyzések


1. Két nem párhuzamos vektor a síkot, három nem egysíkú vektor a teret „kifeszíti”, mert lineáris kombinációjukkal a sík, ill. a tér minden vektora egyértelműen előállítható.


2. A sík 2 nem párhuzamos vektora a sík egy bázisa, a tér 3 nem komplanáris vektora a tér egy bázisa.


Definíció.
A tér nemkomplanáris, közös kezdőpontból felmért a, b és c vektorai az adott sorrendben jobbrendszert alkotnak, ha c irányából nézve az a vektor az óramutató járásával ellenkező 180°-nál kisebb szögű forgatással a b irányába forgatható.
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Megjegyzések


1. Ha
a, b, c
jobbrendszer
( b, a, c
balrendszer!


2. A jobbrendszert jobbkezünk ujjaival, a balrendszert balkezünk ujjaival szemléltetjük.

1.7 Vektor koordinátái


Vegyünk fel a térben egy O pontot, valamint az O ponttól kiinduló három, páronként egymásra merőleges egységvektort, jelölje őket i, j, k és alkossanak ebben a sorrendben jobbsodrású rendszert. Ezeket nevezhetjük bázisvektoroknak. Az i, j, k a tér bázisa. (ortonormált bázis!).


Az 5. Tétel értelmében a tér bármely v vektora egyértelműen felírható a bázisvektorok lineáris kombinációjaként. Legyen a felbontás


v = x∙i + y∙j + z∙k
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Definíció.
Az x, y, z valós számok a v vektor koordinátái, az x i, y j, z k vektorok a v vektor komponensei (az i, j, k bázisban).

Tehát a v koordinátáit egy rendezett számhármassal


		a

v = (x, y, z)

		– sorvektoros 

		alakban szoktuk kifejezni,



		de
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		– oszlopvektoros 

		alakban is használhatjuk.





Megjegyzés


1. Másik bázist is választhattunk volna!


2. v koordinátái függnek a bázisvektorok választásától.


3. A sík, pl. az x, y sík v vektorát

v = x∙i + y∙j + 0∙z = x∙i + y∙j

alakban állíthatjuk elő, így v koordinátái


v = (x, y, 0) 

v = (x, y)
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rendezett valós számpár

4. A tér v vektorai és a tér P pontjai közötti kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés miatt a v és P végpontjának koordinátái azonosak.


A v a P pont helyvektora.

1.8 Műveletek koordinátáikkal adott vektorokkal


Tétel
A   v1 = (x1, y1, z1) és a v2 = (x2, y2, z2) adott vektorok esetén v1 = v2 akkor és csak akkor, ha x1 = x2, y1 = y2, z1 = z2 egyszerre teljesül.


Tétel
A   v = (x, y, z) vektor -szorosának v -nek koordinátái
v = (x, y, z).

Tétel
Az   a = (a1, a2, a3)
és
b = (b1, b2, b3) vektorok összegének, különbségének koordinátái:
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2. Vektor szorzása vektorral


2.1 Vektorok skaláris szorzata


Definíció.
Két vektor skaláris szorzatán a két vektor abszolút értékének és az általuk bezárt szög koszinuszának szorzatát értjük.


		Jele:
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		Képlettel:
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Megjegyzés:
A skaláris szorzat eredménye nem vektor, hanem skalár mennyiség.


Műveleti tulajdonságok


a, b, c

tetszőleges vektorok

((

		a b) = ( a) b


a b) = a ( b)


a) b) = ()(a b)

a b = b a

a (b + c) = a b + a c





Tétel
Két vektor skaláris szorzata akkor és csak akkor 0, ha a két vektor merőleges egymásra.

Bizonyítás.

1. rész:
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Most ezt bizonyítjuk!
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2. rész:
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Most ezt bizonyítjuk!

Legyen 
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Példa

i, j,∙k
alapvektorok (páronként merőlegesek, jobbrendszer)
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Tétel
Koordinátáival adott két vektor skaláris szorzata:
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Bizonyítás.
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a megfelelő műveleti tulajdonságot felhasználva
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a korábbi eredmények felhasználásával


a abszolút értékének kiszámítása
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Tehát
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Példa

Legyen
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Megoldás
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A fizikában

A munka:
egy pontszerű, egyenes pályán mozgó testre ható állandó erő munkája:
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2.2 Vektorok vektoriális szorzata

Definíció.
Két vektor vektoriális szorzatán azt a vektort értjük, amelynek


· abszolút értéke a két vektor abszolút értékének és a közbezárt szögük szinuszának szorzata,


· állása mindkét tényezőre merőleges


· iránya pedig olyan, hogy az első tényező, a második tényező és a vektori szorzat ebben a sorrendben jobbrendszert alkot.


Jelölés:
a x b

a és b vektoriális szorzata
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Műveleti tulajdonságok


a, b, c

tetszőleges vektorok
;
(R
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Tétel
Két vektor vektoriális szorzata akkor és csak akkor zérusvektor, ha a két vektor párhuzamos (egyező állású).

Bizonyítás

Legyen a két vektor
a és b

Ha

a = 0
(v.
b = 0)

a tétel triviálisan teljesül


Ha
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1. rész:
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		Bizonyítás
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2. rész:
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		Bizonyítás
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Példa 

i, j,∙k

alapvektorok (jobbrendszert alkotnak!)




[image: image82.wmf]iijjkk0el


őző tétel szerint


ijkjkikij


´=´=´=


´=´=´=




Tétel
Koordinátáival adott két vektor vektoriális szorzata:
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Bizonyítás
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Tétel
Két vektor vektoriális szorzatának abszolút értéke a két vektor által kifeszített paralelogramma területének mérőszámával egyenlő.

Bizonyítás
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Példa

Legyen
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Megoldás
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A fizikában
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(O pontban rögzített merev testre P pontban F állandó erő hat, melynek hatásvonala nem halad át O ponton. Ezen F erőnek a testre forgató hatása van, amelyet forgatónyomatéknak nevezünk.)
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2.3 Vektorok vegyes szorzata 

Definíció.
Az  a , b , c  vektorok vegyes szorzatán az a x b-nek a c-vel képzett skaláris szorzatát értjük, jele a b c
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A vegyes szorzata geometriai jelentése


Tétel
Az  a b c  vegyes szorzat abszolút értéke annak a paralelogramma alapú ferde hasábnak a térfogatát adja, amelynek egy csúcsából kiinduló 3 élvektora éppen az a ,  b

  és  c  vektor.

Bizonyítás
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Műveleti tulajdonságok


a, b, c

tetszőleges vektorok


		1.

		

[image: image94.wmf]abcbcacab


==




		
[image: image95]

		A geom. jelentésből köv.
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Tétel
Három vektor vegyes szorzata akkor és csak akkor zérus, ha a három vektor komplanáris (egysíkú).

Tétel
Koordinátáival adott három vektor vegyes szorzata, ha

a = (a1, a2, a3)  ,  b = (b1, b2, b3)  ,  c = (c1, c2, c3)


az
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3. Koordinátageometriai alkalmazások


3.1 Az egyenes


Adott 
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’e’ egyenes haladjon át Po ponton és e legyen párhuzamos v-ral (v az egyenes irányvektora!)
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P(x; y; z) pont akkor és csak akkor van az e egyenesen, ha 
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 vektor egyező állású (párhuzamos) v-ral, azaz ha ( olyan 
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Amiből
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Tétel
Ha egy egyenes adott Po pontjának helyvektora ro, irányvektora pedig 
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, akkor az egyenes paraméteres vektoregyenlete:
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alakú, ahol r az egyenes valamely P pontjába mutató helyvektor és t paraméter, 
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Az egyenes paraméteres egyenletrendszere
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		· az egyenes adott pontja és helyvektora
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		· az egyenes vm. pontja és helyvektora
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		· az egyenes paraméteres egyenletrendszere





Ha
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a 3 egyenletből
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		az egyenes paraméteres egyenletrendszere





Példa 
Írjuk fel az
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pontokon áthaladó egyenes paraméteres egyenletrendszerét!


Megoldás
irányvektora:
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egy pontja:
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Az egyenes paraméteres egyenletrendszere:
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3.2 A sík


Adott
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S sík illeszkedjen a Po pontra és legyen merőleges n-ra (n a sík normálvektora!)
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A P pont akkor és csak akkor van az S síkon, ha
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 vektor merőleges n-ra, azaz ha skaláris szorzatuk 0.
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(skaláris szorzat)


Tétel
Ha egy sík adott Po pontjának helyvektora ro, normálvektora pedig 
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, akkor a sík vektoregyenlete:
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Az sík általános egyenlete:
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A sík vektoregyenletében szereplő skaláris szorzatot a koordinátákkal kiszámítva:
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a sík általános egyenlete

Ezt átrendezve
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a sík általános egyenlete


Példa 
Írjuk fel azon sík egyenletét, amely illeszkedik a
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pontra és párhuzamos a
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egyenletű síkkal!


Megoldás
Az adott sík:
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A két sík normálvektora azonos!


A keresett sík egyenlete: 
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átalakítva:
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IV. Egyváltozós valós függvény

1. A függvény fogalma (általánosan)

Definíció.
Ha egy A halmaz bizonyos elemeihez hozzárendeljük egy B halmaz egy-egy elemét, akkor az A halmazból a B halmazba vivő függvényt értelmeztük.

Jele:
ha f ilyen függvény jele
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A
halmaz
az
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függvény alaphalmaza

B
halmaz
az
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függvény képhalmaza

Ha a(A és f függvény a-hoz az f(a)-t rendeli B-ből, akkor f , a´ helyen felvett helyettesítési értéke f(a)(B.

Definíció.
Az 
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függvény értelmezési tartománya azon A-beli elemek halmaza, amelyekhez f ténylegesen hozzárendeli B valamelyik elemét.


Az f értékkészlete pedig azon B-beli elemek halmaza, amelyeket f hozzárendel, az A-nak legalább egy eleméhez.


Jelölés:
f értelmezési tartománya
Df



f értékkészlete
Rf
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Példák

		1.
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		egyváltozós valós függvény



		2.
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2. Számsorozatok


2.1 A számsorozat fogalma


Definíció.
Számsorozatnak nevezzük azt a függvényt, amely minden pozitív egész számhoz egy-egy számot rendel (ez a szám lehet valós, de komplex is!)

Jelölése:

{a1, a2, a3,…, an,…}

an
a sorozat n-edik, v. ált. eleme


{an}
—
a sorozat rövid jelölése


Megjegyzés:
A sorozat mint fv. értelmezési tartománya:
N+


A sorozat mint fv. értékkészlete (( ((C)

Sorozatot megadhatunk


1. Képlettel

		pl.:

		a)
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2. Rekurzív definícióval


		pl.:

		a)

		(az un. Fibonacci-féle számsorozat)

		valós sorozat



		a1 = 1


a2 = 1

		an= an-1 + an-2,

ha
nP3,
n(N
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		a1 = 1
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3. Képzési utasítással

pl : legyen
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4. Grafikusan
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Megjegyzés:
Mi valós számsorozatokkal foglakozunk részletesebben!

2.2 Monoton és korlátos sorozatok


Monoton sorozatok


Definíció.
Az {an} sorozat növekedő, ha
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{an} sorozat szigorúan növekedő, ha
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{an} sorozat csökkenő, ha
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{an} sorozat szigorúan csökkenő, ha
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teljesül
( n(N+ esetén.

Példák

1. {0, 2, 4, 6, 8,…}



szigorúan növekedő sorozat


2. {0, 0, -1, -1, -2, -2, -3, -3,…}


monoton csökkenő sorozat

3. {-1, 1, -1, 1,…}



nem monoton sorozat

4. {an} = 
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n(N+

Milyen monotonitású?
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( n(N+ esetén

Tehát a sorozat szigorúan monoton csökkenő.


Korlátos sorozatok


Definíció.
Az {an} sorozat felülről korlátos, ha
( K((,
hogy
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Az {an} sorozat alulról korlátos, ha
( k((,
hogy
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Az {an} sorozat korlátos, ha alulról és felülről is korlátos,

azaz
ha 
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k
szám a sorozat alsó korlátja


K
szám a sorozat felső korlátja


Megjegyzések:


1. Korlátos sorozatnak végtelen sok alsó, ill. felső korlátja van.


2. A felső korlátok között van legkisebb, az alsó korlátok között van legnagyobb.


Definíció.
Felülről korlátos sorozat legkisebb felső korlátját a sorozat felső határának (szuprémumának);


alulról korlátos sorozat legnagyobb alsó korlátját a sorozat alsó határának (infimumának) nevezzük.


Példák

1. {an} = {1+2n}

n(N+


alulról korlátos sorozat


mivel 
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3 a sorozat infimuma!

2. {an} = 
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korlátos sorozat
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1
szuprémum


2.3 Sorozatok konvergenciája

Pl.:


1. Legyen


[image: image174.wmf](


)


(


)


}


n


1


1


-


2


{


;


n


1


1


-


2


a


n


n


n


+


×


+


=




n(N+



[image: image175.wmf](


)


n


1559913131717


2-11,,,,,,,,,


n23456789


ìüìü


+×=


íýíý


îþîþ


K






[image: image176.wmf]1000


1


a22,001


1000


=+=




n

növelésével hogyan viselkednek a sorozat elemei?


Igaz-e:

ha
n = h

an = 2


Nem igaz!
A ( nem tényleges mennyiség, hanem egy minden határon túl folytatható folyamat szimbóluma. Tehát itt, ha
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Itt a 2 számot a sorozat határértékének nevezzük.


2. Legyen
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sorozat esetében úgy gondolhatjuk nincs olyan szám melyet an megközelít, ha 
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Definíció (1).
Az {an} sorozat konvergens, ha ( olyan A(( szám, hogy A ( környezetébe a sorozatnak véges sok eleme kivételével minden eleme beletartozik és ekkor az A számot a sorozat határértékének nevezzük.


Definíció (2).
Az {an} sorozat konvergens és határértéke az A szám, ha ( >0-hoz, meghatározható olyan No természetes szám (Notól függő), hogy ha n>No akkor 
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Az A szám az {an} határértéke, jelben:




[image: image182.wmf]nn


n


limaAv.aA,han


®¥


=®®¥




Megjegyzések


1. Az A szám

sugarú környezetén (>0) az


]A-; A+[
nyílt intervallumot értjük, azaz


]A-; A+[ = 
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2. | an-A | < 
(
- < an-A < 

A- < an < A+

3. Az {an} sorozat konvergenciájára adott két definíció ekvivalens.

1. Tétel
Konvergens sorozatnak csak egy határértéke van.


Definíció.
Az olyan sorozatot, amelynek nincs határértéke divergensnek nevezzük.


Példák


1. Divergens sorozatok:


{(-3)n} = {-3, 9, -27, 81, …}


{n2} = {1, 4, 9, 16, 25, …}


2. Bizonyítsuk be, hogy az 
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Megoldás
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Sejtés:

a határérték

A=2


A 2. definícióval igazoljuk, hogy a határérték 2.


Írjuk fel és oldjuk meg az |an-A| < 
egyenlőtlenséget n-re, majd elemezzük a megoldást.
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Tehát ha 
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, akkor |an-2| < azaz a sorozat teljesíti a 2. definíciót, így 
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konvergens és határértéke 2.


Jelben: 
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A konvergencia bizonyítás vége!

A sorozat azon elemei melyekre n>No,  a 
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 intervallumban, azaz a 2  sugarú környezetében vannak. Véges sok elem: a1, a2, a3, …, aNo esik csak kívül a 2  sugarú környezetén.


Pl.: legyen


[image: image197.wmf]-3


o


-3


3


ε=310N=-2=998


310


éù


×


êú


×


ëû



küszöbszám!


Tehát


a
2
0,003
sugarú környezetén kívül eső elemek:
a1, a2, a3, …, a998

a
2
0,003
sugarú környezetébe eső elemek:
a999, a1000, a1001, …— végtelen sok


2. Tétel
Ha
{an}
konvergens, akkor korlátos.


Bizonyítás.

Legyen 
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A konvergencia definíciójával bizonyítunk.


Ekkor pl.:
=1-hez is
( No(N+, hogy ha n>No, akkor | an-A | < 1(A-<an< A+1

A sorozat azon elemei, melyre n>No, teljesítik a fenti egyenlőtlenséget.

A sorozat
a1, a2, a3,…, aNo elemei vannak kívül az 
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 intervallumon.


Válasszunk alsó korlátot:
k = min{A-, a1, a2, …, aNo}


Válasszunk felső korlátot:
K = max{A+, a1, a2, …, aNo}
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Minden n-re
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tehát a sorozat korlátos!


Megjegyzés:
Az előző tétel megfordítása nem igaz, azaz van olyan korlátos sorozat, amely nem konvergens!

Definíció.
Az
((
számot az{an} torlódási pontjának nevezzük, ha 
(
környezete a sorozat végtelen sok elemét tartalmazza.


Példa

{(-1)n}={-1, 1, -1, 1, …}

Két torlódási pont:
-1 és 1


De: a sorozat divergens!


2.4 Konvergenciakritériumok


· A konvergencia definíciója alapján gyakran nehéz bizonyítanunk konvergens-e az adott sorozat, ehhez ugyanis ismernünk kellene a sorozat határértékét!


· Előfordulhat nem is vagyunk kíváncsiak a határértékre, csupán az érdekel bennünket, konvergens-e a sorozat (azaz van-e határértéke!)


· Fontos olyan kritériumok ismerete, melyek segítségével a konvergencia egyértelműen eldönthető.


Külön megadhatunk a konvergenciára


· szükséges


· elégséges


· szükséges és elégséges


feltételeket!


2.4.1 A konvergencia szükséges feltétele


Tétel

A konvergencia szükséges feltétele a korlátosság. (Másképp fogalmazva: Ha {an} konvergens, akkor korlátos.)

(Korábban biz.!)


Megjegyzések

1. A nem korlátos sorozatok divergensek


2. Ha a sorozat korlátos, még nem biztos, hogy konvergens is!


Példák
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a sorozat korlátos
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nem korlátos (nincs felső korlát) ( divergens sorozat
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korlátos, de divergens sorozat

2.4.2 A konvergencia elegendő feltétele


Tétel
Ha az {an} sorozat monoton és korlátos, akkor konvergens.


(Másképp: Az {an} sorozat konvergenciájához elegendő, hogy a sorozat monoton és korlátos legyen.)


2.4.3 A konvergencia szükséges és elégséges feltételei


1. Tétel
Az {an} sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha korlátos és csak egyetlen torlódási pontja van.

2. Tétel
Az {an} sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha ( >0-hoz ( No természetes szám (No -tól függő), hogy ha
n, m >No, akkor |an- am| <.


(Cauchy-féle konvergenciakritérium!)


2.5 Végtelenhez tartó sorozatok


(Ezen sorozatok divergensek!)

Definíció.
Az
{an} sorozat a
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 tart, ha ( K>0 számhoz ( No( N+, hogy ha n>No, akkor an>K.

Jelölése:
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Definíció.
Ha
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Jelölése:
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Példák

1. 
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2. 
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2.6 Néhány nevezetes konvergens sorozat


		1.
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		a konvergencia definícióval biz.
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		divergens, minden egyéb esetben
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Mutassuk meg, hogy teljesül a fenti sorozatra a konvergencia elégséges feltétele, azaz monoton és korlátos.


a) A sorozat monotonitásának bizonyítása


Sejtés:
a sorozat monoton növekedő (a néhány első elem ezt sugallja!)


A bizonyításhoz felhasználjuk a számtani és a mértani közép közötti egyenlőtlenséget
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(Ha a1 = an …= ak,
akkor és csak akkor egyenlő a két oldal.)


Tekintsük a következő
n+1 db számot
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Írjuk fel a fenti (n+1) szám számtani és mértani közepét!
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b) A sorozat korlátosságának bizonyítása


Mivel

a1 < a2 < … an < an+1 < …
ezért a sorozat alulról biztosan korlátos. Alsó határ: a1=2.


Tehát csak azt kell bizonyítanunk, hogy felülről is korlátos.


Tekintsük a következő
n+2 db számot
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Írjuk fel a fenti (n+2) szám számtani és mértani közepét!
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A konvergencia elegendő feltétele teljesül a sorozatra (szig., monoton nő és korlátos), azaz az 
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sorozat konvergens, tehát van határértéke.


Kimutatták, hogy az 
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sorozat határértéke irracionális szám, melyet e-vel jelölünk.


Definíció.
Az `e` valós számot az
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határértékkel definiáljuk.


e(2,7182818285…


Definíció.
Az `e` alapú logaritmust természetes logaritmusnak nevezzük.


A x((+ szám természetes logaritmusának jelölése ln x.


Megjegyzés:
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2.7 Műveletek konvergens sorozatokkal


Definíció.
Az
{an}
és
{bn}
sorozatok összegén azt a {cn} sorozatot értjük amelynek n-edik eleme:
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Megjegyzés:
Hasonlóan értelmezhető két sorozat különbsége, szorzata, hányadosa.

Tétel
Ha az {an} 
és
{bn}
sorozat konvergens és 
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Csak a 2. állítást bizonyítjuk.


Bizonyítás

A konvergencia definíciója alapján bizonyítjuk.


Mivel {an} és {bn} konvergens, így mindkét sorozatra teljesül a konvergencia definíciója, miszerint 
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Mi azt akarjuk bizonyítani, hogy 
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Mutassuk meg, hogy az (an + bn) sorozatra is teljesül a konvergencia definíciója, miszerint
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Tehát
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ami igazolja a tétel állítását.


Tétel
(Rendőrelv!)
Ha
{an}
és
{cn}
sorozat konvergens és 
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 teljesül, akkor {bn} is konvergens és 
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Megjegyzés:

1. Divergens sorozatokkal végzett műveletek eredményeként kapott sorozatok lehetnek konvergensek és divergens is!

Mindig a konkrét eset vizsgálata szükséges!


2. Semmi biztosat nem mondhatunk a 
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típusú határértékekről.


2.8 Példák sorozatok határértékének kiszámítása


A konvergens sorozatokra vonatkozó tételek és a nevezetes konvergens sorozatok határértékének felhasználásával számolunk határértékeket.


Számítsuk ki a következő sorozatok határértékekét!


1. 
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3. Egyváltozós valós függvény alaptulajdonságai


3.1 A függvény fogalma, megadása


Definíció.
Egyváltozós valós függvényen olyan függvényt értünk, amelynek értelmezési tartománya és értékkészlete is a valós számok halmazának valamely részhalmaza.

Függvények jelölése:
f, g, h,…,((,…stb.


Ha egy függvényt a matematikai fogalma alapján pontosan akarunk megadni, akkor megadjuk az értelmezési tartományát, a képhalmazát és a hozzárendelés szabályát.


Példák


1. f: 
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Megjegyzés:
Ha az
f függvény x helyen vett helyettesítési értéke képlettel megadható és f-nek csak alaphalmazát és képhalmazát adjuk meg (itt ( mindkettő), akkor Df és Rf megállapítása számítással jár. Ilyenkor Df a ( azon legbővebb részhalmaza, amelyeknek elemeihez a képlet függvényértéket rendelhet. 


Egyváltozós függvény szemléltetése


f: 

[image: image267.wmf]®


RR



,
x

[image: image268.wmf]®


f(x)
,


[image: image269.wmf]ff


D,R


ÍÍ


RR




f függvényt síkbeli derékszögű koordináta rendszerben, az y = f(x) egyenletű geometriai alakzattal ábrázoljuk, miközben x befutja a Df halmaz elemeit. Az y = f(x) egyenletű geometriai alakzatot az f függvény grafikonjának nevezzük.

		Példa
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3.2 Függvények jellemzése, függvénytani alapfogalmak


3.2.1 Korlátosság


Definíció.
Az
f
függvényt felülről korlátosnak nevezzük, ha 
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Az
f
függvény alulról korlátos, ha 
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Az
f
függvény korlátos, ha alulról és felülről is korlátos, azaz
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felső határ
:
legkisebb felső korlát (sup f (x) )


alsó határ
:
legnagyobb alsó korlát (inf f(x) )


3.2.2 Páros, páratlan függvények


Definíció.
Az f függvényt, amelynek értelmezési tartománya szimmetrikus az origóra páros függvénynek nevezzük, ha 
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Megjegyzés
Ábrázolható függvények esetén, ha f páros, grafikonja az y tengelyre szimmetrikus, ha páratlan, a képe az origóra szimmetrikus.


Példa
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Megoldás
Df
origóra szimmetrikus
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3.2.3 Periodikus függvények


Definíció.
Az f függvény periodikus, ha 
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olyan p>0 szám, hogy teljesül a következő 2 feltétel:
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A p>0 szám az
f
függvény periódusa.


3.2.4 Monoton függvények


Definíció.
az f függvényről akkor mondjuk, hogy ez a függvény az értelmezési tartományán


monoton növekvő,
ha
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monoton csökkenő,
ha
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szig. monoton növekvő,
ha
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szig. monoton csökkenő,
ha
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a Df minden (x1, x2) elempárjára.


3.2.5 Függvények szélsőértéke


Definíció.
Az f függvénynek az 
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 olyan környezete, hogy ha 
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Az f függvénynek az 
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 pontban helyi maximuma van, ha 
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[image: image295.wmf]x


Î


 ezen környezetnek, 

[image: image296.wmf]00


xxf(x)f(x)


¹Þ<


.


Példa




[image: image297.emf] 


y = f(x)  


x  


y  


a  


x 1   x 2   x 3   b  


 


 


f


f:a ;b


Da ;b











 




x = a
helyen
f-nek
abszolút (totális) maximuma van


x1
helyen
f-nek
helyi minimuma van


x2
helyen
f-nek
helyi maximuma van


x3
helyen
f-nek
helyi minimuma van, ami egyben abszolút minimum is




[image: image298.emf] 


y = |x|  


  


x  


y  


1  


 


f:,fxx








 




x = 0
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f-nek
maximuma nincs


3.2.6 Függvény zérushelye


Definíció.
Az
f
függvénynek az 
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 pontban zérushelye van, ha 
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3.3 Műveletek függvényekkel


3.3.1 Függvények leszűkítése


Definíció.
Legyen 
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. Ekkor az f függvény H halmazra való leszűkítésén azt a g függvényt értjük, melyre 
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3.3.2 Függvények összege, különbsége, szorzata, hányadosa


Legyen
f
és
g
két olyan függvény melyekre 
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Zg legyen a
g
függvény zérushelyeinek halmaza.


Definíció.
Az
f
és
g
függvények összegén, különbségén, szorzatán rendre azt a F, G, H függvényt értjük melyekre
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Definíció.
Az
f
és
g
függvények hányadosán azt az 
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 függvényt értjük melyre
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Példa
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3.3.3 Függvények összetétele


Definíció.
Az
f
és
g
két olyan függvény, amelyekre 
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. Az f külső és g belső függvényből képzett összetett függvényen értjük azt a h függvényt, amelynek értelmezési tartománya a g értelmezési tartományának azon része, ahol g olyan értékeket vesz fel, melyeken f értelmezett. A h összetett függvény hozzárendelési törvénye: 
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Példa
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Elemzzük a szerkezetét!


Adjuk meg h függvény értelmezési tartományát!


Megoldás



külső függvény


[image: image318.wmf](


)


ff


fxxD[0;[,R[0;[


==¥=¥




belső függvény
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3.3.4 Függvények inverze


Definíció.
Legyen az
f
függvény által létesített leképezés kölcsönösen egyértelmű. Az f függvény inverz függvényén értjük azt az 
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függvényt, melynek értelmezési tartománya az f értékkészlete és hozzárendelési törvénye: egy 
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Megjegyzések


1. Az f függvény az értelmezési tartományának H részhalmazán kölcsönösen egyértelmű leképzését valósít meg, ha f a H halmaz különböző elemeihez különböző értékeket rendel az értékkészletéből, azaz ha 
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 esetén.


2. Mivel minden szigorúan monoton függvény kölcsönösen egyértelmű leképzést valósít meg, így a szigorúan monoton függvényeknek mindig létezik az inverz függvényük.


3. Van olyan invertálható függvény, amely nem monoton!


Példa
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Adjuk meg az inverz függvényét!


Megoldás
Vizsgáljuk meg
f
monotonitását!




[image: image332.wmf]xxx2x2x2


3933313


+++


®×=®-®-


ääææ




Mivel
f
szig. mon. csökkenő
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Az inverz fv. hozzárendelési törvénye: 

[image: image338.wmf]_


f(f(x))x


=




Most:


[image: image339.wmf]_


__


f(x)2


f(f(x))13xf(x)?


+


=-=Þ=







[image: image340.wmf]_


f(x)2


31x


+


=-







[image: image341.wmf]_


3


f(x)2log(1x)


+=-







[image: image342.wmf]_


3


f(x)log(1x)2


=--




		

[image: image343.wmf]f


f


D];1[


R


=-¥


=


ú




		

[image: image344.wmf]_


3


f(x)log(1x)2


=--




		Az
f
függvény inverz függvénye





3.4 Egyváltozós elemi függvények


Az elemi függvények osztályát a


konstans függvények


hatványfüggvények


trigonometrikus függvények


logaritmikus függvények


és az ezekből véges számú összeadással, kivonással, szorzással, osztással, összetett és inverzfüggvény képzéssel előállítható függvények alkotják.


		[image: image755.wmf] 


Elemi függvények



		Algebrai függvények

		Transzcendens függvények



		Racionális

		Irracionális

		

		



		Egész

		Tört

		

		

		





Algebrai függvények: azok a függvények, melyek konstansokból és a változóból véges számú összeadás, kivonás, szorzás, osztás és egész kitevőjű gyökvonás útján jönnek létre.


Racionális függvények:azok az algebrai függvények, melyek leképzéséhez a gyökvonást nem kell felhasználni.


Racionális egész függvények v. polinomfüggvények:


n-edfokú
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Racionális törtfüggvények:


Olyan törtfüggvény, amelynek számlálója és nevezője is polinomfüggvény.


Transzcendens függvények: azok az elemi függvények, melyek nem algebrai függvények (trigonometrikus, logaritmus függvények és ezek inverzei).

Megjegyzés
Az alapfüggvények, melyek ismerete a későbbiekben nagyon fontos, a jegyzet végén találhatók.

3.5 Függvények határértéke


3.5.1 Függvény véges helyen vett véges határértéke


Definíció.
(Heine-féle) Legyen f(x) fv az xo hely valamely környezetében értelmezett, kivéve esetleg az xo pontot. Az f(x) fv-nek az xo helyen a határértéke A szám, ha 
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 sorozatra teljesül az, hogy a függvényértékek 
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Jelölése:
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Definíció.
(Cauchy-f.) Legyen f(x) az xo hely valamely környezetében értelmezett, kivéve esetleg az xo pontot. Az f(x) fv-nek az xo helyen a határértéke az A szám, ha 
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Megjegyzések


1. A fenti 2 definíció ekvivalens

2. A Cauchy-féle definícióban szereplő
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ekvivalensek az alábbi egyenlőtlenségekkel:
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Féloldali határértékek (Bal- és jobboldali hat.ért.)


Definíció.
Legyen f(x) az xo pont valamely jobb, ill. bal oldali félkörnyezetében értelmezett, kivéve esetleg az xo pontot. Az f(x) xo pontbeli jobb, ill. bal oldali határértéke az A szám, ha 
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Jelölések:
jobboldali határérték:
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baloldali határérték:
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3.5.2 Függvények xo helyen vett végtelen határértéke


Definíció.
Legyen az f(x) fv az xo pont valamely környezetében értelmezett, kivéve esetleg az xo pontot. Az f(x) fv-nek az xo helyen a határértéke 
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3.5.3 Függvények végtelenben vett véges határértéke


Definíció.
Legyen f(x) a megfelelő félegyenesen értelmezett.


Az f(x) fv-nek a +(-ben (-(-ben) vett határértéke A szám, ha 
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Jelölése:
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3.5.4 Végtelenben vett végtelen határérték


Definíció.
Az f(x) függvénynek a +(-ben (-(-ben) vett határértéke +( ill. -(, ha 

[image: image367.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


nnfnnn


xxDill.xeseténfxill.fx.


"®¥Î®-¥®¥®-¥




Jelölése:
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3.5.5 A határértékszámítás műveleti szabályai


Tétel
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Megjegyzés
A tétel akkor is igaz, ha xo helyére +
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3.5.6 Nevezetes határértékek
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(Később igazoljuk)
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(Később igazoljuk!)


3.6 Függvények folytonossága


Definíció.
Az f(x) függvény az xo helyen folytonos, ha


1. xo helyen értelmezett


2. xo helyen véges határértéke van


3. 
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Definíció.
Az f(x) fv az xo helyen jobbról folytonos, ha f(x) értelmezett az xo jobboldali környezetében és
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Az f(x) fv az xo helyen balról folytonos, ha f(x) értelmezett az xo baloldali környezetében és
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Definíció.
Az f(x) függvény egy nyílt intervallumban folytonos, ha az intervallum minden pontjában folytonos.




Az f(x) fv egy zárt intervallumon folytonos, ha az intervallum minden belső pontjában folytonos, a bal végpontban jobbról, a jobb végpontban balról folytonos.


Definíció.
Egy függvényt folytonosnak mondanak, ha az értelmezési tartomány minden pontjában folytonos.


1. Tétel
Ha két függvény folytonos az xo- helyen, akkor összegük, különbségük, szorzatuk is folytonos az xo pontban. Hányadosuk is folytonos, ha a nevezőben levő fv az xo pontban 0-tól különböző.


2. Tétel
Ha g belső függvény folytonos xo helyen és az f külső fv folytonos 
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-ban, akkor az 
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 összetett függvény folytonos az xo helyen.


3. Tétel
Ha f az [a;b]-n szigorúan monoton folytonos fv, akkor az inverze 
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 is folytonos az 
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 intervallumon, ahol
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3.6.1 Az elemi függvények folytonosságáról


Az elemi függvények az értelmezési tartományukon folytonos függvények.


3.6.2 Szakadásos függvények


Definíció.
Az f(x) fv-nek xo pontban szakadási helye van, ha a fv xo-ban nem folytonos, de az xo valamely környezetében folytonos.


A szakadások típusai


Definíció.
f(x) fv-nek x0-ban hézagpontja van, ha 
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 de 
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Definíció.
f(x) fv-nek xo-ban megszüntethető szakadása van, ha 
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Definíció.
f(x) fv-nek xo-ban nem megszüntethető szakadása van, ha 
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 nem létezik.


Speciálisan, ha 
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, akkor
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pólusa van.


V. Egyváltozós valós függvények differenciálszámítása


A differenciálszámítás kialakulását geometriai és fizikai problémák siettették.


		Pl.:




		· Valamely
y = f(x)
görbe
Po
pontbeli érintőjének meghatározása


· Valamely mozgó test sebességének meghat.





1. A differenciálhányados értelmezése a deriváltfüggvény


1.1 A differenciahányados értelmezése


Definíció.
Legyen f(x) függvény az xo pont valamely környezetében értelmezett, és x legyen e környezet olyan eleme, melyre 
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Ekkor az




[image: image395.wmf](


)


o


o


f(x)f(x)


1


xx


-


-




függvényt, az f(x) függvény az xo helyéhez tartozó differenciahányadosának (differenciahányados függvényének) nevezzük.


A differenciahányados más ablakban:


Ha
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Megjegyzés
mivel xo rögzített valós szám, ezért az xo pontbeli differenciahányados (1) ablakban az x, (2) ablakban a 
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 függvénye.


A differenciahányados geometriai jelentése

Az f függvény xo pontbeli differenciahányados függvényének értékei az f függvény grafikonjának
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pontján átmenő szelők iránytangenseivel egyenlők


1.2 A differenciálhányados értelmezése


Definíció.
Ha az
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differenciahányados-függvénynek xo helyen a határértéke valós szám, akkor ezt a határértéket az f(x) fv xo pontbeli differenciálhányadosának nevezzük és azt mondjuk, hogy az f(x) függvény az xo pontban differenciálható.


Jelölések:
f(x)
fv
xo pontbeli differenciálhányadosa:
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A definíció értelmében:
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A differenciálhányados geometriai és fizikai jelentése


1. Az f (x) függvény xo pontbeli differenciálhányadosa, 
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, annak a szögnek a tangense, amelyet az f függvény grafikonjához a
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pontban húzott érintő az x tengely pozitív felével bezár.

2. Az 
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 differenciahányados megmutatja, hogy az 
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 intervallumon átlagosan milyen mértékben változik a függvényérték a független változó megváltozásához viszonyítva. 

Az 
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 differenciálhányados az f függvény xo pontbeli pillanatnyi megváltozásának mértéke.


A fizikában:
a sebesség az út idő szerinti differenciálhányadosa
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a gyorsulás a sebesség idő szerinti differenciálhányadosa
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Példa
Számítsuk ki az
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függvény
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pontbeli differenciálhányadosát! 


Megoldás
Az
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pontbeli differenciahányados függvény:
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Az
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pontbeli differenciálhányados:
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1.3 Jobb- és baloldali differenciálhányados


Definíció.
Legyen f(x) az xo hely megfelelő féloldali környezetében értelmezett.


· Ha a 
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 valós szám, akkor ez a határérték az f(x) függvény xo pontbeli jobboldali differenciálhányadosa.

· Ha a 
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 valós szám, akkor ez a határérték az f(x) függvény xo pontbeli baloldali differenciálhányadosa.

Jelölések:
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Tétel
Az 
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akkor és csak akkor létezik, ha 
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Példa
Számítsuk ki az 
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 függvény 
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 helyhez tartozó jobb- és baloldali differenciálhányadosát!


Megoldás
A jobboldali differenciálhányadosa:
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A baloldali differenciálhányadosa:
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Tehát 
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 pontban nem differenciálható, mert 
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Geometriailag: A 
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 pontban az
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grafikonjának nincs érintője.


1.4 A folytonosság és a differenciálhatóság kapcsolata


Az előző példában: 
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 függvény az 
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 helyen folytonos, de nem differenciálható! 
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A folytonosság nem elég a differenciálhatósághoz.


Tétel
Ha f(x) differenciálható az xo pontban, akkor ott folytonos is.


(Másképp: a folytonosság a differenciálhatóság szükséges feltétele.)


Bizonyítás
Mivel
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differenciálható:
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Ami azt jelenti, hogy 
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pontban folytonos.


1.5 A deriváltfüggvény (differenciálhányados-függvény)


Definíció.
Legyen H az f függvény értelmezési tartományának valamely részhalmaza. Ha az f függvény a H minden pontjában differenciálható, akkor azt mondjuk hogy
f
a
H
halmazon differenciálható.

Definíció.
Azt a függvényt, amelynek értelmezési tartománya azon xo pontok halmaza, ahol az f függvény differenciálható , és amely függvénynek értéke egy ilyen xo pontban az f függvény xo pontbeli differenciálhányadosa, az f függvény differenciálhányados-függvényének , v. deriváltfüggvényének nevezzük.


Jelölése:
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Megjegyzés
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 értelmezési tartománya f értelmezési tartományának nem üres részhalmaza, azaz
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2. Differenciálási szabályok


2.1 Általános differenciálási szabályok


1. Tétel
Ha f(x) differenciálható xo-ban, akkor c f(x) is differenciálható xo-ban és
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Bizonyítás
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2. Tétel
Ha f(x) és g(x) xo-ban differenciálható, akkor




[image: image444.wmf](


)


o


xxoo


f(x)g(x)'f(x)g(x)


=


¢¢


±=±




Bizonyítás
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Megjegyzés
1. Összeget ill. különbséget tagonként differenciálunk.


2. A 2. tétel 2-nél több tag esetén is igaz.

3. Tétel
Ha f(x) és g(x) differenciálható xo-ban, akkor 
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Bizonyítás
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Megjegyzés
Kettőnél több tényezőből álló szorzat differenciálása a szorzás asszociatív tulajdonsága alapján visszavezethető két tényezős szorzat differenciálására.


4. Tétel
Ha g(x) differenciálható xo-ban és 
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Bizonyítás
Az előzőekhez hasonlóan a definíció alapján!


5. Tétel
Ha f(x) és g(x) differenciálható az xo-ban és 
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Bizonyítás
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A szorzatfüggvény deriválási szabálya alapján.


6. Tétel
Ha g(x) differenciálható xo-ban és f(x) differenciálható g(xo)-ban, akkor az 
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 összetett függvény differenciálható xo-ban és
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Bizonyítás
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Megjegyzés
Az összetett függvény deriválási szabályát láncszabálynak nevezzük.


7. Tétel
Legyen 
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függvény inverze. Ha f(x) differenciálható 
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 helyen, akkor 
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Mivel az előző tételekben
xo
az
f
és
g
függvények értelmezési pontjának bármely olyan pontja lehet, ahol
f és g
differenciálható, így a deriváltfüggvényekre érvényesek a következők:
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2.2 Elemi függvények differenciálása


1. Tétel
Konstansfüggvény deriváltja az azonosan 0 függvény.


Bizonyítás
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2. Tétel
(Hatványfüggvény deriválása)
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Bizonyítás
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Mivel xo tetszőleges volt
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Felhasználtuk az:
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f (x) = xn
függvény
folytonosságát


Megjegyzés
A fenti tétel tetszőleges

kitevő esetén is igaz!


(Ezt később bizonyítjuk.)


3. Tétel
Bármely valós x-re
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Felhasználtuk a
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4. Tétel
Bármely valós x-re

[image: image474.wmf](


)


cosxsinx


¢


=-




Bizonyítás
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Felhasználtuk:
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5. Tétel
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Bizonyítás
Az előző tételek és a hányadosfüggvény differenciálási szabálya alapján
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6. Tétel
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Bizonyítás
A bizonyításhoz az előző tételeket és az inverz függvény differenciálási szabályát használjuk fel!
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7. Tétel
Bármely
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Bizonyítás
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Tetszőleges, de rögzített
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felhasználtuk az 
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 függvény folytonosságát!
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8. Tétel
Bármely
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Bizonyítás
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felhasználtuk az inverz függvény deriválási szabályát


9. Tétel
Bármely

[image: image494.wmf](


)


xeseténshxchx


¢


Î=


ú








[image: image495.wmf](


)


chxshx


¢


=




Bizonyítás
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10. Tétel



[image: image497.wmf](


)


(


)


{


}


2


2


1


thxxesetén


chx


1


cthxx0esetén


shx


¢


=Î


-


¢


=Î


œú


œú(




11. Tétel
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Példák


1. 
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2.3 Speciális differenciálási szabályok


2.3.1 Logaritmikus differenciálás


Legyen 
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Képezzük
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A következő tételben felhasználjuk ezt az eredményt!


Tétel
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Bizonyítás
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példa
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Képezzük a deriváltfüggvényét!


Megoldás
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2.3.2 Paraméteres alakban adott függvény deriváltja


		Az
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paraméteres egyenletrendszer az
xy
sík valamely görbéje egyenletének un. paraméteres alakja.
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		egyenletrendszer függvényt ad meg, grafikonja:
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Tétel
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A paraméteres alakban adott  f  függvény differenciálható az 
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2.3.3 Implicit alakban adott függvény differenciálása


Az ilyen alakban megadott függvény differenciálhányadosát megkapjuk, ha a függvényt megadó egyenlet mindkét oldalát differenciáljuk, s közben alkalmazzuk az összetett függvény deriválási szabályát!


3. Differenciálható függvény differenciálja


Definíció.
Ha
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Speciálisan: 
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Ezt felhasználva: 
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A differenciál geometriai jelentése

df az ordinátaérték megváltozását jelenti 
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Megjegyzés:

1. df általában különbözik 
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Ha x közel van az xo-hoz, jó a közelítés.


4. Magasabbrendű differenciálhányadosok


Ha
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Megállapodás:
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Definíció.
Az 
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függvény n-edik deriváltját a következőképpen értelmezzük:
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Az n számot a derivált rendjének nevezzük.


Példa 
Határozzuk meg az 
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függvény magasabbrendű deriváltjait!


Megoldás
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5. A differenciálszámítás középértéktételei


Tétel
(Rolle tétele)
Ha 
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Tétel
(Langrange–féle középértéktétel)
Ha 
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6. A differenciálszámítás alkalmazásai


6.1 Határértékszámítás, a L’Hospitál-szabály


Gyakran adódnak olyan határértékszámítási problémák, amelyek megoldása az eddig jól ismert módszerekkel nem, vagy nagyon körülményesen oldhatók meg.
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Tétel
Legyen f és g az 
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Tétel
Legyen f és g az 
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Tétel
Ha f és g az 
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6.2 Függvényvizsgálat (Függvénydiszkusszió)


6.2.1 A függvény növekedése, csökkenése, szélsőértékei

Tétel
Legyen  f  az 
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-on differenciálható. Az  f  függvény
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Tétel
Legyen  f  az 
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Példa
Vizsgáljuk meg monotonitás szempontjából az 
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Megoldás
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Ha  
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Megjegyzések


1. Ha 
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Példa
Határozzuk meg az 
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Megoldás
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6.2.2 Konvex, konkáv függvények, inflexiós pont


Definíció.
Az 
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 intervallumon folytonos f függvényt az 
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Ha az egyenlőtlenség jelét megfordítjuk, akkor f függvény 
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		szigorúan konvex függvény grafikonja
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Megjegyzés:

1. A görbéket mindig alulról nézzük!


2. Ha egyenlőséget nem engedünk meg, szigorúan konvex, ill. szigorúan konkáv.


Definíció.
Az  f függvénynek az xo pontban inflexiós pontja van, ha xo-nak van olyan jobb és bal oldali környezete, hogy az egyikben a függvény konvex, a másikban konkáv, vagy fordítva.
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Tétel
Az 
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a,b


-n kétszer differenciálható f függvény akkor és csak akkor konvex (ill. konkáv) az 
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Tétel
Az 
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kétszer differenciálható f fügvény akkor és csak akkor szigorúan konvex (szigorúan konkáv) az 

[image: image648.wmf][


]


a,b


-n, ha 

[image: image649.wmf](


)


fx0,


¢¢


P


 

[image: image650.wmf](


)


(


)


illetvefx0


¢¢


O




[image: image651.wmf]]


[


(


)


]


[


xa,bn,defx az a,b


¢¢


"Î-


egyetlen részintervallumán sem azonosan zérus.

Példa
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Vizsgáljuk meg konvexitás szempontjából!


Megoldás
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Az f görbe alakja 
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Tétel
Ha az xo hely valamely környezetében kétszer differenciálható f függvénynek xo‑ban inflexiós pontja van, akkor 
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Tétel
Ha az f függvény az xo valamely környezetében differenciálható és 
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 függvény az xo helyen előjelet vált, akkor f-nek xo-ban inflexiós pontja van.


Példa
Határozzuk meg az 
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Megoldás
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6.2.3 A függvénydiszkusszió vázlata
(Teljes függvényvizsgálat)


I. Megállapítjuk
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függvény

a) értelmezési tartományát, ha nem adott


b) paritását, periodicitását (a vizsgálati intervallum ezek után esetleg szűkíthető)


c) zérushelyét, az  
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  egyenletből


d) határértékeit, a kritikus helyeken és az értelmezési tartomány szélein


e) folytonosságát, szakadási típusait (ha vannak)

II. 
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 segítségével (ha létezik) megállapítjuk:
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b) 
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 monotonitási intervallumait és szélsőértékhelyeit

III. 
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[image: image681.wmf](


)


fx=0


¢¢


 egyenletből

b) 
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 konvexitási intervallumait és inflexiós pontjait

IV. A függvény grafikonjának megrajzolása (az eddigi információk alapján)


V. Az értékkészlet meghatározása, korlátosság vizsgálata


6.3 Taylor polinom; Taylor – formula


Definíció.
Legyen  f  függvény az  xo  pontban legalább n-szer differenciálható. Az  f  függvény  xo  helyhez tartozó n-edik Taylor polinomja:
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Példa
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Írjuk fel  f  függvény  xo  helyhez tartozó n-edik Taylor polinomját!

Megoldás
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Megjegyzés
f (x)  függvény n-edfokú (n-edik Taylor–polinomja) az  xo  pontban legalább n-edrendben érintkezik az  f  függvény grafikonjával.

Taylor – formula

Tétel
Ha  f  függvény az  xo  valamely környezetében legalább (n+1)-szer differenciálható, akkor ebbe a környezetbe eső  
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  helyen érvényes a következő egyenlőség:
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Langrange – féle maradéktag




Megjegyzések


1. Ha  n  nagy, akkor általában 
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2. Az 

[image: image691.wmf](


)


n


Rx


 maradéktagot legtöbbször közelítő értékek számításakor elkövetett hibabecslésre használják.


Példa
Számítsuk ki 
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 közelítő értékét a harmadfokú Taylor–polinom segítségével és becsüljük meg a közelítés hibáját!


Megoldás


[image: image693.wmf](


)


o


fxsinxx0,4x0


===




		

[image: image694.wmf](


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


(


)


IV


fxsinxf00


fxcosxf01


fxsinxf00


fxcosxf01


fxsinx


==


¢¢


==


¢¢¢¢


=-=


¢¢¢¢¢¢


=-=-


=




		







[image: image695.wmf](


)


(


)


33


3


3


3


111


xxxxx


1!3!6


1


sin0,40,40,40,40,3893


6


T=-=-


»T=-=




A Taylor formula:
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6.4 Síkgörbék néhány jellemzője. 


6.4.1 Síkgörbe érintője; normálisa 


Legyen  f  xo  környezetében értelmezett, xo-ban differenciálható. A  
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 pontban érintőt húzunk  f  függvény grafikonjához.


Az érintő egyenlete:
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Po-ban az érintőre merőleges egyenes a görbe normálisa.


A normális egyenlete:
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6.4.2 Síkgörbék hajlásszöge


Definíció.
Két a Po-ban egymást metsző síkgörbe hajlásszöge a két görbéhez a metszéspontban húzott érintők által bezárt – derékszögnél nem nagyobb szög.


6.4.3 Síkgörbék érintkezése 


Definíció.
Az  f  és a  g  függvények legyenek az xo pontban legalább n-szer differenciálhatók és
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akkor   f  és  g  függvények görbéi xo-ban n-edrendben érintik egymást.


6.5 Egyenletek közelítő megoldása Newton – módszerrel


6.5.1 Intervallumon folytonos függvények tulajdonságai


1. Tétel
Ha  f  folytonos 
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a,b


-n,
akkor  f  korlátos az 
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a,b


-n.

2. Tétel
Ha  f  folytonos 
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a,b


-n,
akkor  f  az  
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-on felveszi legnagyobb és legkisebb értékeit.

3. Tétel
Ha  f  folytonos 

[image: image705.wmf][


]


a,b


-n és 

[image: image706.wmf](


)


(


)


]


[


(


)


fafb0;akkorca,b,aholfc0.


×<Î=


›




4. Tétel
Legyen  f  folytonos az 
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, akkor  f  minden 
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6.5.2 Egyenletek közelítő megoldása


Egyismeretes egyenlet általános alakja:
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A gyakorlatban az egyenletek megoldásait elég csak bizonyos pontossággal megadni, azaz a gyököket közelítő eljárással határozhatjuk meg.


Az 

[image: image712.wmf](


)


fx0


=



egyenlet megoldásait 2 lépésben határozhatjuk meg:


1. Tájékozódunk az egyenlet gyökeinek számáról és elhelyezkedéséről, majd ha tudjuk, elkülönítjük a gyököket, azaz olyan véges, zárt intervallumokat határozunk meg, amelyekben csak egyetlen gyök van. (Ezt gyakran grafikusan oldjuk meg.)


2. Az előzőleg meghatározott intervallumokban valamilyen közelítő módszerrel kiszámítjuk a gyökök közelítő értékét.
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6.5.3 Newton – féle érintőmódszer 


Numerikus módszer az
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egyenlet közelítő megoldására
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 közelítő értékét keressük.


A Newton–módszer alkalmazható, ha 
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1) kétszer differenciálható
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A kezdőpont legyen pl.  a  b  pont. Ekkor  b  pontban felírjuk az érintő egyenletét:
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Megkeressük az érintő egyenes  x tengellyel való metszéspontját ez legyen  
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Majd a következő érintőt az  
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pontban húzzuk a görbéhez, ennek az  x  tengellyel való metszéspontja  
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mindkét oldalt ábrázoljuk
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