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Részletes tantdrgyprogram:

Hét | Ea/Gyak./Lab. Témakor
1. |2 draeléadds |Statikai alapfogalmak. Sikbeli erék. Sikbeli erdrendszerek. Erdvektorok,
eréfelbontds, eléjelszabdlyok. A statika alaptételei.
Eredd fogalma, meghatdrozdsa.

2 ora gyakorlat | Erévektorok, eréfelbontds. Eredd meghatdrozdsa szerkesztéssel ¢és
szdmitdssal, pdrhuzamos erékbél dllé, valamint kozés metszéspontl sikbeli
erdrendszer esetén.

2 6ra gyakorlat | Eredd nagysdgdnak és helyének meghatdrozdsa szétszort sikbeli erérendszer
esetén szerkesztéssel (kotélsokszog szerkesztés), és szamitdssal

3. |2draeléadds |Sikbeli erérendszerek egyenstilyozdsa. Egyensilyozds egy, kettd, és hdrom
erével.

2 6ra gyakorlat | Sikbeli erérendszerek egyenstlyozdsa egy, kettd, és hdrom erdvel.

4. | 2 6ra gyakorlat | Sikbeli erdrendszerek egyensilyozdsa egy, kett, és hdrom erével.
5. |2 éra eléadds | Sikbeli tarték fogalma, a tarték csoportositdsa, tarték minésitése, statikailag
hatdrozott tarték. Statikai modell.

2 6ra gyakorlat | Sikbeli tarték egyenstilyozdsa

6. OszZI SZUNET
7. |2 d6raeléadds | Sikbeli rdcsos tarték fogalma, szdmitdsi modell, riderd szamitdsi modszerek.
Csoméponti médszer, hdrmas dtmetszés.
I. ZH. SIKBELI EROK EREDOJENEK MEGHATAROZASA,
EGYENSULYOZAS (6rarenden kiviili idépontban)
2 ora gyakorlat | Zdrthelyi feladatok kiértékelése
8. |2 dra gyakorlat | Sikbeli rdcsostarték, csoméponti médszer.
9 |2d6raeléadds |Belsd erdk fogalma. Eléjelszabdlyok. Belsd erd dbrdk.
Egyenestengely( tarték belsd erdi.
2 6ra gyakorlat | Sikbeli rdcsostarték, hdrmas dtmetszés.
11. |2 éra gyakorlat | Egyenestengely(, kéttdmaszl gerendatartdk belsé eré dbrdi.
12. |2 6ra eléadds | Tortvonald és dgas tartok belsé erd dbrai.
2 6ra gyakorlat | Ferde helyzet( kéttdmaszd tartok belsé erd dbrdi.
13. | 2 6ra gyakorlat | Tértvonald és dgas tartdk belsé eré dbrdi.
14. |2 éra eléadds |Hdrom csuklés kerettartd, csuklés tébbtdmaszi (Gerber) tarték belsé erd
dbrai
2 6ra gyakorlat | Csuklds tarték belsé erd dbrdi
15. II. ZH SIKBELT TARTOK BELSO ERG ABRAI

2 éra gyakorlat

(6érarenden kiviili idépontban)
Zdrthelyi feladatok kiértékelése, félévzdrds.
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1. A statika targya

A statika a Mechanika tudomdnynak azon része, amely a testek nyugalmi dllapotadval
foglalkozik. A Mechanika a természettudomdnyok korébe tartozik, a Fizika tudomdny
része. A Statika a Mechanika fudomdnydgon beliil a nyugalomban Iévé testek egymdsra
hatdsat vizsgdlja.

1.1. Sikbeli erdk

Az eré az a hatds, amely a test mozgdsdllapotdt vdltoztatja meg, irdny vagy nagysdg
szerint. Az erd nem lathato, jelenlétére csak hatdsaibél kovetkeztethetiink.

Az erd jellemzéi: az erd hatdsvonala, irdnya és nagysdga.
Az erd egysége newton (N), amely egységnyi tomeq( (1 kg) testnek egységnyi (1 m/s?)
gyorsuldst ad.

A N tobbszorosei a mérnoki gyakorlatban: 1kN = 10° N 1 MN = 10° kN = 10° N

Az erdk fajtai:

Erd jelolés mértékegység gyakorlatban

Koncentrdlt erd F.P,Q... N, kN, MN Pilléerteher fodémre,
(latin nagy betiikkel) alapra

Vonal mentén q,p, g.... N/m, kKN/m Vdlaszfal teher
megoszlé erd (latin kis bet(ikkel) fodémre
Feliileten megoszlé |q,p, g..... N/m?, kN/m? Hoteher tetdn,
erd (latin kis bet(kkel) szélteher falon
Térben megoszlé |y kN/m? stlyers
erék (gorag kis bet(ikkel)

Az erék dbrdzoldsa torténhet nézetrajzon és vektordbran.

A nézetrajz a vizsgdlt merev test méreteit dbrdzolja mérethelyesen, amelyen
dbrdzoljuk az erd tdmaddspontjdt, hatdsvonaldt, irdnydt, valamint szdmszerlen
megadjuk az eré nagysdgat is.

A vektordbrdn az eré vektordt dbrdzoljuk, amely dbrdzolds az erd jellemzéit
egyesiti, az erglépték feltiintetésével az erd nagysdga is egyértelmdvé vdlik.
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Az erdk felbontdsa vetiileteikre:
A sikban egy derékszdgl koordindta rendszerben dolgozunk, az dltaldnos helyzetl erét
felbontjuk a koordindta tengelyekre vonatkozé vetiileteire. Az eréfelbontdst az erdnek
a ftengelyekre torténd merdleges vetitésével kapjuk. Az dltaldnosan haszndlt
tengelykereszt a vizszintes-fiiggéleges tengelyekbdl dll.
Az dltalanos sikbeli eré két egymdsra merdleges vetiiletének meghatdrozdsa
szdmitdssal a derékszogl hdromszogekre vonatkozé geometriai Gsszefiiggések alapjdn
torténik.
A vetiiletek eléjelei megdllapodds szerint:

F,=—F-cosa
F F, =F-sina
y
F=\F, +F,/
iga = Fy
F, g F,

Az erg nyomatéka:
A sikbeli erdknek, ugyanazon sikban kivdlasztott
tetszéleges pontra vonatkoztatott forgatd hatdsat
forgaté nyomatéknak nevezziik. A nyomatékot a
N nagysdga és az irdnya jellemzi.
@@ @ F (kN) Mértékegysége. Nm, kKNm
Az F eré forgaté nyomatéka az A pontra:
Ma=F-a ahol F: az eré nagysdga
a: az er6 karja (merdleges tdvolsdg)

A forgatényomaték eldjele megdllapodds alapjdn:
pozitiv a forgaté nyomaték, ha az eré a forgdsi pont
koriil az oramutato jardsdval megegyezden forgat.
Tobb sikbeli eré forgatényomatékdt osszegezhetjik a sik egy kivdlasztott pontjdra
dgy, hogy az egyes erék forgatonyomatékait eléjelhelyesen 6sszegezziik.

Az erdpdr
Két egymdssal pdrhuzamos hatdsvonalon miikadé, azonos nagysdgl, de ellentétes irdnyd
erd erépart alkot. Az erépdr hatdsa forgatényomaték, amelyet az erd és a koztiik 1évé
merdleges tdvolsdg szorzataként szamithatunk. Az erdpdr vetiiletosszege a sik
bdrmely tengelyére zérus, az erépdr forgatényomatéka a sik bdrmely pontjdra

ugyanakkora.
6
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1.2 A statika alaptételei

Elsé alaptétel (két erd egyensulydra vonatkozik)
Egy merev testre hato két erd akkor és csak akkor van egyensilyban, ha azonos
hatdsvonalon m(ikodnek, azonos nagysdguak, de ellentétes irdnydak.

F

Mdsodik alaptétel (hdrom erd egyensllydra vonatkozik)
Egy merev testre hatd, hdrom kiilonb6zé hatdsvonalt erd akkor, és csak akkor van
egyensulyban, ha hatdsvonalaik k6zds pontban metszik egymdst, és a hdrom erébél zart
és nyilfolytonos vektorhdromszog szerkesztheté.

Harmadik alaptétel:
Merev testre haté erdrendszer hatdsa nem vdltozik, ha egyensilyban lévé erdket
adunk hozzd, vagy vesziink el beléle. Ez a tétel igazolja, hogy az erd hatdsvonaldn
eltolhatd, vagyis a tdmaddspont az erd hatdsvonaldn bdrhol felveheté.

F, F, F,
A A _~
+ = F,
F2
B F, B F,
\ 4 Vv

Negyedik alaptétel: Isaac Newton torvénye
Hatds - ellenhatds torvénye. Minden eréhatds (akcid) ellenhatdst (reakcio) valt ki, a
pdrosdval jelentkezé két hatds kozos hatdsvonalon mikodik, azonos nagysdgu, de
ellentétes iranyu.



STNB 211

Mechanika I. Statika

1.3 Sikbeli erorendszerek

—  Pdarhuzamos erdkbél dllé sikbeli erérendszer (az erdk kozos tulajdonsdga, hogy

hatdsvonalaik parhuzamosak)

— Koz6s metszéspontl erékbdl dllé sikbeli erérendszer (az erdk kozos
tulajdonsdga, hogy hatdsvonalaik egy pontban metszik egymdst)

—  Altaldnos (szétszdrt) sikbeli erérendszer (az erék kizés tulajdonsdga csupdn
annyi, hogy hatdsvonalaik egy kozos sikban fekszenek)

Részletesen megoldott feladatok az eréfelbontdsra:

F,
_|_
500 ¥
Fy
—I-y F
Ay
N .
N €F
4,0
N

Adott az y tengellyel bezdrt szdg

F = 30 kN

F. = Fsin 15° = 30 -0,2588
7,76 kN

F, = F-cos 15°= 30 -0,9659
28,98 kN

1]
+

Adott az x tengellyel bezdrt szdg

F =50 kN

Fx = F-cos 50 = 50 -0,6427 = -
32,13 kN

Fy = F-sin 50°= 50 -0,7660 = + 38,3
kN

Az erdk hatdsvonalat egy sikbeli

alakzathoz kot jlik
(az alakzatban fellelhetd hdromszag,
hasonlé az erd felbontdsdhoz rajzolhaté
vektorhdromszoghoz)

F =40 kN
447 :4=F:F,
Fy=35,79 kN

4:2=35,79:F«
Fx = 17,895 kN
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F,
~
-
F,
4.0 90°
~
N
4.0 15,15
F F
4,0 F M 1 5 F,
T T < >F

Adott egyenessel
egybeesd, és arra
merdleges  hatdsvonald
erék felbontdsa hasonlé

hdaromszogekkel

(az  alakzatban fellelhetd
hdromszog hasonlé az erd
felbontdsdhoz rajzolhaté
vektorhdromszagekkel)

F, :-12%_-7,2 kN <
4
F,=-12:2=-96 kN T
4
sz :8g:6,4kN—)
3
F,, =8-§=—4,8kNT
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2. Eredo

Az eredé fogalma: az eredé a sikbeli erérendszert mindenféle hatdsdban
helyettesiti, tehdt az eredé vetiilete a sik bdrmelyik tengelyére megegyezik az
erérendszernek ugyanezen tengelyre szdmitott vetiiletosszegével, a sik bdrmely
pontjdra vonatkozé nyomatéka pedig megegyezd, az erdrendszernek ugyanezen pontra
szdmitott eldjelhelyes nyomaték 6sszegével.

ZE’x =Ry ZF;Y =R, ZMm =M 4
i=1 i=1 =1

2.1 Parhuzamos sikbeli erérendszer eredéje

Az ered6 hatdsvonala az erék hatdsvonaldval megegyezd lesz. Az eredé a
vektordbrat nyil titkozéssel zdrja.

Nézetrajz Vektorabra

poluspont

Ll

2.2 Kozos metszéspontd sikbeli erdrendszer ereddje

Az eredd hatdsvonala a kozos metszésponton keresztiil kell, hogy menjen, Az eredé
a vektordbrat nyil itkozéssel zdrja.

Nézetrajz Vektorabra

—

|

-
e végpont

—
e

./.—"" R

—

kezdéiaont

10
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2.3 Szeétszort sikbeli erérendszer eredéje

Az eredd meghatdrozhaté kozvetlen eréosszetétellel:

Nézetrajz Vektorabra

Okezddpont

i
“'z_
_iR
I

Az ered6 meghatdrozhatd az un. kotélsokszog szerkesztéssel is.

Nézetrajz Vektorabra

kezddpont

F4 vgpont

11
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Sikbeli erérendszer vizsgdlata az eredé szempont jdabdl

Eredé szerkesztéssel szdmitdssal
lehet
Az erdkbdl szerkesztett vektorsokszég nyitott, vagyis a|Az erérendszer tagjaibdl felirt
vektordbra kezdé és végpontja nem esik egybe. eléjelhelyes  vetiiletosszegek
koziil, legaldbb az egyik nem
Nézetrajz Vektorabra egyenld zérussal.
Véges F vépont
nagysagu . ZEX %0 ZEY =0
eré : .
azeredo <>
. 0| D Fy=0 D F,#0
azeredd
kczépont ZEX * O ZF;Y * O
nyitott kotélsokszog nyitott vektorsokszog az eredd dltaldanos helyzetii
Az erékbdl szerkesztett vektorsokszég zdrt, a|Azerérendszer tagjaibdl felirt
kotélsokszog pedig nyitott. A kotélsokszog elsé és utolsd | vetiiletosszegek zérussal
oldala egymdssal parhuzamos. egyenld. A sik barmely pont ja-
ra felirt nyomatékosszeg nem
Nézetrajz Vektorabra egyenlé zérussal.
Erdpdr
ZFiX =0
ZFiY =0
d M, #0
nyitott kotélsokszog zart vektorsokszog
Az erérendszer egyensllyban van. A vektorsokszdg is és a| Az erérendszer tagjaibdl felirt
kotélsokszag is zart vetiiletosszegek és a nyoma-
Nézetrajz Vektorabra tékosszeg is egyenld zérussal.
ZFz‘X =0
Zérus ZFzY =0

zart kotélsokszog

zart vektorsokszog

dM, =0

12
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3. Egyensilyozds

A statikdban leginkdbb azzal foglalkozunk, hogyan lehet egy merev testre haté
erérendszert az erék sikjaban m(ikodé egy, vagy t6bb erdvel egyenstlyozni.
Az erdrendszer egyenstlyban (nyugalomban) van, ha teljesiilnek az egyensily feltételei.
Az egyensllyozo hatdst E betlivel jeldlve, a kovetkezd szdmitdsi 6sszefiiggésekkel
igazolhato az egyenstily:

Y Fy+E, > Fy+E, =0 M, +M,, =0

3.1 Egyensilyozas 1 erdvel

A statika elsé alaptételének felhaszndldsdval, az egyensllyozé eré az erdrendszer
eredGjével azonos nagysdgu, vele azonos hatdsvonalon miikodd, de ellentétes irdnyd
lesz. Az egyensllyozd eré a vektordbrdt nyilfolytonosan zdrja.

F,=40 kN
‘ -
F.=186 kN
Ty

Fix = = 40 kN (-) Fiy = =0
Fox=-186-05  =-93 kN («) Fay =186 - 0,866 =161,08 kN (V)
Fix=50-0574 = 28,68 kN (—) F3,=50-0819 = 4096 kN({)

SFix = -24,32 kN(«) *Fiy = 202,04 kN ({)
SFix+Ex=0 -2432+E«=0 innen: Ex = 24,32 kN ()
>Fy+E/ =0 202,04 +Ez=0 innen: E, = - 202,04 kN (1)

E =42432% +202,04> =203,5 kN
202,04
2432

a=arctg =83,14°

3.2 Egyensilyozds két erdvel (adott hatasvonalld és adott ponton dtmend erdvel)

Az adott erdrendszer két erdvel torténé egyensilyozdsdnak szamtalan megolddsa van,
ezért az egyensllyozo erdk tekintetében rogziteni kell az egyik erd hatdsvonaldt, a
mdsik erének pedig egy pontjdt.

13



STNB 211 Mechanika I. Statika

Egyenstlyozzuk az erérendszert, egy az ,A" ponton dtmeng és ,b" hatdsvonald erével
Fax = 6 - cos 60° = 3 kN (=)
Foy = 6 - sin 60° = 5,2 kN (T)

F =5,0kN F,=6,0 kN
|
|
|
|
|
N\ 0
N T
3,0 /b
> /36"\
AV A -
P 40m -~ L,

7 7

Nyomatéki egyenlet az A pontra (a .b" hatdsvonald erét balra, lefelé mutatonak
feltételezziik)

> M, =0
~52-4+3-3+B,-4=0
B, =2,95kN

(az eredmény + elGjele arra utal, hogy az egyenlet felirdsakor jol feltételeztiik a B erd irdnydt)

A B erd hatdsvonaldt ismerjiik, fliggdleges komponense segitségével a vizszintes
komponens és maga a B erg is szamithaté:

B = 2’950 =511kN(«)
g
= .2"95 =59 kN
sin 30°

A vetiileti egyenletekbdl Ax és A, szdmithaté

Y F =0 A, +3-511=0 A, =211kN(>)
Y F =0 A, +5-52-511+2,95=0 A, =-2,75kN(T)
A=+2,11> +2,75* =347 kN

a=arctg 275 _ 52,5°
2,11

5

14
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3.3 Egyensilyozas harom adott hatdasvonalld erdvel (Ritter modszer)

A hdrom adott hatdsvonal tekintetében rogziteniink kell, hogy a hdrom hatdsvonalnak
nem lehet k6z6s metszéspont;ja.

Miutdn hdrom ismeretlen egyensilyozé erd van, ezért olyan pontot kell keresni a
sikban, amelyre felirt nyomatéki egyenletben csak egy ismeretlen van. Ez a pont, két
egyensllyozo erdé metszéspontja lesz, ezt a pontot a harmadik egyensilyozé erd
fépontjanak nevezziik.

Fix = - 3,6 c0s60° = - 1,8 kN Fax = - 5,4 cos30° = - 4,68 kN
Fiy = - 3,6 sin60° = - 3,12 kN Fay = - 5,4 $in30° = 2,7 kN
a  F=36kN b

ceene C

L 20 L, 20m , 20
7

7 7 7
Az ,A" erd fépontja az 1 pont. Az eré irdnydt felfelé mutaténak feltételezziik.
> =0 +1,8:2-4,68:242,7-4+4-2=0 A=-252kN{)
A ,B" eré fépontja a 2 pont. Az eré irdnydt felfelé mutaténak feltételezziik.

> =0 +1,8:2+3,12-2-4,68-2+2,7-6+42-2—-B-1,414 =0 B=17,73 kN

A ,C" erg fépontja a 3 pont. Az erg irdnydt jobbra mutatdnak feltételezziik.

> =0 +1,8:4+43,12:2+2,7-6+42-24C-2=0 C =-19,02 kN («)

15
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Az egyensllyt a vetiileti egyenletekkel, vagy a sik bdarmely pontjdra felirt nyomatéki
egyenlettel leellenérizhet jiik.

4. Sikbeli tartok

Tartészerkezeteknek (roviden: tartéknak) nevezziik azokat a kiilonb6zé anyagl
szerkezeteket, amelyek a terhek horddsdra, tovdbbitdsdra alkalmasak, megfelelnek a
velik szemben tdmasztott teherbirdsi, helyzeti dllékonysdgi, haszndlhatésdgi és mds
kiilonleges kovetelményeknek.

Ebben a jegyzetben csak sikbeli rddszerkezetekkel foglalkozunk. A sikbeli
ridszerkezeteket tengelyvonalukkal dbrdzoljuk.

A tartdkat a kornyezethez, illetve mds teherhordo szerkezetekhez régziteni kell, a
rogzitésre szolgdlé szerkezeti elemeket tamaszoknak nevezziik.

tdmasz Egyenstlyozé erék helyettesités Sematikus dbrdzolds

Befogds
M5~ * 7
B
Y

Fix csukld
VAN
Gorgd
ZANEENYAN
%
F
Tdmasztérud

4.1 Sikbeli tartok mindsitése, tartok csoportositasa

A sikbeli tartékat statikai szempontbdl két csoportba sorolhatjuk
- Statikailag hatdrozott tartdk
- Statikailag hatdrozatlan tarték

16
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A tarték mindsitése a terhelés ismeretében a tartéra haté kiilsé erérendszer
vizsgdlatdval torténik. A kiilsé erdrendszert a terhek és a terheket egyenstlyozé
reakcié erdk alkotjdk.

A kiilsé erérendszerben lévé egyenstlyozé ismeretlenek szdmdt hasonlitjuk a max. 3 db
egyensllyi egyenlet szamadhoz.

vizsgdlat mingsités
Ismeretlenek szdma = egyenletek szdma hatdrozott
Ismeretlenek szdma > egyenletek szama hatdrozatlan
Ismeretlenek szdma < egyenletek szdma tdlhatdrozott

A statikailag hatdrozott tartékat csoportosithatjuk alakjuk, és a kornyezettel ill. mds
tartészerkezetekkel kialakitott kapcsolatuk szerint, példaul:

- Egy merev testbdl dllé tarték: kattdmaszd tartd, konzol tarté
- Tobb merev testbdl dllé szerkezetek: hdromcsuklés keret, Gerber tarté

- Egyenes tengelyi tarté
- Tortvonald, vagy dgas tarto

ANNNNNN\N

£ | T
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5. Sikbeli racsos tartok

A sikbeli rdcsos tarték egymdssal végiikon Gsszekapcsolt rudakbél dllo szerkezetek.
Nagy fesztdvok dthidaldsdra alkalmas. A tarténak a kornyezethez, ill. mds
tartoszerkezetekhez torténd rogzitése szerint a rdcsos tarté lehet kéttamaszd,
hdromcsuklés kerettartd, Gerber tartd, stb.

5.1 Racsos tarto modell

— A szerkezet alaktartd, a ridhosszak vdltoztatdsa nélkiil a tarté alakja nem
médosithaté

— A rudak egyenes tengely(iek és merevek

— Egy csomdpontban taldlkozé rudak tengelyei egy pontban metszik egymdst

— A rudak a csomopontokban idedlis (surloddsmentes) csuklokkal csatlakoznak
egymdshoz

— A szerkezetekre hatd kiilsé erdk a rdcsos tarté sikjdban hatnak

— A szerkezetet terhelé koncentrdlt erék csak a csomépontokban hatnak

Jol érzékelhetd, hogy a szdmitdsi modell a valésdgos erdjdtékhoz képest kozelitéseket
tartalmaz, azonban a szdmitds egyszer( és az eredmény a mérnoki pontossdgnak
megfelel.

A rdcsos tarték hdlozati rajzdval abrdzoljuk, ahol a rudakat sdlyvonalaikkal adjuk meg.
A csomopontokat szdmozdssal latjuk el a rddhosszakat s;j, a rdderéket Sij jeloljik. Az
alsé index adja meg, hogy a rdd melyik két csomdpontot koti 6ssze.

fels6 ovrudak

o 3
( < / racsruddk

N - oszlopok

A T T T T zA alsé ovrudak

\ tamaszok

(rogzités a kdrnyezethez)

18



STNB 211 Mechanika I. Statika

A rdcsos tarték alakjuk, valamint a megtdmasztdsuk médjatél fiiggden kiilonbozd
tipusdak lehetnek:

Yavavavay
A/ A o L
.

A szdmitdsi modell szerint a rdcsos tartét terhelé koncentrdlt erék a tartd sikjaban
mlkodnek és csak a csomdpontokban hatnak. A terheket egyensllyozé erék is
koncentrdlt erék, amelyek a tdmaszpontokban miikodnek. A terhek és az egyensiilyozé
erdk egyensllyban Iévé erdrendszert alkotnak, ezt hivjuk kiilsé erérendszernek. Az
egyensulyban 1évé kiilsé erérendszer hatdsdra a tartdban belsé erék ébrednek.

Képzeljiik el, hogy a rdcsos tartét két részre vagjuk szét, és csak az egyik
tartérészt vizsgdljuk. A vizsgdlt tartérészen 1évé kiilsé erék nem lesznek egyenstlyban.
A szerkezet belsejében olyan hatdsoknak kell ébredniiik, amelyek létrehozzdk az
egyensllyi helyzetet. Ezeket a hatdsokat belsé erdknek nevezziik. A rdcsos tartdoban
ébredd belsg erdk csak rddirdnydak lehetnek.
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A riderdk elGjelének tekintetében a kovetkezé eldjelszabdlyban dllapodunk meg:

A rdderd nyilirdnya a csomopont felé mutat, vagyis a csomépontot nyomja, a rddban

nyoméerd ébred, eldjele: -

A ruderé nyilirdnya a csoméponttol elfelé mutat, a csomdpontot hizza, a rddban
hdzéerd ébred, eléjele: +

A rdcsos tartd hdlozatdban taldlhatunk olyan csomépontokat, amelyeknél szdmitds
riderék nagysdga és eldjele, ezeket ,nevezetes"

nélkiil

csomépontoknak hivjuk.

meghatdrozhaték a

V" csomdpont

Terheletlen ,V* csomépont

A csomoponton nem hat kiilsé eré, a rudak
erémentesek

(azokat a rudakat amelyekben a szdmitds
szerint nem ébred erd, vakrudaknak
nevezziik)

Terhelt V" csomépont

A teher hatdsvonala az egyik rdd
hatdsvonaldval egybeesd

Ebben a rddban a terhelé erével azonos
nagysdgu, de ellentétes irdnyu eré ébred, a
mdsik rad vakrdd.

i

IF,
<
Sb:Fx
A
S=F,

Terhelt V" csomépont

A teher hatdsvonala dltaldnos irdnyd
Minkét ridban ébred erd. Nagysdguk és
irdnyuk a vetiileti egyenstlyi egyenletekbdl
meghatdrozhato
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. T" csomopont

Terheletlen , T csomopont

A csomdpontban nincs kiilsé erd, akkor a
bekotd ridd, (a .. T" szdra) vakrid. A mdsik
két riderd ellentetten egyenlé (azonos
eldjeld)

Terhelt , T" csomépont

A terhel6 erd hatdsvonala a bekstd rdddal
azonos hatdsvonald

a bekoté rddban ébredé eré megegyezik a
terheld erével, de vele ellentétes irdnyd. A
mdsik két rideré ellentetten egyenlé
(azonos elgjel(i)

Terhelt , T" csomépont

F ¥ A fterhel6 erd hatdsvonala dltaldnos
\l, & S \l, é helyzetd.
%/‘/\ '9’7—‘ A rdderék nagysdguk és irdnya a vetiileti
S 5 S8, +8.=0 egyensllyi egyenletekbdl meghatdrozhaté
S=F

1
S.” S =F

ay

5.2 Rdcsos tartd rdderd szamitds - csomoponti modszer
A szdmitds lényege, hogy a rdcsos tarté minden egyes, kiragadott csomépontjdban
igazoljuk a csomépontban haté kiilsé erékbdl és a rudakban ébredd belsé erdkbdl dllé

kozos metszéspontl sikbeli erérendszer egyenstlydt.

A mddszer a csomopontok egymds utani vizsgdlatdhoz alkalmas, a tarté kozepébél
kiragadott csomdpont szdmitdsdra nem haszndlhaté (+dl sok az ismeretlen)

A kozos metszéspontli sikbeli erdrendszer egyensilyat a két db egymdstdl
fiiggetlen vetiileti egyensllyi egyenlet segitségével igazolhat juk.

A szdmitds sordn csomdpontrdl csomépontra haladunk (példaul balrdl-jobbra), hiszen
két szomszédos csomépontot osszekotd ridban ébredé erdé mindkét csomépontban
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azonos hagysdgu és eléjell. (a rdcsos tarté nincs a ridjain terhelve, tehdt a riderd
értéke a rud hossza mentén nem vadltozhatll)

A riderék meghatdrozdsdhoz a derékszogli hdromszogekre vonatkozé alapvetd
geometriai 6sszefiliggéseket haszndljuk (szogfiiggvények, hasonlésdg)

5.3 Racsos tarto ruiderd szamitdas - harmas atmetszés

A modszert ,Ritter” féle médszernek, illetve féponti médszernek is nevezik.

A szdmitdsi modszer mindig alkalmazhaté amennyiben a tarto szétvaghaté két részre,
oly mddon, hogy a képzeletbeli metszdsik csak 3 rudat vdg el. A szétvdagott tarté egyik
felét vizsgdljuk, ahol a tartérészen haté kiilsé eréket az dtvdgott rudakban ébredd
rdderdk egyensulyozzdk. A feladat megolddsa nem mds, mint a tartérészen haté kiilsg
erék egyensllyozdsa hdrom adott hatdsvonall erdvel. Alkalmazzuk a .Ritter” féle
moédszert, vagyis a nyomatéki egyensulyi egyenletet a vizsgdlt tartorészen haté kiilsé
erdkbél, valamint az dtvdagott rudakban ébredé riderdkbél, a rdderdk fépontjaira irjuk
fel. A nyomatéki egyenlet felirdsdhoz feltételezniink kell azt, hogy az ismeretlen
rideré a fépontra milyen elGjeli forgatonyomatékot fejt ki. Amennyiben jdl
feltételeztiik, az egyenlet megolddsaként pozitiv eredményt fogunk kapni. A
feltételezett irdnnyal rdrajzoljuk a metszdsikra a kiszdmitott rdderét. Ha a riderd
nyilirdnya a metszésik felé mutat, a rddban nyoméerd ébred, ha a nyilirdny a
metszdsiktdl elfelé mutat, a rddban hizéers ébred.

20 kN
10 kN
4 10 kN -~
1,0
2 6 N
2,0
7
AKX 1 3 5 _A_B N
b 4-2,0=8,0m L,
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dM, =0

10-2+20-4+10-3-B,-8=0 B, =1625kN 1
Y F, =0

10+20-16,25-4, =0 A, =1375kN T
Y F, =0 A, +10=0 A, =10 kN «

Szdmitsuk ki az Si3, az Sz.3, €és az Sz.4 riderdk nagysdgadt, értelmezziik a rdderék
eléjeleit is. Vdgjuk szét a tartét egy képzeletbeli metszdsikkal, gy hogy csak azokat a
rudakat vdgjuk dt, amelyekben ébredéd riderdket akarjuk meghatdrozni.

A metszdsiktdl balra 1évd tartorészt vizsgdljuk.

A rdderdk fépontjait keressiik. Az Si.3 rdderd fopontja a 2" pont, az Sz.3 fépontja a
.Z" pont, az Sz.4 fépontja a .3" pont.

A fdpontokra torténd nyomaték felirdsdhoz meghatdrozzuk az erék karjait (merdleges
tdvolsdg)

Az S;.4 rideré kiszdmitdsdhoz a nyomatéki egyensilyi egyenletet ,3" pontra irjuk fel.
S M, =0 13,75-4,0-10-2,0— S, , -2,68 = 0 S, , =13,06 kN

A rideré a metszdsik felé mutat, tehdat nyoméerd (-)
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Az Si3 rdderd kiszdmitdsdhoz a nyomatéki egyensilyi egyenletet ,2" pontra irjuk fel.
> M, =0 13,75-2,0+10-2,0- 5, ;2,0 =0 S, =23,75 kN
A ruderd a metszdsiktdl elfelé mutat, tehdt hidzders (+)

Az S;.3 rideré kiszdmitdsdhoz a nyomatéki egyensllyi egyenletet ,Z" pontra irjuk fel.

>M,=0 ~13,75-2,0+10-4,0- S, , -4,24 =0 S, s =294 kN
A riderd a metszésik felé mutat, tehdt nyomoerd (-)
5,84
10

IlO 1 ~
N T 23,78
13,75

Ellendrzésképpen felirhatok a vetiileti egyenstlyi egyenletek a rdderdk fiiggéleges és
vizszintes vetiileteivel. (Az eréfelbontdst nem részletezziik)

Syax = %36 13,06 =11,68 kN(<_) Syay = % = 5,84 kN(‘L)
S, ., = g 12,95 = 2,08 kN(«-) S, ., = g = 2,08 kN (1)

> Fy =0 ~10-11,68—-2,08+23,75=0

Y F, =0 ~13,75+10+5,84-2,08=0

Eredményvazlat:
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Részletesen megoldott feladat a hdrmas dtmetszés modszerének alkalmazdsara:

=84 m
m=14m

’

’

/(

Az ,a" és ,b" méretek meghatdrozdsa hasonlé hdromszogek segitségével:

04_ a a=3024m
42 252

42 2,52 b 168 m
28 b

I. metszdsik

> M, =0

+45.21-5,,-1,4=0 S, =67,5kN (+ hizott)

> M,=0

+45.3,024-30-0,924—S, ,-1,68=0 S, ,=645kN (-)

> M, =0

+30-2,1-5,,-252=0 S, ,=25kN (- nyomott)
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IT. metszdsik

Y M =0
45-4,2-30-2,1-S,,-2,4=0
S, =525kN  (+ hizott)

3,024 _ 5,04 c=28m
1,68 c

> M, =0
30-2,1-5, ,-28=0
S, =225kN  (+ hizott)

Eredményvdzlat (szimmetrikus geometridji, szimmetrikusan terhelt rdcsos tarték
ruderdi is szimmetrikusak lesznek)
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Javasolt feladatok a gyakorldshoz:

Hatdrozzdk meg a riderdket tetszéleges modszerrel!

10 kN
.V N
5 kN 5 kN 2.0
2 4 AV
2,0
1 5 N
A? | %B )
V 2,0 V 2,0 V 2,0 m V 2,0 V
50 kN 40 kN
0 2 V4 6 7 N
A B N
on
N\
) . 30 kN N
3 AT
) 3m 4& 3 3 * 3 *
40 kN 50 kN Megjegyzés:
J/ o 0 Javasoljuk a  feladat
K - 2 - N megolddsat a félév végén,
C amikor a hdromcsuklés
4 > kerettarté reakciderdinek
> . meghatdrozdsdval
megismerkedtek.
20 kN . 13 g
2 >
%
1 9
AO 1 AT
7 V4
* 4x2=8 m V 2x2=4 m V
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6. Sikbeli Tartok belsé erdi
6.1 A belsé erdk fogalma:

Az eddig megismert kiilsé erdk (a terhelés és a reakcio erék) a tartémodellen
egyensulyban 1évé erérendszert alkotnak. A kiilsé erérendszer hatdsdra ébrednek a
tartdban a belsé erdk, amelyek szintén egyenstlyban |évé erdrendszert alkotnak.

A rid egy tetszéleges keresztmetszetében a belsé erék (az igénybevételek)
meghatdrozdsdhoz ismerjiik meg a kévetkezé fogalmakat:

— A tarté sikja: sikbeli tartok esetén a tarto sikja a tartét terheld erdk sikjdval
azonos.

— A keresztmetszet sikja: a tartét, egy a rdd tengelyére merdleges sikkal elmetszve
kapjuk a keresztmetszet sikjat. A tartd sikja és a keresztmetszet sikja egymdsra
merdleges.

KERESZTMETSZET SIKJA TARTO SIKJA
I
z S X
N N
\ N
N
x -
y y

A belsé eréket a tarté tetszélegesen kivdlasztott keresztmetszetén értelmezhetjiik.
A keresztmetszetre haté dindmok (erék és nyomatékok) a keresztmetszet
igénybevételei.

A tetszdleges keresztmetszeten értelmezhetd belsé erdk:

—  NORMAL ERO: a keresztmetszet sikjdra meréleges, ridtengely irdnyt erd, ,N"

—  NYIRO ERO: a keresztmetszet sikjdba esé, z és y irdnyd erék, , T"

~  HAJLITO NYOMATEK: a keresztmetszet sikjara meréleges sikban m(ikods My és
Mz nyomatékok

—  CSAVARO NYOMATEK: a keresztmetszet sikjdban miikodé My nyomaték
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R,: NORMALERO
(a keresztmetszet

Z|

. ﬁ sikjara meréleges) Vi
R x R, NYIROERO o X
/ (a km. sikjaban) 3
\ R,: NYIROERO NA
Z/ R (a km. sikjaban) Z/ b M
R
Y Y
M,
. "
X
R g /)
/ - /
z z
Y y
"x" korll forgato "y" koril forgatd "Z" koril forgatd
yz siki nyomaték xz siku nyomaték xy siku nyomatek
CSAVARONYOMATEK HAJLITONYOMATEK HAJLITONYOMATEK
(a km. sikjaban) (merbleges a km. sikjara) (merbleges a km. sikjara)

A tetszéleges dindmok esetén, az erévektor felbonthaté x, y, z irdnyd vetiileteire
(a .z" és .y" tengelyek a keresztmetszet sikjdban |évd, egymdsra merdleges sulyponti
tengelyek, az ..x" tengely a rdd hossztengelye)

A nyomatékvektor (meréleges a sikra, amelyben mikadik) is felbonthatd, x, y, z irdnyd
vetiileteire, ahol:

— My, az x tengely koriil forgatd, yz sikban miikodé nyomaték = csavaré nyomaték

— My, az y tengely koriil forgaté, xz sikban miikadé nyomaték = hajlité nyomaték

— Mgz, az z tengely koriil forgaté, xy sikban m(ikodé nyomaték = hajlité nyomaték
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A belsé erék meghatdrozdsa:

Egy a sikjdban terhelt, statikailag hatdrozott, egyensilyban Iévé gerendatarto
tetszéleges k" keresztmetszetében ébredd belsé erdk meghatdrozdsdhoz,
gondolatban vdgjuk ketté a tartét, egy, a tarté hossztengelyére merdleges sikkal, a
vizsgdlt keresztmetszetben. Szedjiik szét a kettévdgott tartot, baloldali és jobboldali
tartorészre. A két tartorésznek kiilon-kiilon is egyensilyban kell lennie. A két kiilon
tartorészen az egyensilyt a keresztmetszetben ébredé belsé erdk fogjdk biztositani.
Ezek a belsé erdk az dtvdgds mindkét oldaldn azonos nagysdglak, de ellentétes
irdnydak.

| 4 N |
F / \
1 ! ‘\
f TJ i M
i M M. ‘~ A
\/ i b j L /.
F . i 1‘\ f : A Z) A'x
2 3K >
LT A
\‘A Tb "‘: Ay
\ ‘
BALOLDAL I JOBB OLDAL
~ATVAGAS”

A harom bekeretezett erérendszer
kalon-kulon is egyensulyban van !

A belsé erdk elgjele:

—  Normadlers (N)
(+) pozitiv, tehdt hdzderd, ha a vizsgdlt keresztmetszetben a tarté
hossztengelyével pdarhuzamos erd, a keresztmetszettdl elfele mutat, azaz hizza.
(-) negativ, tehdt nyomoders, ha a vizsgdlt keresztmetszetben a tarto
hossztengelyével pdrhuzamos eré a keresztmetszet felé mutat, azaz nyomja.

—  Nyiré eré (T)
(+) pozitiv, ha a keresztmetszet sikjdba esé erd a vizsgdlt tartorész belsd,
anyagi pontja koriil az 6ramutaté jardsdval megegyezd irdnyban forgat.
(-) negativ, ha a keresztmetszet sikjdba esé eré a vizsgdlt tartérész belsd,
anyagi pontja koril az 6ramutaté jardsdval ellenkezé irdnyban forgat.

—  Hajlité nyomaték M)
(+) pozitiv, ha a forgatds irdnya az 6ramutaté jardsdval megegyezd.

(-) negativ, ha a forgatds irdnya az éramutaté jardsdval ellentétes.
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6.2 Belsé ero abrak

A sikbeli, statikailag hatdrozott tartékon a megadott, statikus (dllandd intenzitdsu),
dallé (helyzetét a tartén nem vdltoztatd) terhelés, és a reakcié erdk hatdsara keletkezé
belsé erék vdltozdsat a rdd hossza mentén, matematikai Gton, fliggvény formdjdban is
megadhatjuk. Ezeket a filiggvényeket belsé eré (N, T, M) fiiggvényeknek hivjuk. A
fliggvények grafikus megjelenitése, a fiiggvény .képe”, a belsé eré (N, T, M) dbra.

A belsé eré dbrdkat dgy hozzuk létre, hogy a tarté tengelyvonaldra, minden
keresztmetszetben felmérjiik a keresztmetszetben ébredd belsé erd nagysdgdt,
tetszdlegesen felvett erdlépték alkalmazdsdval, egy megdllapodds szerinti eldjelszabdly
figyelembevételével. A belsé eré értékeket mindig a tarté tengelyére merélegesen
mérjik fel.

A tarték esetében nem kell az Osszes keresztmetszetet vizsgdlni, azokban a
keresztmetszetekben szamitjuk ki a belsé eréket, ahol a teherfiiggvényben, illetve a
tarté geometridjdban vdltozds van. Ezeket a keresztmetszeteket jellemzd
keresztmetszeteknek hivjuk.

A belsé erék szdmitdsdndl, a koncentrdlt erdk, illetve a koncentrdlt nyomatékok
mikodési helye el6tti és utani, végteleniil kozel esé keresztmetszeteket kell vizsgdlni.

— A tartod vizsgdlt keresztmetszetében ébredé normdlerd nagysdgat megkapjuk, ha a
keresztmetszettdl balra (vagy jobbra) [évé tartorészen eldjelhelyesen
osszegezziik a normdl irdnyd kiilsé erdket

— A tarté vizsgdlt keresztmetszetében ébredd nyird eré nagysdgdt megkapjuk, ha a
keresztmetszettél balra (vagy jobbra) 1évé tartérészen eldjelhelyesen
osszegezziik a tangencidlis irdnyd kiilsé eréket

- A tarté vizsgdlt keresztmetszetében ébredd hajlité nyomaték nagysdgat
megkapjuk, ha a keresztmetszettél balra (vagy jobbra) lévé tartérészen
eldjelhelyesen osszegezziik a kiilsé eréket forgato nyomatékait.

A belsé erd dbrdkat a tarté hossztengelyének megfelelé alapvonalon szerkesztjik. A

keresztmetszetek vizsgdlatat dltaldban balrél-jobbra haladva folytatjuk. A T és N
dbrdk ,+" tartomdnya, egyenes tengelyd, vizszintes tarték esetén, a tengelyvonal alatti.
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A nyomatéki dbra tekintetében az elkovetkezenddkre vonatkozdan, szokjuk meg,
hogy a nyomatéki dbrdnak nincs elgjele. A nyomatéki fliggvény értékeit mindig a tarto
hizott o6vére kell mérni. Ennek eldéntéséhez segitséget nydjt, ha el tudjuk képzelni,
hogy a kiilsg erérendszer hatdsdra milyen lesz a tarté meggorbiilt tengelyvonala. A
.hizott 6v" ott értelmezhetd, amelyik oldalon dombord a meggorbiilt tengelyvonal.

A teherfiiggvény, a nyirderd fiiggvény és a nyomatéki fiiggvény (ebben a
sorrendbenl!), mindig eggyel magasabb rend(. Pl: a teher fiiggvény konstans, azaz O
fokd, akkor a nyirderé fiiggvény elsérendl, azaz linedris, a nyomatéki fiiggvény pedig
mdsodrendd lesz.

A fliggvénytani osszefliggésekbdl adddik, hogy az elézé fliggvény zérus helyén (eléjel
vdltdskor), a kovetd fiiggvénynek szélsg értékhelye lesz (maximum, vagy minimum)

A belsé eré dbrdk készitése elétt a kovetkezéket kell elvégezni:

— A ferde helyzet(i erék felbontdsa vizszintes és fiiggéleges komponensekre
—  Megoszl6 terhek ereddinek (részereddinek kiszamitdsa)
—  Reakcié erdk meghatdrozdsa, egyenstlyozds
- Jellemzé keresztmetszetek meghatdrozdsa
Tdamaszok
Koncentrdlt erdk
Koncentrdlt nyomatékok
Megoszlé terhek kezdete és vége

Ezek utdn meghatdrozzuk a jellemzd keresztmetszetek igénybevételeit, felmérjik az
eléjeles értékeket a tarté tengelyre merédlegesen, majd a jellemzd
keresztmetszetekben kiszamitott fliggvényértékeket, a terhelés vdltozdsdanak
megfeleléen, a tarté tengellyel pdrhuzamos ill. ferde egyenesekkel, vagy gorbékkel
kotjlik ossze

A reakcié erék meghatdrozdsandl és a belsé eré dbrdk szerkesztésénél is alkalmazhaté
a szuperpozicié, az egymdsra halmozds moédszere. Célszerli a médszert haszndlni
bonyolult, 6sszetett terhelések esetén, hiszen minden 6sszetett terhelés létrehozhato
egyszer( terhelések oOsszegeként. A reakciderék szdmitdsa és a belséerd dbrdk
meghatdrozdsa az egyszerl terhelésekbdl, egyszerlien elvégezheté. Az egymdsra
halmozds matematikai médszerekkel és grafikusan is elvégezhetd.

A kovetkezékben bemutatjuk a kiilonbozé tipusd és terhelés(, statikailag hatdrozott
sikbeli tartok igénybevételi dbrdinak elkészitési modjat.
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6.3 Kéttamaszi egyenes tengelyii gerendatartok

Kéttdmaszl tarto, egyenletesen megoszlo teherrel terhelve, parabola szerkesztés

J |
JAN
$A=q'zl -1 T
v =1 /
‘] | 1
T2
/ 4
‘ B
™ + 3
A |
L 3 L
y 2, 2 /
‘] 4 1
M, : : 2
6
m
f 3 5
m
4
|A| = |B| = q! X, = 4 = a-! = ! a szimmetria miatt
qg 2-qg 2

M_=1-. - 4. a parabdla belogasa"m

Rajzoljuk meg a tartészakasz felezé merélegesét, erre a vonalra, abban az irdnyban
amerre hat a megoszlé teher, mérjik fel kétszer az .m" értékét. A kapott pontot
kossiik ossze a tdmaszpontokkal, igy megkapjuk a parabola végérintgit. A 3-as pontban,
ahol a nyiréeré dbrdnak zérus helye van, a nyomatéki dbrdnak szélsé értéke lesz, tehat
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itt vizszintes az érintéje. A tovdbbi parabolapontokat illetve érintéket az dbra szerint
kaphat juk meg.
Parabola szerkesztés dltaldnos esetben:

erinto

Szuperpozicié (egymdsra halmozds) bemutatdsa a reakciderdk és a belsé erd dbrdk
meghatdrozdsdhoz.

M . q M
()uw%j R Y G .
21 1 1 1
X, Af%—l B1=%l Azzb{[— B2=LI/I—
™ MBCAI £ "
@M - | < ~ f{ + M I
M,
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Alapesetek bemutatdsa, egyenes tengely(, kéttdmaszd, kéttdmaszd konzolosan
tdlnydlé, valamint konzoltarték kiilonbozg terheléseire

F q
l AT
(I T T
W | 1 1
- o B _ o .
UM ™5
@ ®
A A
M) ™M)
M=A-a=B-'b G 1
8
q -
AR J IV Id Ve Pl
L L /F paN
ATaL b T A a a B
| 1 1 1 1
B B
®+\ 5] 5 | D ) =
A ‘ x,= B/q ‘ A X, = B/q;

Mg Mo :2B;
9z
b p ek
A=F B=Fé ~ "~
T
| 1 ] T 1
oo T s
+ ® B +L/@//M e
M=A- a A #—B/ng
! R
M M
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Ny 7N Vo Y 2
C'[ A=M #B A { . 1L b '1[}3

>
w
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| 1 1 1
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M b M F
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1 a a
! 1 |
- B -
®; - ] @+ . T B
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@M\\ ~~~~~~~~~~~~~~~~~ o @ ugris )
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Igénybevételi dbrdk kozotti osszefiiggések Gsszefoglaldsa

Tartétengelyre merdleges koncentradlt erd

Ugrds a T dbrdn, az ugrds mértéke megegyezik az erd nagysdgdval
Toréspont az M dbrdn (a torés irdnya az eré irdnydval azonos)

Altaldnos helyzet( koncentrdlt eré

Ugrds az N dbrdn, az ugrds mértéke megegyezik az eré normdl
irdnyd vetiiletével

Ugrds a T dbradn, az ugrds mértéke megegyezik az erd tangencidlis
vetiiletével

Toréspont az M dbrdn (a torés irdnya az eré tangencidlis
osszetevéjének irdnydval azonos)

Egyenletesen megoszlé teher

T dbra linedris
M dbra 2.foku parabola, belégdsa a teher irdnydval megegyezé

Egyenletesen vdltozé, linedris megoszlé teher

T dbra 2. fokd parabola
M dbra 3.fokul gorbe, belégdsa a teher irdnydval megegyezé

Koncentrdlt nyomaték

Az N és a T dbradn nincs vdltozds
Az M dbrdn ugrds van, az ugrds mértéke megegyezik a koncentrdlt
nyomaték nagysdgdval

i SR NIRRT SO

T dbra zérushelyénél az M dbran szélsé érték, vizszintes érintd
T dbra elgjelvdltdsndl az M dbrdn szélsé érték
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Részletesen megoldott feladatok:
—  kéttdmaszl, egy oldalon konzolosan tdlnydlé gerendatartd, koncentrdlt erékkel,
kiilonboz6 intenzitdsi megoszlé terhekkel

0=10-4=40 kN

M, =0 ~10-2+10-4-5-B-6=0 B=30kN (1)
S F, =0 —A-30+125+40=0 4=225kN (V)
F=12,5 kN
l q=10 kN/m
- HEEENE
, /‘—AZ“~‘\\O\ 3 e 4 '5‘\
A=225 B=30
,16 1, 30 y 30m A0,

T 1)
12,5 12,5 X,

i B
Ty

1‘0 I'd
10 X,
20
A A
v |
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M, =-125-4,6+22,5-3=+10 kNm (balro'l felz'rva) a tarto also ovén
Mg =+10-1-0,5=+5 kNm ( Jjobbrol fell'rva) a tarto felso ovén

M, =M,
2

m=103 =11,25 xozmzl,Om
10

M, =10-3-1,5-30-2=~15kNm (jobbrél felirva)a tart6 alsé 6vén
x, 3,0

nyomatéki nullpontok helye: —-=2— x, =2,0m

'y P V 20 30 1

1
10-(14x,)—22 30.x, =0 x, =025m
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—  Konzol tarté megoszlé teherrel, koncentrdlt erével, koncentrdlt nyomatékkal

0 =384 kN F, =867 kN F, =50 kN

M, =0 38,4-2,4-20-5-48—M , =0 M , = 48,16 kNm
S F, =0 384-5-4, =0 4, =334V (1)

> F,=0 —8,67+4, =0 A, =8,67 kN (—

X, :§:0,625m

q=8 kN/m
A =867 [TTT ] NI | F=8.67)
ll I2 i 00
g& 7T

’ , 24 L, 24m
7 7 7
8,67 8,67

N4
xF=0,625
=15
[~
1,56

M, =-48,16+33,4-2,4-8-2,4-1,2=896 kNm (balrdl felirva)
M, =M,-20=-11,04 kNm (balrél felirva)

2
(800257 5 6605 156 kNm (jobbrol felirva), alul hizot

max

82,47

parabdla belogdas: m = =5,76 kNm
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6.4 Tortvonald, ferde helyzetili és dgas tartok belsé erg abrai

Azon statikailag hatdrozott tartédkkal foglalkozunk, amelyek tengelyvonala egy
egyenessel hem adhaté meg.

A keresztmetszetek mindig merdlegesek a tarté tengelyvonaldral

Jellemzé ezekre a tartokra, hogy egy adott erd a tarto egyik részén lehet normdl erd,
mig a mdsik részen ugyan ezen eré nyiréeréként jelenik meg.

Tovdbba jellemzé még ezekre a tartokra, hogy a kiilsé erdk felbontdsa, a reakcio erdk
meghatdrozdsdhoz vizszintes és fiiggéleges komponensekre torténik, majd a belsé erd
dbrak megszerkesztéséhez ugyanezen erdket, a tartétengellyel parhuzamos (normadl)
irdnyd, és a tarto tengelyre meréleges (tangencidlis) irdnyd komponensekre is fel kell
bontanunk.

A belsé erék eldjeleinek dbrdzoldsa:

— ajdnlott, hogy azonos eldjeleket mindig azonos irdnyban mérjik fel, vagyis a
vizszintes tartdszakaszokndl a + értékeket alulra, a fliggéleges, vagy ahhoz kozeli
helyzet( rudakndl a tengelyvonal jobb oldaldra mérjiik.

- ,0szé szabdly" a tarté valamelyik oldaldn végighaladva mindig azonos eldjel(i
értékeket mériink fel, ez az dbrdzoldsi mod az dgas tartokndl nem teljesithetd.

— A nyomatéki dbrdnak nincs eléjele, a fiiggvény értékek mindig a tarté hidzott
oldaldn (dombord oldalan) keriilnek felmérésre.

Sarokmerev csomépontok

A tortvonald és dgas tartékndl a tartd csomopontjaiban esetleg ketténél tobb rdd is
csatlakozhat egymdshoz. A kapcsolat akkor sarokmerev, ha minden becsatlakozé rid
képes nyomatékot felvenni. A csomdpontban a rudak hossztengelyei egy pontban
metszik egymdst.
A csomdpontban a rudakra szdmitott nyomatékok algebrai 6sszege zérus kell, hogy
legyen (csomoponti egyenstly).
Két rdd kapcsolatdndl kialakulo egyszer( csomépont esetén, a két nyomaték algebrai
osszege zérus, ebbél kovetkezik az dgynevezett ,dtkorzdzési” szabdly, ami azt jelenti,
hogy a kiilsé erdvel nem terhelt csomépontban, amennyiben az egyik rid a kiilsé ovén
hdzott, akkor a mdsik rdd is a kiilsé 6vén lesz hizott, vagyis arra az ovre kell a
nyomatéki értéket felmérni.
KiilsG erével terhelt csomépont esetén az egyensllyi feltételek igazoldsandl a kiilsé
erdt is figyelembe kell venni.
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Ferde helyzet( tartok belsé erd dbrdi kiilonb6z6 tipusd megoszlé teherrel

= 10 kN/ferde m

0=10-2,236=22,36 kN

0=10-2,0=20,0 kN 0=10-2,236 =2236 kN Ay =10kN («)
A=B=10kN"T A=B=10kNT 4, =75kN(1)
_q-l; 10-2° v _4bl 10-2:2236 B, =12,5kN(1)
max 8 8 max 8 8 M B ql; 3 102,2362
M, =5kNm M_. =559 kNm o =g <

M . =625kNm
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Tortvonald tartd, terheletlen sarokmerev csomdponttal

, F 1. keresztmetszet 2. keresztmetszet
| F (alulrol haladva) (balrdl haladva)
N C = N
= M=A_ a
- TB 1 N,=A: 1= % fffff
! :
A‘x ; TTZ_A)/
-\ 2A T=A| ©
b, , b, —>® _
A, 7 M=A_a
b N=A,
"C" csombpont
\LT2=FY -B
‘F 777777777 @ N2_Fx .
E i | jobbrol
N) ER + 3 M~F. b-B- b
|
T=A, @
) —_s
M=A, a }alulr(')l
Ay T+ leA
T Lo P
Alle [F +
o)
1 :A

Javasolt adatok a feladat megolddsdhoz:

a=bm bi=1 m b,=2 m a=60° F=10 kN
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Tortvonald tartd, koncentrdlt erdvel terhelt sarokmerev csoméponttal

|
" q 4 =B -
NS R N N
IO ) ‘ Gyl - > _0.b-h
- > M;=Q 5 - B;b

<
! T]=Ax
g M=Aa
N X 1 X
PAN N,=A,
N)
) b F.=0 A=G
1 q 2F, -
>F =0 G,=N+T,
ZMXZO MIZMz
A, - S
+ +
@ ®
T + Gx:Ax [
Javasolt adatok a feladat megolddsdhoz:
a=b m b=4m G=12kN  «=30° g=2 kN/m
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Tortvonald tarté, koncentrdlt nyomatékkal terhelt sarokmerev csoméponttal

F M M T= y
Avég ] ‘—l
T2 AN Fe= B M,B; b
b
<
TIZ X G:'
Qi
A 1: X a
A X
Vﬁ_\ N=A,
Ay;t b qj/ >F =0 T =F
YF =0 T,=N,
XM =0 M,+M=M,
M,{M\ZMZ
"\ = N M,=A,- ay
B}’= y
O
Ay'_+ [

Javasolt adatok a feladat megolddsdhoz:

a=bh m b=4m F=20 kN M=60 kNm
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Agas tarték eldgazdsi csomépontjai (3, vagy tébb rid esetén)
G

J’(—F -~
N,=G
M,=G- c+H- b-F-a © M=F- a
7 1
AX=F+H6 ] i NG Y &—T,=F
3=
'ﬁ : P M=M,-A, ¢ ’
L M, }
A <—H N\ ~ N-AL>ia
L, c L, M&ﬂ 2M=0
q 7 >
Mz T3:Ay 2
A
C /\-/{wzzH b
A G
B
i © >F,=0 ~T,-T,+N,=0
+ D F,=0 +N-T,=0

dYM=0 M +M,-M;=0

| )

M M; \g{l

Javasolt adatok a feladat megolddsdhoz:
a=2 m b=15m c=bm F=3 kN F=10 kN  6=2 kN H=6 kN
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Ferde helyzetl, koncentrdlt erdkkel terhelt tortvonald tarték belsé erdinek
meghatdrozdsa

— Ferde riddhosszak meghatdrozdsa
— Erdk, tdmaszerdk felbontdsa normdl és nyiréerd irdnyd vetiileteire

F
F\:LFN
v
AT
o F,

7
I
T=A,
Fy
X
A =G 2 YF =0 N=G
N) o , YF =0 T =F
+ Y SM.=0 M=M,
F;
)

Javasolt adatok a feladat megolddsdhoz:

a=3m b=15m =45 m c=Im F=6 kN G=8 kN
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Ferde helyzet(, fiiggéleges megoszlé teherrel terhelt, t6rtvonald tarté belsé erdinek
meghatdrozdsa (részletesen kidolgozott feladat)

q,= 4 kN/m q, =5 kN/m q,= 4 kN/m

q,= 4 kN/ferde m

NS
T=2.14
Y =2,67
//
N,=4.,4
S My =0
4-25-1,0+4-25-B-3,0=0
B=6,67 kN (1)
D F, =0=520+4-10-667-A,
Ay =733kN (T
2
Xp = ’67 = 0,53 m

M| =-6,67-1,0+4-1-0,5

M; = —-4,67 kNm (jobbrol)
Mpax = —6,67-1,53+4-1,53-0,76
M ax = —5,55 kNm (jobbrol)

4-2-25

m-=

= 3,125 kNm
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Kéttdmaszu kerettarté komplex vizsgdlata (részletesen kidolgozott feladat)

F, =F, =2,83-cos45" =2 kN

SF, =0  2-B,=0 By =2 kN ()
S M, =0 2:2,0-2-1,0+1-6,0-3-2-1,0- B, -5,0 =0 B, =3,6 kN (1)
S F, =0 2+41:60-3,6-4, =0 4, =44kN (1)
q=1,0 kN/m
1“3:I 2
F=2,83 kN )
|
20
3, o
B =2,6~
on
A B,=3,6
TAy=4,4
11,0 4,0 m ,1.00,1,0
q q 17 7 7 B, erd felbontdsa
3
B, =2——=19kN
o 12,0 - 7306
2,4 |
BXN =2'T:0,63 kN
23(?@ @ B, eré felbontasa
+ 1
B, =3,6-—— =114 kN
0 3.16
\ x 3
4,05 B, =3,6-—— =342 kN
4.4 . e ] 3,16
24T —_ - B, =19-1,14=0,76 kN
N 2,0 B, = —0,63—3,42 = 4,05 kN
2,0
;I S @
X,=2,4m |,
1 A
0,76
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2,4
X, =

=2,4m

M, =44-2,4-2-34-2.20-1-2,4-12 =-3,12 kNm (balrél felirva)
M, =1-2,0-1,0 = 2,0 kNm (jobbrol)

M, =+2-3,0-3,6-1,0 = 2,4 kNm (jobbrol )

M = 4,4 kNm

6.0 \' + 4,4
. (/ ' \ m— '_/ 2 , O

6,0 1 3.12
2.4

12,0 ™M

2.0
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6.4 ,Gerber” tartok belsé eré abrai

A "Gerber"” tarték a statikailag hatdrozott csuklés tarték korébe tartoznak. Ezekre a
tartokra jellemz6, hogy a kiilsé erérendszerben szerepld ismeretlenek szdma
meghaladja rendelkezésre dllo egymdstdl fiiggetlen statikai egyensllyi egyenletek
szdmdt. Azonban tudjuk, hogy a belsé csuklék nyomaték felvételére nem képesek, igy
minden beépitett belsd csuklo tovdbbi nyomatéki egyenlet felirdsdt teszi lehetdvé,
vagyis csokkenti a kiilsé erérendszer ismeretlenjeinek szamat.

Tehdt a folytatélagos tobbtdmaszd, statikailag hatdrozatlan tartékbdl, hatdrozott
tartot tudunk Iétrehozni, megfelelé szamu belsé csuklék beiktatdsaval.

A sziikséges csuklok szdma, a kiilsé erérendszerben keletkezd ismeretlenek szamdnak
és a rendelkezésre dll6 egymdstdl filiggetlen statikai egyensilyi egyenletek szdmdnak
kiilonbsége.

A csuklds tartdk tipusai:

—  csuklds gerendatartdk (.Gerber” tartok)
—  hdromcsuklés tartok

—  osszetett csuklds szerkezetek

A csuklés tobbtdmaszd gerendatarté (.Gerber” tarté) gyakran alkalmazott szerkezeti
megoldds, hiszen a beiktatott belsé csuklok miatt kisebb az elemek hossza, amely
korilmény a gydrtdst, a szdllitdst és a szerelést egyszer(siti, tovdbbd a csukldk
célszer(i elhelyezésével a szerkezet gazdasdgossa tehetd.

A belsé csuklok elhelyezésének szabadlyai:

—  Lehetéleg csuklos és csuklémentes szakaszok vdltsdk egymdst

— Az elhelyezendd csuklék szdma az ismeretlen kiilsé erék szdmdnak és a
rendelkezésre dllé, egymadstdl fiiggetlen statikai egyensilyi egyenletek szamanak
kiilonbsége

—  Csuklokkal megtdmasztott szélsé szakaszon beliil csak egy belsé csuklé lehet

— 1 szakaszon beliil, max. 2 db belsé csuklé lehet

A "Gerber"” tarté belsé csuklokkal 6sszekapcsolt konzolos és kéttamaszd tartdkbél dll.
A tartdét a kérnyezethez rogzité tamaszokban ébredé erdket kiilsé reakcioknak, az
osszekapcsolo belsé csuklékban ébredd erdket belsé reakciéknak nevezziik. A kiilsg és
belsé reakciok meghatdrozdsa egyensilyozdsi feladat, amelyet mdr a kordbbiakban
ismertettink.
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A belsé csuklék helye befolydsolja a nyomatéki dbra jellegét és értékeit. A csukldk
helyének vdltoztatdsdval a nyomatékok szélsé értékeit tdg hatdrok kozott
vdltoztathatjuk.

—° —= 2 ° 2
< Y- 2 ° 2
O é A O Oﬂi
Y, G 1Y 2
S
1
4 3 24 s
VANAY/N
1 + Mmax
\_//
— N
+M>-M

4\\_L/ +M<-M
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A reakciderék szamitdsdhoz a tartot szét kell bontani a belsé csuklék dltal hatdrolt
szakaszokra, (merev testekre). Azokat a tartérészeket, amelyek onmagukban nem
dallékonyak, beakasztott (befiiggesztett) tartéknak nevezziik. Azokat a tartéelemeket,
amelyek onmagukban is megdlinak, megtdmaszté tartéknak nevezziik. A beakasztott
tartok a rdjuk haté kiilsé eréket a belsé csuklén keresztiil a megtdmasztdé tartéknak
adjdk dt. A szétbontdst javasoljuk grafikusan is dbrdzolni, igy konnyebben kovethetd
az erdk elrendezése és irdnya.

Elészor mindig a beakasztott tarté reakciéo eréit hatdrozzuk meg, miutdn a
beakasztott tarté a megtdmaszté tartét terheli, a megtdmaszté tarté konzolvégén a
beakasztott tarto reakciderejének ellentettje mikadik.

A megtdmaszté tarton a reakciéeréket a tarto sajat terhelése, valamint a beakasztott
tartorél atadédo erd figyelembevételével hatdrozzuk meg.

A belsé erd dbrdkat megrajzoljuk a szétbontott tartérészekre, majd egy tengelyre
flizziik fel, hiszen a belsd csukldk két oldaldn a belsé erék azonosak, ezért az dbrdkban
a belsg csuklé erdk ugrdst, vagy torést nem okoznak. Kivétel, az az eset, amikor a belsé
csuklé kiilsé erdvel is terhelt. Ebben az esetben a csuklé keresztmetszetében terheld
kiils6 erét, a megtdmaszté tarté szdmitdsandl kell figyelembe venni, hiszen a
beakasztott tartét is a megtdmaszté tarté tdmasztja meg.
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Csak fiiggbleges teherrel terhelt ,Gerber” tartd, két belsd csukldval

F=40kN

q =10 kN/m

— L

A I A

D, =18 B, =18

D, =18 E, =18 F=40kN
T I.b' TC
B, =56 C, =14
D, =£, =030 _154n (1)
Alatamaszto konzol tarto -
S F =0 A, +18+10-1,2=0 4, ==30 kN (1)
2
Y M, =0 MA+18-1,2+10-1’§ =0 M, =-28,8 kNm
Alatamaszto kéttamaszu tarto -
dYM.=0 -18-(1,2-48)-10-12-(0,6+438)-40-2,4+ B, -48=0 B, =56 kN (1)
> F, =0 C, +10-1,2+18+40-56=0 C, =—14 kN (1)
nyomateki értékek :
10-3,6

M, = =16,2 kNm M, ,,=14-24=336 kNm M, =M, =288 kNm
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30
T : M
+ + 26 +
30
28,8

28,8

16,2
33,6

Koncentrdlt erével és koncentrdlt nyomatékkal terhelt csuklos tobbtamaszd tartd, két
belsé csukldval.

M=4,5 kNm F,=10kN F,=4kN
s A E B ! c F > D

uk
TIq
o

w)

F =10kN

L

E B ! c F
1.
A ferde erdk komponenseinek szdmitdsa:
F,. =10-cos60° = 5,0 kN(«) F,, =10-sin60° =8,66 kN({)
F,, =4-cos60° = 2,0 kN(«) F,, =4-sin60" = 3,46 kN({)
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A beakasztott tartdk reakcié ergi

I. tartorész (AE)

IT. tartérész (F,D)

Y M, =0
3,462
45 D, =22 154 kN (D
|AY|:|EY|:45:1kN T4s ( )
’ F, =3,46—154=192 kN(1)
F, =2 kN(-)
Megtdmaszté tarté reakcidi
> M. =0 1-7,5-8,66-3+1,92-1,5+ B, -6=0 B, =2,6 kN(1)
S F, =0 C, —1+8,66-2,6+1,92=0 c, =—6.98(1)
Y F, =0 B, -50-20=0 B, =70 kN(—)
N L 2
+
@' i - >-06 1,54
- 36 |+ 192 b—
4,5
2,88
™M)
1,5

Nyomatékok meghatdrozdsa:

M, =1-15=15 kNm

3,84

12,3

M,=1-45+2,6-3=12,3 kNm (megtdmaszto’ tarto mezo”ezo"ké'zn)

M. =-192-15=2,88 kNm

M, =192-2,0=3284 kNm(beakasztott tarto F — D)
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Javasolt feladatok a gyakorldshoz

Készitsék el a tartdk belsé erd dbradit!

q=2kN/m F,=6 kNl lF 10 kN

AgfiBg o =
L 8 m 3 25 32 23
T T T 1 T T

4 m
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5.6 Harom csuklés keret tartok

Azokat a