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1. Statikailag hatdrozott tartok elmozdulasai
1.1 A virtudlis munka

A Mechanika II. (Szildrdsdgtan tantdrgy) keretén beliil mdr megismerkedtiink a
virtudlis munka fogalmdval (lasd: Kaliszky Sandor, Kurutzné Kovdcs Mdrta, Szildgyi
Gyorgy: Mechanika II. Szildrdsdgtan). Mivel a statikailag hatdrozatlan tarték
megolddsa sordn sziikségiink lesz a statikailag hatdrozott elemi tartok, mint
torzstartok elmozduldsainak szdmitdsdra, fontosnak tartjuk a téma részletesebb
tdrgyaldsdt. A kiilsé és belsé munka fogalma megtaldlhaté a Mechanika II.
Szildrdsdgtan konyv 312. oldaldn. Az 1.1 és 1.2 tdbldzatokban 6sszefoglaltuk az
dltaldnositott erdk és dltaldnositott elmozduldsok kozotti kapcsolatokat hajlitott
gerendatarték esetén.

Kiilsé erdorendszer

Altaldnositott erdk Altaldnositott elmozduldsok
Koncentralt erdk F Eltoléddsok e
Koncentrdlt erdpdrok M Elforduldsok ¢
Megoszl6 erék q(x,2) Elmozdulds fiiggvények | u(x,z), w(x,z)

1.1 tdbldzat: A kiilsé erérendszer

Belsé erdrendszer

Altaldnositott erék Altaldnositott elmozduldsok
Normdleré N(x) Fajlagos nytilds &(x)
Nyiréers T(x) Szogtorzulds v(X)
Hajlitényomaték M, (x) Fajlagos elfordulds iy (X)
Csavardényomaték My () Fajlagos elcsavarodds | kx(X)

1.2 tdbldzat: A belsd erérendszer

1.2 A virtudlis erdk tétele

A virtudlis erdk tétele kimondja, hogy egy geometriailag lehetséges elmozdulds
rendszernek bdrmely virtudlis erérendszeren végzett (kiegészité munkdja) zérus.

SW =8W, + W, =0,

(1.1)
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ahol 8W, a kiilsé virtudlis munka, W, pedig a belsé virtudlis munka.

A virtudlis erdk tétele az elmozduldsok és alakvdltozdsok kompatibilitdsanak
sziikséges feltétele:

SW =e'5f + [u'5qdS + [u'8gdV — [eT80dV = 0. (1.2)
s v v

ahol q a virtudlis feliileti erék, g a virtudlis térfogati erék vektora.

1.3 A virtudlis erdk tételének alkalmazasa

A virtudlis erdk tételének alkalmazdsdt az 1.1 dbrdan taldlhaté tartén keresztiil
mutatjuk be. Hatdrozzuk meg a tarté ¢,, ¢; és ¢p, elforduldsait. Hatdrozzuk meg a
tarto nyomatéki belséerd dbrdjdt, illetve az elfordulds és lehajlds dbrdjdt! Az 1.3
tdbldazatban 6sszefoglaltuk a teher, a belsé erd és az elmozdulds fiiggvények kozotti
differencidlis 6sszefiiggéseket. Vegyiink fel rendre a keresett elforduldsok helyén egy
8Mq virtudlis nyomatékot.

A belsd, vagy mds néven alakvdltozdsi munka meghatdrozdsdhoz vegyiik a virtudlis
belsé erdk és a tényleges erdrendszerbél keletkezé fajlagos elforduldsok szorzatdt.

W, =

oO—r

K(X)3Mq (x)dx = éZMF (X)3Mg (x)dx . (1.3)

Az "A" tdmaszon mikodtetett virtudlis nyomaték Mg a valés erdrendszerbdl

keletkezé ¢, elfordulds mentén végzett munkdja a kiilsé kiegészitd virtudlis munka. A
kiilsé és belsé kiegészitd virtudlis munkdk 6sszege zérus:

_ L
SW, = 5Mq - b4 —EI—I T M (x)5Mg (x)dx = 0. (1.4)
0
Mivel a 3Mq(x) nyomaték fiiggvény is 3Mq fliggvénye, 3Mq hagysdga tetszéleges
lehet, igy a virtudlis erdk (nyomatékok) helyett egységnyi nyomatékokat, illetve

egységnyi erét vehetiink fel.
Az 1.4 alapjan

L
ba = é I Me (Mg (), (15)
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ahol Mq(x) az "A" fdmaszon mikodtetett Mg =1 egységnyi nyomatékbdl
meghatdrozott nyomaték fiiggvény. (Lasd 1.2 dbrat!)

ba 1 dg

2/3 1/3

1.2 dbra: Kéttdmaszu gerendatarté nyomatéki dbrdi a teherbél és az egységnyi nyomatékbdl

7
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Hatdrozzuk meg az 1.5 értékét az 1.2 dbra alapjan grafikus integrdldssal!

1(5.3 2 5.3 1 !
- — - —_ . — :——215 dl 16
ba EI( 2 3 2 3) EI ra }
10 KNm
- X
| - 3m \
5
@ x
5
25/ET -
X
\ 7/ . 5/EI
\I/
‘ 1,732 2,536 ‘ 1732 ‘

7
2,88/EI

() / \\ J'FS/EI x

1.2 dbra: Kéttamaszu gerendatarté nyomatéki, elforduldsi és eltoloddsi dbrai
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A teher fiiggvény
dT d*w
q(x) = = EL, o q(x)
A nyirderé filiggvény
dM d3w ~
T(x) = Tdx EL, 0 T(x) T(x) = [q(x)dx +
A nyomaték fliggvény
do d’w _
M) =EL, §¥ = 1, °% M(x) Mx) = - T(xkx + C,
Az elfordulds fliggvény
dw M(x)
o(x) - o(x) o(x) = | EL, X+C3
A lehajlds fiiggvény
w(x) w(x) = - o(x)dx + C4

1.3 tdbldzat: Differencidlis 6sszefiiggések a teher, a belsé erd és az elmozdulds fliggvények
kozott

A tovdbbi elforduldsok meghatdrozdsdt az el6z6hoz hasonlé modon végezziik. A
feladat megolddsa az 1.2 dbrdn lathaté. Megjegyezziik, hogy a ¢; meghatdrozasakor,

mivel jelen esetben csak egyetlen teher hat a tartéra és ennek helye megegyezik a ¢,
elforduldssal, a sajdt munka felirdsa egyszerlbb megolddsra vezet!



PMSTNB 213 Mechanika IIT.

2. Statikailag hatdrozott tartok elmozdulasai

Hatdrozzuk meg a 2.1 dbrdn Idthaté konzolosan tdlnydlé gerenda tarté
elmozduldsait! A grafikus integrdlds alkalmazdsa miatt szepardljuk a hatdsokat. Mivel
jelen esetben érvényes a ,szuperpozicio” elve, hatdrozzuk meg az elmozduldsokat a 2.2
dbra, illetve 2.3 dbra szerinti terhelési esetekre kiilon- kiilon, majd 6sszegezzik a
hatdsokat.

16 kN 5kN

2.1 dbra: Kéttdmaszu gerendatarts elmozduldsai

1. terhelési eset

Hatdrozzuk meg a 2.2 dbra szerinti ¢,, ¢p, o, elforduldsokat és w;, w,
eltoléddsokat a munkatétel segitségével, azaz egységnyi nyomatékok, illetve egységnyi
erék mikodtetésével a vizsgdlt keresztmetszetben. Szamitdsaink sordn alkalmazzuk az
el6z6 fejezet 6sszefiiggéseit. Rajzoljunk igényvételi dbrdkat!

- 1/20.-25 2 20-2H 1 1
- ~.c ~ .2 |=+—25 rad 11
ba EI( > 373 3j +gp 25 rad, (1.1)

C . 1
dp =y =~y = _ﬁZ5 rad, (1.2)

1(20-25 2 2025 2y 1
Wy ‘ﬁ( 5125 o+ === 1125 3j_+EI41,67 m, (1.3)

10
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2. L 2.2)-_15 14
2 37 2 3)" Er 0 ™ (14)

W2 T Er

1 (20-2,5 1 20-25 2) 1

wi|n

n
o1
3

I
n
o1
3

I

2
3-2,5m ‘

2.2 dbra: A kéttdmaszud gerendatarté elmozduldsai - 1. terhelési eset

2. terhelési eset

Hatdrozzuk meg a 2.3 dbra szerinti ¢,, ¢g, ¢, elforduldsokat és w;, w,

eltoléddsokat a munkatétel segitségével, azaz egységnyi nyomatékok, illetve egységnyi
erék mikodtetésével a vizsgdlt keresztmetszetben. Szdmitdsaink sordn alkalmazzuk az
el6z6 fejezet 6sszefiiggéseit. Rajzoljunk igényvételi dbrdkat!

11
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« 1(10-5 1 1
SR (b [ 1.
b EI( > 3j £7 833 rad, (15)
« 1(10-5 2 1
b = E(T ' EJ = T 067 rad, (16)
1(10-5 2 10-2 1
_ b Th il 1) PR 1.
EI( >3t 3 j e 6,67 rad, (1.7)

5m ‘ 2m

2.3 dbra:

A kéttdmaszu gerendatarté elmozduldsai - 2. terhelési eset

12
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16 kN 5kN

@
O
OF

on

1 2604
Er 2%

2.4  dbra: A kéttdmaszd gerendatarté elmozduldsai - 6sszetett terhelési eset

13
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1(125-25 1 125.25 2 1
_ 296D 0.2 4 ~.10- 2 |=-=-1 1.
Wy EI( 5 3+ 5 3) T 563 m, (1.8)
1(10-5 2 10-2 2 1
_ b, Al Bl B, | 1.
W, EI( 5 373 3) tET 6,67 m, (1.9)

Az 1. terhelési eset és a 2. terhelési eset 6sszegzésébdl kapott eredményeket a 2.4

dbrdn tiintettik fel.

14
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3. Statikailag hatarozatlan tartok megoldé modszerei. Erémodszer

A statikailag hatdrozatlan tartok megoldé moidszereinek részletes tdrgyaldsa
megtaldlhaté Kurutzné Kovdcs Mdrta .Tarték statikdja” ciml konyvében, amit a
tantdrgy oktatdsa sordn kotelezé irodalomként jeloltiink meg. A statikailag
hatdrozatlan tartok erémédszerrel t6rténé megolddsa a kanyv 109. oldaldn kezdédik.
3.1 Az erdmodszer alapelve

A statikailag hatdrozatlan tartébdl kiilsé vagy belsé kapcsolatok dtvdgdsdval egy
statikailag hatdrozott tartot alakitunk ki, amelyre az adott terhek mellett az dtvdgdsi
kapcsolati erdket is miikodtetjiik. Az egyensilyban Iévé statikailag hatdrozott tarté -
tovdbbiakban térzstarto - dtvdgdsi kapcsolati erdit az elmozduldsokra felirt feltételi
egyenletek alapjan hatdrozzuk meg.

T C

6m
80 kN
20 kN/m

A B

8m ‘ 6m ‘
| |

3.1 dbra: Statikailag egyszeresen hatdrozatlan tarté

3.2 Az erdmodszer lépései

Az erémodszer lépéseit az aldbbi egyszeresen hatdrozatlan tarté (3.1 dbra)
megolddsan keresztiil szemléltet iik.

1. lépés

A felfliggeszté rdd dtvdgdsdval (lasd 3.2 dbra) megsziintetjik a statikai
hatdrozatlansdgot, azaz a felvett torzstarté egy statikailag hatdrozott befogott
konzoltartd, amit a statikai, illetve szilardsdgtani alapismeretek alapjan meg tudunk

15
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oldani. Az ismeretlen riderdt jeloljik a 3.2 dbra szerinti X;-el, amelynek a fiiggéleges
komponense 0,6X; okoz hajlitdst a tarton. A vizszintes komponens a tarté

tengelyirdnyd elmozduldsdt okozza, amelynek a feltételi egyenlet meghatdrozdsandl
nincs szerepe.

N

6 m
80 kN
20 kN/m
N
N
A
A B
‘ 8 m ‘ 6m ‘
| | |
3.2 dbra: A statikai hatdrozatlansdg megsziintetése
2. lépés

A mdsodik l|épésben hatdrozzuk meg a 3.3 dbra szerinti elmozduldsokat a
torzstartén mindkét hatdsbdl, a tartén mikodtetett megoszIé és koncentrdlt teherbdl,
illetve az dtvdgds helyén miikodtetett 0,6X; = 0,6 -1 ismeretlen ergbél.

A munkatételek alkalmazdsdval a teherbél keletkezé yp, lehajldst -tovdbbiakban
terhelési tényezdt - az aldbbi formdban hatdrozzuk meg.

1L
Yeo = Eg)MOMldx , (31)

ahol My a teher hatdsdra keletkezd belsé erék dbrdja a torzstartén, My az dtvdgds
helyén mikodtetett 0,6X; =0,6-1 ismeretlen erébdl keletkezdé belsé erdk dbrdja a
torzstartén, EI a tarté hajlitdsi merevsége.

16
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Az ismeretlen erdbél keletkezé yp; lehajldst -tovdbbiakban egységtényezét - az
aldbbi formdban hatdrozzuk meg:

L TMfdx. (3.2)
EI,
80 kN
20 kN/m J
e X
\ -

| B Yoo

8m 6 m

8m 6 m

3.3 dbra: A torzstarté elmozduldsai

3. lepés

Hatdrozzuk meg a szepardlt terhek hatdsdra keletkezd igénybevételi dbrdkat a
torzstartén és a 3.1, 3.2 kifejezések alapjdn grafikus integrdldssal szamoljuk ki az
eltoloddsok értékét. Az szdmitds egyszer(isitése érdekében helyettesitsiik be a 3.4,
illetve 3.5 dbrdk szerinti Q=1 értéket a felvett B, =0,6-X; helyébe. A grafikus

integrdlds miatt a terheket szepardltuk. A megoszlé teherbdl keletkezé lehajlds az
atvdgds helyén ezek utdn:

C1(1 1
-~ |2640-8-6|=+--10240m 3.3
Y80 Ex(s6 6) TET ' (3.3)

17
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A konzol végi koncentrdlt teherbdl keletkezd lehajlds az dtvagds helyén:

" 1/1 1
=_—|-640-8-533+480-8-4|=+—29004,8 34
Y&o EI(Z 3t j TET cm. (3.4)
20 kKN/m
4 X
N
8m 6m |
|
640
C -
2m 6 m

6m

3.4 dbra: A torzstarto igénybevételi dbrai

Az egységtényezd a B, irdnyd egységnyi erébdl keletkezd eltolédds az dtvdgds

helyén:

11 1
-~ |-8.8.533|=---170 3.
Var EI[Z 5, ] 17067 m, (35)

18
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4. lépés
Az eredeti, statikailag hatdrozatlan tarton a B tdmasz miatt az eltoléddsok 6sszege
zérus kell, hogy legyen, amit az aldbbi feltételi egyenlet biztosit.

Yeo +Ye1Q =0, (3.6)
amelybél a megoldds
Q=-Y80 _230 kN, (3.7)
YB1

azaz a megoldds az dtmetszett rddra vonatkozéan

0,6-X; =230 kN — X; =38324 kN. (3.8)
80 kN
l X
N
8 m 6m |
|
2,67 m | 5,33 m
. %7%7777777640‘
112 O ,,,,,,,,,,,,,,, (,)j,i,j:7,:7:l:r,,i,r:,i,r:,j,jZ,,,. _ 480

4 m | 4 m | 6m |
| | |

3.5 dbra: A torzstarto igénybevételi dbrai

19



PMSTNB 213 Mechanika IIT.

6 m

3.6 dbra: A torzstarto igénybevételi dbrai

5. lepés

Az igénybevételek meghatdrozdsa a statikailag hatdrozatlan tartdn.
T=Ty+T;-230, (3.9)
M =M, +M, -230, (3.10)

ahol Ty és Mg az eredeti teherbél meghatdrozott nyiréerd és nyomaték dbra a
torzstartén, T; és M; pedig az dtmetszés helyén mikodtetett egységnyi erdébdl
meghatdrozott nyirderd és nyomaték dbra a torzstarton.

20 kN/m 80 kN
Lol L .
] A B A
h B, =306,67 kN
By =230kN
| 8m 6m |
| |

3.7 dbra: A statikailag hatdrozatlan tarté tamaszerdi

20
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306,67

XO :O,5I’|'\

150

80

@ =

80 | 825

3.8 dbra: A statikailag hatdrozatlan tarto belsé igénybevételi dbrai

21
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4. Statikailag hatarozatlan gerendatartok megolddsa erémodszerrel
4.1 Statikailag egyszeresen hatdarozatlan dllandé keresztmetszetii gerendatarto

Hatdrozzuk meg a 4.1 dbra szerinti statikailag egyszeresen hatdrozatlan gerenda
reakcidit és a belsé igénybevételi dbrakat! (ET = dllandé )

F F

U0

B

L L L a L
71 7 7 7

4.1 dbra. Egyszeresen hatdrozatlan gerenda tarto

A 4.2 dbrdn ldathaté deformdcié alapjdn meghatdrozhaté a befogdsi nyomaték
irdnya. A statikailag hatdrozott torzstartét kétféle médon is felvehetnénk ebben az
esetben: (a) konzol tartéként, amikor az A tdmasz eltdvolitdsa miatt az itt keletkezé
reakcié erdt kell meghatdroznunk, (b) kéttdmaszd tartoként pedig, az My befogdsi
nyomaték lesz az ismeretlen reakcid. A feltételi egyenlet felirdsdhoz hatdrozzuk meg
a 4.2 dbra szerinti torzstarton a megadott teher és az X; nyomaték hatdsdra
keletkezd elforduldsok EI-vel nagyitott értékét!

A terhelési tényez6 a 4.2 dbrdn lathaté My és My dbrdk grafikus integrdldsaval
hatdrozhaté meg:

L Fa®(2 7). 1_,
= dx =2 [ 24 L4 ZFe. 41
(¢To) (J;MOMI X > (9-1—9)-}-2[:0 ( )
Az 6sszevondsok utdn a terhelési tényezé értéke:
ao =Fa® [kNm?] (-) . (4.2)

Az egységtényezdt az My dbra alapjdn hatdrozzuk meg:

L .
o = [ Mfdx = 1%§= a [m] (+). (4.3)
0

22
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Az aldbbi feltételi egyenlet alapjan a befogdsi nyomaték meghatdrozhaté:

Q0 + GHXI =0. (44)
X1=FG. (45)
F F
§
o - LN
A ST MB B
F F
X, =1
: )
A B
1/3 2/3
W/
@ 1 N \\
2/9 | | 1/2 | 7/9
| | |
@ | | |
| | |
F-a ' F-a°

4.2 dbra. A torzstarté igénybevételei

A statikailag hatdrozatlan tarté megolddsat jelentd igénybevételi dbrdkat a 4.3
szerint hatdrozzuk meg. A tdmaszerdket a torzstartén mikodtetett teherbdl és az
X; =Fa tdmasznyomatékbdl szamol juk.

A reakcid erdk értéke:

F, (4.6)

F. (4.7)

23
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-— —»
——D
w\ T
)

—
w\ T
M
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NN
M
N
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37 @ sFa F-a

4.3 dbra. A belsé igénybevételi dbrdk meghatdrozdsa

4.2 Statikailag kétszeresen hatdarozatlan dllandé keresztmetszetii gerendatarto

Hatdrozzuk meg a 4.4 dbran lathaté folyatélagos gerendatarté igénybevételi dbradit.
A torzstartot és annak igénybevételi dbrait a 4.5 dbrdn tiintettiik fel.

4 kN
~ gy %
7
L 3m L 3m L 6m L
7 A A A

4.4 dbra. A statikailag kétszeresen hatdrozatlan gerendatarté
24
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4 kN

)

4.5 dbra. A torzstartok igénybevételi dbrdi a teherbél és az egységnyi nyomatékokbal

Hatdrozzuk meg az egység és terhelési tényezdket a 4.5 dbra alapjan grafikus
integradldssall

L .
oo = [MgMydx = %@ ; gj _ 49 KNm?. (4.8)
0

(4.9)
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Qip =0y = IMledX —& l =-1m.
2 3
L 1.6 2
—Midx="".S=-2m
az2 (f) 2 > 3
4 kN
£ z Z
L, 3m , 3m |, 6m L
7 / /
2,429
©
@ + ® | 0,643
1571 ®
2571
1286
4713

(4.10)

(4.11)

4.6 dbra. A statikailag kétszeresen hatdrozatlan gerendatartd igénybevételi dbrai

A feltételi egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:

Qo + 011X1 + 012X2 =0 .

(4.12)
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Qyo t+ 021X1 + 022X2 =0. (413)

Behelyettesitve az egység és terhelési tényezék 4.8-4.11 értékeit

9- 4%, -1X, =0, (4.14)

O - ]'Xl - 2X2 = O . (415)

A megoldds az dtmetszés helyén mikodtetett nyomatékokra a kovetkezé lesz:

X, =2571 X, = -1286. (4.16)

A statikailag hatdrozatlan tarté igénybevételi dbrdit a 4.6 dbran tiintettiik fel.

27



PMSTNB 213 Mechanika IIT.

5. Folytatdlagos t6bbtamaszi gerendatartok megolddsa erémédszerrel
5.1 A statikailag hatdrozatlan folytatélagos tébbtamaszd tartok térzstartdja

Hatdrozzuk meg az 5.1 dbrdn ldathato folytatdlagos tobbtdmaszd gerendatarts
igénybevételi dbrdit!

6 kNm l3kN l3kN l4kN
h x

A B c
|
|

‘ 15m ‘ 15m ‘ 1m ‘ 2m ‘ Im

3m 1m \

D
|

5.1 dbra. Folytatdlagos tobbtdmaszi gerendatarto

A statikailag hatdrozatlan folytatdlagos t6bbtdmaszi gerendatarték erémodszerrel
torténé megolddsa sordn a torzstarté egy olyan kiilonleges Gerber-tartd, ahol a belsé
csuklékat az aldtdmasztdsok keresztmetszetében helyezziik el. A belsé csuklék szdama
megegyezik a statikai hatdrozatlansag mértékével, igy a torzstarto kéttdmaszd tartok
sorozatdbdl dll. A feltételi egyenletrendszert az dtvdgdsi helyeken meghatdrozott
elforduldsok 6sszegzésével kapjuk.

6 kNm 3kN 3kN

NPSNESR I
|
|

| 15m ‘ 15m ‘ lm | 2m | Im 3m

5.2 dbra. Folytatélagos tobbtdmaszd gerendatarts torzstartdja

5.2 Terhelési tényezék

A terhelési tényezdk az 5.3 dbra szerinti relativ elforduldsok az 1. és 2. helyen.

L 315 1y 3-1(5 1 1
Qo = EI(I)].O = éMOMldX > [g—gj (6 6) +3-2- E =+5 25 kNm2 (5 1)
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L 3-1/5 1 1 4.3 1
Ay = EI(I)ZO = ('!;MoMde = T[g + gj +3-2- E — T . § = +2,5O kNmZ . (52)
6 kNm 4 kN
\ ¥ ddo l
7N Y AN
A c D
3m 3KN 3KN 3m Im
Jo —
o) | |
im 2m Im |
- ‘ ‘ ////// \ 4kNm
@ //./ 3 kNm 3kNm - . °
_ ’/“‘ ‘ X
3kNm | T .

 Im | Im | Im \0,61 1,33m\ 1,33m p,67\ 2,00 m \1,33m \0,6]

5.3 dbra. Terhelési tényezék a torzstarton

5.3 Egységtényezék
Az egységtényezdk az 5.4 dbra és az 5.4 dbra szerinti, az X; =1 és X, =1
nyomaték pdarok hatdsdra keletkezd relativ elforduldsok az 1. és 2. helyen.
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b
11

() x
5.5 dbra. Egységtényezdk a torzstartdn (X, =1 hatdsdra keletkezé elforduldsok)
L 1.3 2 1.4 2
= [Mfdx=""2.24°".2--233m, 5.3
ayg (f) 1 > 37 5 3 (5.3)
L .
Qi =0Qp1 = éMledx = % % =-0,67 m, (54)
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1.3
+
2

% _ 233 m. (5.5)

5.3 A feltételi egyenletrendszer meghatarozasa

Q19 + a1 Xq + 02X =0. (5.6)
Qop + Ax1 Xy + 020X, =0. (5.7)
525-233X; -0,67X, =0, (5.8)
250-0,67X; -2,33X, =0, (5.9)

A megoldds az dtmetszés helyén mikodtetett nyomatékokra a kovetkezé lesz:

X =212 X, =047, (5.10)
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5.4 A statikailag hatdrozatlan gerendatarto igénybevételi abrai

3 kN 3 kN
A ) <> 4) <> D
3m Im| 2m | 1m 3m Im |
| | |
A A A A
v 2,00kN 2,00kN 3,00kN 3.00kN v 1,33 kN 1,33kN
A A A
0,71kN 0,71kN 0,41kN 0,41kN 0,16 kN 0,16 kN
v v v
A
v 2,71kN T 6,12 kN T 1,42kN 517 kN

5.6 dbra. A statikailag kétszeresen hatdrozatlan gerendatartd igénybevételi dbrai

6 kNm l3kN l3kN l4kN
A <

< S
|

‘ 15m 3m 1m ‘

¢ o

2,71 259

) | 117
OF x
) 4,00
" [2,12 \
o 400 N\
. N\
(W) k A x
. 1,30‘ \
212

5.7 dbra. A statikailag kétszeresen hatdrozatlan gerendatarté igénybevételi dbrai
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6. Valtozo keresztmetszetii gerendatartok megoldasa erémodszerrel
6.1 1. példa

Hatdrozzuk meg a 6.1 dbrdn Idthaté folyatélagos gerendatarté igénybevételi dbrait.
A feladatot dllandé keresztmetszet( tartora a 4.2 pontban madr tdargyaltuk. Az dllandé
keresztmetszetii és a vdltozé keresztmetszetli tarték eredményeinek
osszehasonlitdsdt a 6.3 dbrdn adjuk meg. A kiinduldsi adatokat, a torzstartét és annak
igénybevételi dbrdit a 6.2 dbrdn tiintettiik fel.

4 kN

NN

- EII = ZEIO - EI2 = EIO
A B

I/3m |/3m L 6m /II/

6.1 dbra. Vdltozé keresztmetszetii gerendatarts

Hatdrozzuk meg az egység és terhelési tényezéket a 6.2 dbra alapjdn grafikus
integradldssall

a0 = ETy - by = %EMOMldx - %?G . gj _ 445 KNm?. 6.1)

ay = ETo 02 + 0 )= =0 [MZdx + |M2dx _%-%.%%é: 3m. (62)
Gy = Gy = JMledx _ % % _im. 6.3)

Gy = ngdx _ %g _2m. 6.4)
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4 kN

)

D,

6.2 dbra. A torzstartdk igénybevételi dbrdi a teherbdl és az egységnyi nyomatékokbdl
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4 kN
= L =261, = EL=EL %
1 0 7
L 3m L 3m Ly 6m L
7 7 7 7
© 230
@ + © | 0,45
1,70 ®
180
(W) 090
5,10

6.3 dbra. A statikailag kétszeresen hatdrozatlan gerendatarté igénybevételi dbrai

A feltételi egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:

45-3%, -1X, =0, (6.5)

0-1X, —2X, = 0. (6.6)
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A megoldds az dtmetszés helyén mikodtetett nyomatékokra a kovetkezé lesz:

X, =18 kNm X, =-0,9 kNm. (6.7)

A statikailag hatdrozatlan tarté igénybevételi dbrdit a 6.3 dbran tiintettiik fel.
6.2 2. példa

4 kN

B .
a;o —EIO ¢10 = IMoMldX—E[l+Ej=+9,O kNmz, (68)
) 2 373
62 1162
011—EIo((I)11+(I)11) JMldX+:][::£M:12dX_T §+§'T'§=—3 m, (69)
1161
GIZZGZIZEIo'(I)lZ—IOJ.MledX——'T'gz—O,5 m, (610)
_& 2 1162 11
GZZ_EIO ¢22—I2 éMde—z 5 3— 1m. (6 )
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© 245

@ + @ 1 0,82

1,45

3273

) 1636

4364

6.5 dbra. Vdltozé keresztmetszet(i gerendatarto igénybevételi dbrdi
A feltételi egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:

9-3X,-05X, =0, (6.12)

0-05% 1%, =0. (6.13)

A megoldds az dtmetszés helyén mikodtetett nyomatékokra a kovetkezé lesz:
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X1 =3273 kNm X, =-1,636 kNm. (6.14)

A statikailag hatdrozatlan tarté igénybevételi dbrdit a 6.5 dbran tiintettiik fel.
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7. Siillyedd alatamasztdsd gerendatartok megolddsa erémodszerrel

Hatdrozzuk meg a 7.1 dbrdn lathato statikailag kétszeresen hatdrozatlan siillyedd
aldtdmasztdsd gerendatartd igénybevételi abrdit!

/
/ EI = dllandé
A B A C A
lcm i4cm T 2cm
\
P 4m P 3m P
7 71 71

4 cm

7.1 dbra. Statikailag kétszeresen hatdrozatlan siillyedé aldtdmasztdsd gerendatarté
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7.1 A torzstarto felvétele

7 N %
k
'

lcm
L 4m
7
®
A "‘% d10
¢go

7.2 dbra. A statikailag hatdrozott térzstarté

Hatdrozzuk meg a terhelési tényezéket a 7.2 dbra alapjdn! Feltételezziik, hogy a
tarton kis elmozduldsok jonnek |étre, igy a 7.2 dbrdn feltiintetett elforduldsi szogeket
azok tangensével kozelitjik.

3 -3 2
“ET -6 =EI->_ =475.1 , 1
ai;o EI (1)10 EI 200 +75-10 EI kNm (7 )
a0 = ET- (48 + b, )= —Er(i + i) — _275.10ET kNm?. (7.2)
20 400 300 ’

Az egységtényezdk meghatdrozdsandl az el6zéekhez hasonlé médon jdrunk el.

Rajzoljunk igénybevételi dbrdkat a 7.2 torzstarton az dtvdgds helyén mikodtetett

40



PMSTNB 213 Mechanika IIT.

X; =1 és X, =1 nyomatékokra, majd grafikus integrdldssal hatdrozzuk meg az

egységtényezdket.

L .
oy = [MZdx = %% _ _133m. (7.3)
0
L .
aip = dpy ZJ‘MledXZ%'%I—O,67 m. (74)
0
L 1.4 2 1.3 2
m2dx = (142,13 2) 533 7.5
ax, é 2 dX [2 3+ > 3) m ( )

7.2 A feltételi egyenletrendszer meghatarozasa

+75-103EI -133X%; -0,67X, =0, (7.6)

~275-103EI-0,67X, -2,33%, = 0. (7.7)

A megoldds az dtmetszés helyén mikodtetett nyomatékokra a kovetkezé lesz:

X, =13510-103EI kNm X, = -15,625-103ET kNm. (7.8)

Legyen EI =10*kNm2, akkor X; =13510kNm X, =-156,25 kNm eredményt

kapjuk a tdmasznyomatékokra. Az belsé igénybevételi dbrdkat a 7.3 dbrdn tiintettiik
fel.
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7.3 A statikailag hatdrozatlan gerendatarto igénybevételi abrai

[ cC —

/
% EI = dllandé
A A g O A

Py 4m y 3m y

52,22

72,66

@ | [ 156,25

\ 134,37

7.3 dbra. A siillyedé aldatdmasztdsu gerendatarté belsé igénybevételi dbrdi
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8. Statikailag hatdrozatlan tartok megolddsa elmozduldsmodszerrel
8.1 A térzstartok meghatarozasa

A statikailag hatdrozatlan tartok elmozduldsmédszerrel torténé megolddsdnak
részletes tdrgyaldsa megtaldlhaté Kurutzné Kovdcs Mdrta .Tarték statikdja” cimd
konyvének 241. oldaldn. Az elmozduldsmddszer esetén a tartét statikailag hatdrozatlan
ridelemekre bontjuk. A torzstarték két alaptipusdat lathatjuk 8.1 dbrdn. A rddelemek
végpontjait végtelen merevnek tekintjiik, amelyek a kozos csomdpontokon azonos
elmozduldst végeznek a teher hatdsdra. Mivel a csoméponti elmozdulds a szamitdsaink
kezdetén ismeretlen, egységnyi elmozduldsok feltételezésével hatdrozzuk meg a
keretdllanddkat, azaz az egységnyi elmozduldsokbdl keletkezé igénybevételeket.

4 kN

6 6
Y m v m Y
7 7 7

8.1 dbra. A rudcsillag geometriai kialakitdsa

A 8.1 dbran ldthaté ridcsillag esetén a deformdcio dgy jon létre, hogy a "B”
csomépont elforduldsakor a rddelemek meggorbiilnek, hajlité nyomatékok ébrednek a
szerkezetben.

A feltételi egyenletrendszert a csomdpontokra felirt statikai feltételek
szolgdltatjdk. A csomdponti egyensily dltaldnos esetben csak iterdcios eljdrdssal
biztosithata.
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8.2 Kezdeti befogdsi nyomatékok

A kezdeti befogdsi nyomatékokat (terhelési tényezdket) a 8.2 dbra szerinti
torzstartokon hatdrozzuk meg. Mivel az "1"-es és "2"-es rldelemek terheletlenek,
kezdeti befogdsi nyomaték csak a "3"-as ridelem végpontjain keletkezik. Az
elmozduldsmédszer esetén a kezdeti befogdsi nyomatékok eléjelét a csomépontokra
vonatkozéan adjuk meg.

Mg, =M, - Z—L - % _ 43 kNm. 8.1)
4KN
A | & N
B c
e
7
0 @ 0
Mg3 Mc3

o FL MO, ==
MB3_? C3 8

NN
D

8.2 dbra. A ridcsillag torzstartéi

8.3 A csomoponti egyensily

A 8.1 dbrdn lathaté rddcsillag esetén a "B" csomdpont egységnyi elforduldsdbdl az
aldbbi nyomatékok (egységtényezdk) keletkeznek, amit erdmddszerrel egyszerien
levezethetiink.

Mél = T B (82)
4FT 4FT

Mi, = LZZ D M3 = L33 . (8.3)
2EI 2ET

ML, = 3 2 MEs - 3 (8.4)
2 3
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A 8.2 és 8.3 kifejezések azokat a nyomatékokat szolgdltatjdk, amelyek azon a
csoméponton jonnek létre, ahol az egységnyi elforduldst mikodtettiik. Ezeket
elforduldsi merevségeknek nevezziik. A rddelem ellenkezé végpontjan a befogdsi
nyomaték az elforduldsi merevségnek a fele lesz, amit dtviteli tényezének neveziink.

Mivel a csomdponti egyensilyozds szempontjdbdl nincs jelentdsége, hogy mekkora
csoméponti elfordulds mellett teljesiilnek a statikai feltételek, igy csak az elforduldsi
merevségek tényleges értéke helyett csak azok ardnyaira van sziikségiink.

Legyen I; = I, = I, akkor az elforduldsi merevségek:

k = %E—l _ 075, (8.5)
1

ky - E—Z _ 1,00, (8.6)
2

ks =3 -100. 8.7)
L3

3
A ,B" csoméponton az egységnyi elforduldsdbdl keletkezd osszmerevség Y k; = 2,75
i=1

lesz. A ridelemeknek az 6sszmerevségbdl valo részesedését nyomatékosztonak

nevezziik
ki, 075

= —1 = = 2 2 .
O“Bl Zkl 2'75 O, 7 , (8 8)
(B)
_ ke _100 34 (8.9)
B2 sk 275 '
(B)
ks 1,00
=3 _ X _0364. 8.10
B vk 275 (8.10)

3
A ,B" csomoponton a nyomatékosztok osszege Y o; = 1,00 kell, hogy legyen!
i=1
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0272-3=0816 kNm  0,364-3=1092kNm 1,908 kNm

— + —1— =
MZ; = 3kNm \-/A 0,816 kNm A\_/

0,364-3=1,092kNm 1,092kNm

8.3 dbra. Nyomatékegyenstlyozds a "B" csomdponton

8.4 Belsé igénybeveételi abrdk

A csomdponti egyenstlyozds utdn az ellentétes rddvégek a kiegyenstlyozé nyomaték
felét kapjdk. A csomoponti nyomatékok alapjan meghatdrozzuk a rddelemeken
keletkezé reakcidkat, amelynek segitségével a belsé igénybevételi dbrdk
megrajzolhatdk.

0.82 kNm 1L91kNm 355 KkNm

14 kN

=G
027

027 :

’ A A

l0,14 T 014 A 2,00 2

00
_/ A
027 027
1,09 kNm 4
q A A
<« 173 2,27
027
027
—>
N\,
0,55 kNm

T 186

8.4 dbra. A rddcsillag reakcio erdi
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0,273
® ; —
+
©
1,864
2,273
0,137 ©
@ =
+
®
1,727
S,
0,273
3,55
191
0,82
B —
3,27
0,55

8.5 dbra. A rddcsillag belsé igénybevételi dbrdi

47



PMSTNB 213 Mechanika IIT.

9. Gerendatartok megolddsa Cross modszerrel

Hatdrozzuk meg a 9.1 dbrdn lathaté folytatdlagos gerendatarté igénybevételi dbrdit
az elmozdulds modszerrel. A csomdponti nyomatékok kiegyensilyozdsa ebben az
esetben sokkal bonyolultabb lesz, mint az el6z6 feladatban, mivel a .B" és .C"
csomdpontokon torténé kiegyensilyozds utdn a nyomaték dtvitel miatt ismételten
felborul az egyensidly. Az eljdrds egyszer(isitésére Hardy Cross dltal kidolgozott
tdblazatos moddszert, az Un. Cross-féle eljdrdst fogjuk alkalmazni. Részletes
tdrgyaldsat ldsd: Kurutzné Kovdcs Mdrta . Tarték statikdja" cim(i konyvében.

9.1 A folyatédlagos tébbtamaszu tarté térzstartoi

A torzstartokat a 9.1 dbra szerint vessziik fel. Meghatdrozzuk az elemi tarték

elforduldsi merevségeit, illetve a .B" és ,.C" csomdpontokra vonatkozd
nyomatékosztdokat.
20 kNm ~8KN/m 10kN 10 kNm
% //
e 04 20 T~ o =
B C D
, dm  15m  2m L, 2m Ly Im , 2m L, 15m
7 7 7 7 7 7 7 7
f 8 kN/m
7 ] N
A 20 kNm B @ C 10 kN 10 kNm

%
2 O 4 7 N\ o 2

9.1 dbra. A folyatélagos tobbtdmaszd tarté torzstartdi

Mivel jelen esetben I; =I, =I; és a nyomatékoszték meghatdrozdsdndl az
elforduldsi merevségek ardnyaira van sziikségiink, legyen I; =TI, =I5 = 3.
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I, 3
k, =L -2 _1 9.1
1= "3l (9.1)
I, 3
k,=—2-=2_-075 2
2 L2 4 ’ ’ (9 )
31 3 3
ke =>.33_-°2.2_075. .
741, 43 75 (©.3)

2
A ,B" csomdponton az egységnyi elforduldsdbdl keletkezd 6sszmerevség Yk =175
i-1
lesz. A nyomatékoszték a .,B" csoméponton:

k100
Apr = Zkl = 1'75 = 0,57, (94)
(8)
Ko 075 43 (9.5)

B2 TS T 175
@)

2
A ,B" csomdponton a nyomatékosztok 6sszege > a; =057 +0,43 =1,00.
i=1

2
A .C" csomoponton az egységnyi elforduldsdbdl keletkezé osszmerevség Y k; =150
i-1
lesz. A nyomatékoszték a .C" csoméponton:

_ky 075
Qe = —kl = 1150 = 0,50 B (96)
(€)
_k 075 5. 9.7)

*63 T vk T 150
€)
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2
A ,C" csomdponton a nyomatékoszték 6sszege Y o; = 0,50 + 0,50 =1,00.
i-1

A kezdeti befogdsi nyomatékok meghatdrozdsdra alkalmazzuk: Kurutzné Kovdcs
Mdrta ,Tartok statikdja" ciml konyvének 253. oldaldn taldlhaté tdbldzatot, amely a
torzstarték mindkét tipusdra, a két végén befogott, illetve egyik végén csuklés madsik
végén befogott elemi tartokra vonatkozé kezdeti befogdsi nyomatékokat tartalmazza.

A kezdeti befogdsi nyomatékok meghatdrozdsa utdn a nyomatékok kiegyensulyozdsa
tdblazatos formdban torténik.

MO, = MG, = —% - —§ — _5kNm, (9.8)

2 4 2 4
R o R L R LU L

4 4
Mo, = —pL2 -(109 —O‘—J __8.42 (% .05 -%} __333kNm,  (9.10)

, 3 3
M = FL, -[oc —%az +°‘7] _ 10-3-[0,33-%-0,332 +°’%] =556 kNm, (9.11)

M = —% = —% = 5,00 kNm, (9.11)

9.2 A csomodponti nyomatékok egyensilyozasa (Cross-tabla)

A Cross-féle eljards lényegét a 9.1 tdbldzattal szemléltetjik. A tdbldzat elsé
sordban a csomopontokat, a mdsodikban, pedig a ridelemek szdmdt adjuk meg. A
harmadik sor a nyomatékosztékat tartalmazza. A csomépontokra vonatkozé kezdeti
befogdsi nyomatékok kiegyensulyozdsdt azon a csoméponton kezdjiik, ahol a legnagyobb
a kiegyensllyozatlansdg mértéke, ebben az esetben a .C" csomdponton. Minden
csoméponti kiegyensilyozds utdn lezdrjuk az egyensilyban [évé csomodponti
nyomatékokat, majd az dtviteli tényezének megfelel6 nyomatékokat a tdvolabbi
csomopontokon feltiintetjik.
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A B C
1 1 2 2 3
0,57 0,43 0,50 0,50
-5,00 -5,00 +7,33 -3,33 +0,56
+0,69 +1,39 +1,39
-0,86 -1,72 -1,30 -0,65
+0,16 +0,32 +0,33
-0,04 -0,09 -0,07 -0,03
+0,01 +0,01
-5,90 -6,81 +6,81 -2,29 +2,29

9.1 tdbldzat. Nyomaték egyenstlyozds a Cross-féle eljardssal

A csomoponti kiegyensilyozdst addig folytatjuk, amig kellé6 pontossdg mellett a
kiegyenstlyozatlan nyomatékok elfogynak. Ezutdn 6sszegezziik az egyes oszlopokat. Az
eredményt a tdbldzat utolsé sora tartalmazza.

9.3 A belsé igénybevételek meghatarozasa

A 9.2 dbra szerinti elemi tartékon hatdrozzuk meg a reakciéo eréket, majd
rajzoljunk igénybevételi dbrakat. Az eredményt ldsd 9.3 dbran!

5,90 kNm 20 kNm 6,81 kNm 229kNm | 10 kN 10 kNm
A x B C D
) / A )
8 kN/m

6,81 kNm G i C > 229 kNm
A 0 T

9.2 dbra. A folyatélagos t6bbtdmaszi tarto reakcié erdinek meghatdrozdsa
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20 kNm ~8KN/m 10kN 10 kNm
% \
’ AN yAN yAN >
04 2 0 T ® L
C D
L 15m I/1,5m L, 2m L, 2m L Im 2m L 15m L
7 7 71 7 A 7 A
5,90
10,90 2’86>q V
1314 \
410

10,46 6,81 2,29
A A
590 % . 395

9.3 dbra. A folyatdlagos t6bbtdmaszi tarto igénybevételi dbrdi
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10. Sikbeli keretek megolddsa Cross-modszerrel. Fix keretek.
Hatdrozzuk meg a 10.1 dbrdn ldthaté sikbeli keret tdmaszmozgdsbdl keletkezd belsd

igénybevételi dbrait Cross-modszerrel. A keret elemei I240-es acéltarték, melynek a
hajlitdsi merevsége EI, = EI, = 8732958 kNm? (I = 4239,3cm* E = 20600 kN/cm?).

10.1 A sikbeli keret torzstartoi

A torzstartdékat a 10.1 dbra szerint vessziik fel. Meghatdrozzuk az elemi tarték
elforduldsi merevségeit, illetve a ,B" csomépontra vonatkozé nyomatékosztokat.

Mivel jelen esetben I; =TI, és a nyomatékosztok meghatdrozdsdndl az elforduldsi
merevségek ardnyaira van sziikséglink, a szdmitdsi munkdk megkonnyitése érdekében
legyen I; = I, =6.

k, =1L -2-1 10.1
3, 36
= e = = — . — = 1.2
] 41,46 0,75, (10.2)
B C
—r— X
on O
6m ‘
|
A
777
5cm

10.1 dbra. Sikbeli keret tdmaszmozgdssal
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2
A ,B" csomdponton az egységnyi elforduldsdbdl keletkezd 6sszmerevség Yk =1,75
i=1

lesz. A nyomatékosztdk a ..B" csoméponton:

k100
== = = O 57 10.3
BTNk 175 (103)
B
oy =42 075 (a3 (10.4)
>k 175

®)

2
A ,B" csomdponton a nyomatékoszték 6sszege > a; =057 +0,43 =1,00.
i=1

4
A

10.2 dbra. Sikbeli keret torzstartoi és kezdeti befogdsi nyomatéka

A tdmaszmozgdsbdl keletkezé kezdeti befogdsi nyomaték meghatdrozdsa
erémodszerrel torténik. 4239.3

€L, ,__3-8732958 05 _ 3639KNm. (10.5)

MY, = —
B2 12 36
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10.2 A csomoponti nyomatékok egyenstlyozasa (Cross-tabla)

A nyomatékosztdst a 10.1 tdbldzatban Idthaté Cross-féle eljardssal végeztiik.

A B
1 1 2
0,57 0,43
-36,39
+10,37 +20,74 +15,65
+10,37 +20,74 -20,74

10.1 tdblazat. Nyomaték egyenstlyozds a Cross-féle eljdrdssal

20,74 kNm
‘) C’ 2 c
20,74 kNm (\ | |
- l 3,46 kN 3,46 kN T
519 kN
) er
519 kN

10,37 kNm q

7z
A

10.4 dbra. Sikbeli keret reakcio erdinek meghatdrozdsa
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10.3 A belsé igénybevételek meghatarozasa

A 10.3 dbra szerinti elemi tartékon hatdrozzuk meg a reakcié erdket, majd
rajzoljunk igénybevételi dbrakat. Az eredményt ldsd 10.4 dbrdn!

B

@

C

B, =519kN —>»

6m

B, =3,46 kN

6m
A
- 70
A, =519kN
<—

",

A, =346 kN

M, =10,37 kNm

©

3,46 kN

346 kN 20,74 kNm

519 kN

519 kN

20,74 kNm

10,37 kNm

10.4 dbra. Sikbeli keret belsg igénybevételi dbrai
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11. Ellendiilé sikbeli keretek megolddsa Cross-modszerrel
11.1Eltolodasi merevségek a torzstarton

Mivel az eddigi feladataink sordn csak a csomdponti nyomatékok egyensilyozdsaval
foglakoztunk, nem volt sziikségiink a csoméponti eltoléddsokbdl keletkezd jdarulékos
igénybevételek meghatdrozdsdra. Mielétt ratérnénk az ellendiilé keretek tdrgyaldsadra,
be kell vezetniink egy Uj fogalmat, az eltoloddsi merevséget, amely az egységnyi
eltoléddsbol keletkezd nyomatékot jelenti a t6rzstarton.

Hatdrozzuk meg elsé lépésként az egyik végén befogott madsik végén csuklds
torzstarto (lasd 11.1 dbra) eltoloddsi merevségét erémodszerrel.

%A EI B

MA\

11.1 dbra. Az eltoléddsi merevség az egyik végén befogott mdsik végén csuklds torzstartdn

A tdmaszmozgdsbol eredd igénybevételek erdmédszerrel torténé meghatdrozdsat a
7. fejezetben targyaltuk. Hatdrozzuk meg a terhelési tényezét a 7.1 kifejezés alapjanl.

N EI% KNIm?. (11.1)

Az egységtényezdt az dtvdgds helyén mikodtetett X; =1 nyomaték hatdsdra
keletkezé nyomaték dbra alapjdn, grafikus integrdldssal hatdrozzuk meg.
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L 1.L. 2 L
_MZdx - b 2_ Lo 11.2
Gy1 cj) g dX 5 3~ "3M (11.2)
A feltételi egyenlet:
AL

I—— =X =0 11.3
EI--3% =0, (11.3)

Az eredmény a befogdsi nyomatékra:

A

MA = X1 = 3EIL_2 = HA , (114)

ahol u:% az egyik végén befogott mdsik végén csukldos torzstarté eltoldddsi

merevsége.

Hasonlo képen jarunk el a mindkét végén befogott torzstarté eltoléddsi
merevségének erémdédszerrel 6rténé meghatdrozdsa esetén is (ldsd 11.2 dbra). Mivel a
torzstarté statikailag kétszeresen hatdrozatlan, a feltételi egyenletrendszert a tarté
mindkét végére meg kell hatdroznunk.

Hatdrozzuk meg a terhelési tényezéket az elézdekhez hasonlé médon a 11.2 dbra
alapjanl.

Q10 = —Qpp = EI% khh'\'\2 (115)

Az egységtényezét az dtvdgds helyén mikodtetett X; =1 és X, =1 nyomatékok

hatdsdra keletkezé nyomaték dbra alapjan, grafikus integraldssal hatdrozzuk meg.

L .
oy = [M2dx = ay, = [M2dx = —ITL % ~Ltn (11.6)
0

3

O—r
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=——m. (11.6)

A
v

MA\

11.2 dbra. Az eltoléddsi merevség a mindkét végén befogott torzstarton

A feltételi egyenletrendszer:

A L L
IZ =X, -=X%X,=0 11.7
E L 3X1 6X2 . (11.7)
A L L
—EI=Z-=X, -=X, =0 11.8
E L 6X1 3X2 , (11.8)

Az eredmény a befogdsi nyomatékokra:

A A
MA = X]_ = 6EIL_2 = MA , MB = XZ = 6EIL_2 = MA (119)

ahol p = % a mindkét végén befogott torzstarto eltoloddsi merevsége.
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11.2 Az ellendiild keret megoldasdanak lépései

1. Meghatdrozzuk a 11.3 dbrdn lathaté keret belsé igénybevételeit a megtdmasztottnak
feltételezett tartdn (fix keret).

2. Meghatdrozzuk a fix keret kiegyensilyozatlan horizontdlis reakcidit (T ogt4m )-

3. Ellenditjiik a keretet egységnyi tavolsdggal, meghatdrozzuk a belsé
igénybevételeket, majd ennek alapjdn meghatdrozzuk az egységnyi ellenditéshez
tartozo ellendité erét (T,).nq)-

4. Meghatdrozzuk a kiegyensilyozatlan (T, ) eréhoz tartozo csomdponti

egtdm
nyomatékokat.
5. A végleges csomoponti nyomatékokat a fix kereten meghatdrozott és a

kiegyensilyozatlan T, 1. erdvel ellenditett tarté csoméponti nyomatékainak

osszegzésével nyerjiik.
6. Meghatdrozzuk a belsé igénybevételi dbrdkat.

30kN/m

-

@ @ 6m

b N
N N\

L 8m L
7 7

11.3 dbra. Az egyszintes ellendiilé keret geometriai adatai

11 3Igénybevételek meghatdrozdsa a megtdmasztott kereten. Fix keret

Mivel a nyomatékosztok meghatdrozdsandl az elforduldsi merevségek ardnyaira van
sziikséglink, legyen 2I; =2I, =I3 =16.
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I, 8
k, =L+ _-2_1 11.10
150 "8 (11.10)
3T 3 8
kK, =>.f2_38_4 11.11
274, 46 (L1
31 3 16
ky="-3=".2"-2, 11.12
T4, 4 06 (11.12)
Az ,A" csomoponton az egységnyi elforduldsabdl keletkezé 6sszmerevség
2
>k, =2,00 lesz. A nyomatékosztok az ,A" csoméponton:
i=1
o= _050 (11.13)
ALT S T O :
(8)
o -2 _ 050 (11.14)
A2 — zk M . .

®)

2
Az ,A" csomdéponton a nyomatékosztok osszege > a; =05+05=10.
i=1
2
A ,B" csomdponton az egységnyi elforduldsdbdl keletkezd osszmerevség Y k; = 3,00
i=1

lesz. A nyomatékoszték a ,B" csoméponton:

k
ogy = Z—Zk =033, (11.15)
(€)
k
g3 = Z—i =0,67. (11.16)
()
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2
A ,B" csomdponton a nyomatékoszték 6sszege Ya;=050+050=100.

i=1

A kezdeti befogdsi nyomatékok meghatdrozdsa utan a nyomatékok kiegyenstlyozdsa
tdbldazatos formdban torténik.

L2 30.82
MO = -MG; = q1 = =160kNm, (11.17)
2 1 1 3
0,50 0,50 0,33 0,67
+160,00 -160,00
-80,00 -80,00 -40,00
+33,00 +66,00 +134,00
-16,50 -16,50 8,25
136 272 +5,53
0,68 0,68 0,34
+0,06 +0,11 +0,23
0,03 0,03
97,21 +97,21 -139,76 +139,76
Tregtdm = 23,29 — 16,2
97 21 139.76 Tme,g‘m'm = 7,09kN
16,2
(N — )\ — — >
16,2 23,29 \j_[
23,29
232

11.4 dbra. A megtdmaszté erd

11.4TIgénybevételek meghatdrozdasa egységnyi ellendités hatasara

A kezdeti befogdsi nyomatékok meghatdrozdsa az egységnyi ellenditésbdl.
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2M2, = MZ; = —%A = —200 kNm. (11.18)
B
2 1 1 3
0,50 0,50 0,33 0,67
-100,00 -200,00
+33,00 +66,00 +134,00
+33,50 +33,50 +16,75
-2,76 -5,53 -11,22
+138 +1,38 +0,69
-0,11 -0,23 -0,46
+0,05 +0,06 +0,03
-0,01 -0,02
-65,07 +65,07 +77,70 -77,70
65,07 77,70
' ' 10,85 Ttallend =2380kN
/\1 - - —_— <
10,85 12,95 \—‘
10,85 12,95 -—
-— — 12,95
11.5 dbra. Az ellendité erd
_ Tnegtin _ 709 _ 508 (11.19)
Ttallend 23,80 I
11.5Az ellendiils keret igénybevételeinek meghatdrozdsa
Miiend -65,07 +65,07 +77,70 -77,70
M, jiend - € -19,40 +19,40 +23,15 -23,15
M¢ix 97,21 +97,21 -139,76 +139,76
+116,61 -116,61 -116,61 +116,61
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116 61 ) 116 61
1201 T120 1on l 120
11661 [\ «— — /) 1661
19,44 19,44
19 44 19 44

11.5 dbra. A reakcié erd
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19,44
O S
+
® ®
120 120
120
™ &
+
®
@®| 120 @®
19,44 19,44
116,61 116,61

L

123,39

11.6 dbra. A belsé igénybevételi dbrdk
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12. Gyakorlé feladatok (Erémodszer)
12.11 feladat

14,14 kN
/
7 /450
/\ /\
% 3,0m |/1,0m % 20m %
7] 7] 7 7]
Ly 3,0m L,
7 7
10 | 14,14 kN
X1 X2
% 10
A A> <A AN
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12.22.feladat

8 kN/m
-
j //—’_‘\\
S8 TN ~__ - A\
~_Il _12 Iy
L 10 m L 10 m L 10 m L
7 7 7 7
100 100
[T [1.5
\y %
@ 1~ Ki
15
@ 1./ 4
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13. Gyakorlo feladatok (Mozgdasmodszer)

13.11 . feladat

/
72 4
A
@ 6,0m
6,0 cm
T=? C
> - - >
@ D
@ 6,0m
B
/A
/
L 6,0 m L
7 7
0,38
l 0,25
—
0,38
025 1,79 1,79
B ) ¥y \385 179
1,53
038 T 1,53l sTas
0,38 0,38 170
—
6,92
T 0,38

0,25
-
S

1,79

T =2,045N
—
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0,38
! i 0,38
0,25
Ot
@
1,79
©) -
2,045 +
|
®
-«
v
1,79
0,38 T
6,92
1,79
0,25
0, -
0,38 N
1,53 385
- y
ON (M)
@
6,92
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