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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

Bevezetés

Az épitomerndki képzésben a mechanika az erdk és mozgasok vizsgdlataval
foglalkozik. A kinetika az erdk és az dltaluk létrehozott mozgasok kozti
osszefiiggéseket vizsgdlja. A statika a testekre hatd erdkkel foglalkozik, nem
vizsgdlja a mozgasokat. A statika és kinetika kdzds neve a dinamika.

Az épi‘l’é'mér'ni:ik Hallgatok a Dinamika tantdrgyat a Mechanika III. fejezetben
tanuljak. A tantargy eredményes elsajatitasanak eldfeltétele, hogy a Statika és a
Szilardsagtan 6sszefiigéseit ismerjék és képesek legyenek azokat alkalmazni.

A Dinamika tantargyat Dr. Gyérgyi Jozsef “Dinamika” cimd kényve (Miiegyetemi
Kiado 2003) alapjan tdrgyaljuk. A tananyagot a kényv részletesen targyalja.

A Budapesti Miszaki és Gazdasdgtudomanyi Egyetem épiﬂ':imérnéiki Kar
Szerkezetek Mechanikdja Tanszékén elkészitették a tantargy 14 részbdl dllo,
részenként 3-3 oldalas révid kivonatat. A pdf formatumd kivonat a Mechanika
Tanszék honlapjan megtaldlhato, a konnyebb hozzaférés miatt a Pécsi
Tudomanyegyetem Pollack Mihdly Miszaki Kar Szilardsdgtan és Tartoszerkezetek
Tanszéke honlapjan is elérhetd.

Ezt a tantargyi kivonatot érdemes alaposan attanulmanyozni és a tanultakat példak
megoldasaval célszerii régziteni.

A modszeres tanulast ltemezetten célszerii végezni, hiszen a vizsgara a teljes
tananyagot nem lehet egyszerre megtanulni.

A Dinamika tantdrgy sokszor haszndlja a Mechanika I és II fogalmait és tételeit,
akinek az el6tanulmanyai hianyosak, célszeriien ismételje at, frissitse fel a
Mechanika sziikséges tételeit.

A Tanulasi Segédlet haszndlatara a kovetkezot javasoljuk:

- a tematikdban keressék meg az adott hétre vonatkozé anyagot, témat

- a mellékelt 14 hetes bontasu rdvid kivonat segitségével megismerjiik és
megtanuljuk az el6irt tananyagot

- a rovid kivonatban és a jelen Tanuldsi Segédletben talalhato példak
elemzésével és tanulmanyozasaval begyakoroljuk az anyagot

- az ellenérzé kérdések segitségével és alapjan az anyag elméleti részét is
elsajatitjuk.

A Tanuldsi Segédletben szerepld oldalszamok Dr. Gydrgyi Jozsef “Dinamika” cimi
kdnyve (Miegyetemi Kiado 2003) oldalszdmait jelentik.
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

Részletes tantdrgyprogram:
Hét | Ea/Gyak./Lab. Témakaor
1. 2/1/0 A tantdrgy elhelyezkedése a mechanika tudomdnydn beliil,
Ea Gy # témacsoportok. Anyagi pont kinematikdja.
2. 2/1/0 A dinamika alaptérvénye. Dinamikai feladatok megolddsa egyenes vonald
Ea Gy + és ives pdlydn valé mozgds esetén.
3. 2/1/0 A mozgdsmennyiség, a mozgdsi energia vdltozdsdnak tételei,
Ea Gy # perdiilettétel. Kis lejtén valé mozgds, vontatdsi feladatok.
4. 2/1/0 Merev testek sikmozgdsa. Sikmozgdst végzé merev testek kinetikdja.
Ea Gy +
5. 2/1/0 1. ZH. Anyagi pont kinematikdja, kinetikdja. A_merev test kinematikdja,
Ea Gy # kinetikdja.
6. 2/1/0 Haladé mozgdst végzd testek ilitkozése.
Ea Gy +
7. 2/1/0 Haladé mozgdst végzé test litkozése rugalmasan megtdmasztott testtel.
Ea Gy #
8. 2/1/0 Leesé test dinamikai hatdsa.
Ea Gy +
9. 2/1/0 Rezgések dltaldnos ismertetése. Csillapitatlan szabad rezgés, példdk.
Ea Gy # Egyszabadsdgfoku rendszerek szabad rezgése.
10. 2/1/0 Egyszabadsdgfoki rendszerek harmonikus erdvel gerjesztett
Ea Gy + csillapitatlan rezgése.
11. 2/1/0 Csillapitott szabad rezgés.
Ea Gy # Egyszabadsdgfoki rendszerek harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott
rezgése.
12. 2/1/0 2. ZH. Egyszabadsdgfokul rendszerek rezgése, iitkozések
Ea Gy +
13. 2/1/0 Egyszabadsdgfoki rendszerek tetszéleges erével és tamaszmozgdssal
Ea Gy # gerjesztett rezgései.
Tobbszabadsdgfokl rendszer szabad rezgései.
14, 2/1/0 Tobbszabadsdgfokd rendszer gépek okozta harmonikus gerjesztése.
Ea Gy +# | Tobbszabadsdgfoki rendszer tdmaszrezgése, foldrengés szdmitds.




STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

1. hét

A tantdrgy elhelyezkedése a mechanika fudomdnydn beliil, témacsoportok. Anyagi pont kinematikdja.

Ezen a héten megismerjiik a dinamikdnak a tudomdnyon beliili elhelyezkedésével.

Az dltalunk megismert és megtanult dinamika a Mechanika tudomdnydn beliil a M{iszaki mechanika
fejezetében az Epitési mechanika részteriiletéhez tartozik.

Fontossdga az utébbi néhdny évtizedben megndtt. Ennek 16bb oka is van. Legfontosabb az, hogy a
statikai, szildrdsdgtani és stabilitdsi ismeretek gyarapoddsa, a nagy szildrdsdgu Uj anyagok alkalmazdsa
és a gépesitett tartdszerkezet szdmitds lehetévé tette a kordbbiakndl karcstbb és kisebb anyagigényii
szerkezetek épitését. Ezek kisebb merevségliek és tomeg(iek, ezért a dinamikus hatdsokra kiilongsen
érzékenyek (széllokés, foldrengés, kiegyenstlyozatlan tomegeket mozgaté gépek, nagy terhelési és
sebességl kozdti jarmdvek, ...).

A dinamikai vizsgdlatok jellemzéi:
- az erék idébeli vdltozdsa jelentds
- atomegek, a tmegerdk hatdsa nem hanyagolhaté el
- avizsgdlt szerkezet, szerkezeti elem nincs egyenstlyban, mozog.
A dinamikus hatds fogalma:
- haa testet éré eréhatds iddben vdltozik, vagy csupdn elegendéen rovid ideig miikodik, akkor az
eréhatdst dinamikusnak nevezziik.
- ha a testet éré mozgdshatds kielégiti az eldbbi feltételek valamelyikét, akkor dinamikus
mozgdshatdsnak nevezziik.
- az iddbeni lejatszédds matematikai fliggvénnyel jellemezhetd.
- agyakorlat szempontjdbdl széba johetd fliggvények kore erdsen lesziikithetd.

A tananyag a kényv 7. - 14. , 19. - 22. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 1.1 - 1.8 példdk, a révid
kivonat pedig az 1. szdmu.

Kapcsolodo példdk a Dinamika Példatdr 1. részében

Ellenérzé kérdések

1. Hol helyezkedik el a Dinamika tantdrgy a mechanika tudomdnydn beliil?

2. Mi indokolja a Dinamika fontossdgat?

3. A dinamikai vizsgdlatok jellemzgi?

4. A dinamikus hatds fogalma?

5. Mondjon példat dinamikus hatdsokra, soroljon fel dinamikus hatdst okozd jelenségeket?

6. Anyagi pont dltaldnos térbeli pdlydn valé mozgdsdnak 6sszefiiggései.

7. Anyagi pont helyzete, sebessége, sebességvdltozdsa.

8. Hogyan hatdrozzuk meg az ismert pdlydn mozgé az anyagi pont sebességét és gyorsuldsat?
9. A mozgds fiiggvényei egyenes vonalli mozgds esetén.

10. A mozgds fiiggvényei korpdlya esetén.

11. A mozgds fiiggvényai harmonikus rezgé mozgds esetén.

12. Hasonlitsa 6ssze az egyenes vonall (haladd) mozgdst és a karmozgdst (forgdst).

13. Ut, sebesség, gyorsulds értelmezése anyagi pont egyenes vonalii pdlydn, kérpdlydn valé mozgdsa és
harmonikus rezgdé mozgdsa esetén.



STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

2. het

A dinamika alaptorvénye. Dinamikai feladatok megolddsa egyenes vonald és ives pdlydn valé mozgds
esetén.

A dinamika alaptorvénye Newton II. axiémdjdn alapul: "Az anyagi pont mozgdsdnak a vdltozdsa a mozgaté
eré hatdsdval ardnyos és ugyanannak az egyenes vonalnak az irdnydba esik, amelyben az eré mékadik".

A téma tdrgyaldsa sordn haszndljuk a hosszisdg, az idé és a t6meg fogalmat.

Vizsgdlatainkat elészor az anyagi pontra korldtozzuk, késébb az anyagi pontrendszer és a merev test
mozgdsaira is kiterjesztjlik.

A feladatok megolddsa sordn a kovetkezd kérdéseket érdemes feltenniink:

- Mi mozgat? (Milyen erék, hatdsok miikodnek?)
- Mit mozgat? (Milyen anyagi pontok, testek, szerkezeti elemekre fejtik ki a hatdsukat?)

- Hogyan mozgat? (Milyen irdnyd, milyen geometridju (egyenys vonald, kérpdlydn mozgd, teengely
koriil forgd,... mozgds jon létre, vdltozik-e a sebesség, van-e gyorsulds, ... ?)

Megismerkediink Newton tovdbbi torvényeivel és a beléliik levezetett Gsszefiiggésekkel.

A dinamika két alapfeladatdnak megismerését kidolgozott példdk konnyitik meg.

A tananyag a konyv 39. - 43. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 2.1 - 2.7 példdk, a rovid kivonat
pedig a 2. és a 3. szdmd.

Kapcsolédd példdk a Dinamika Példatdr 1. és 2. részében
Ellendrzé kérdések

1. Ismertesse Newton II. torvényét.

2. Sorolja fel Newton torvényeit.

3. Milyen jelenségek szerepelnek Newton t6rvényeiben?

4. Milyen fizikai mennyiségek szerepelnek Newton térvényiben?

5. Mitél fiigg az anyagi pontra miikodd eré mozgdst vdltoztaté hatdsa?

6. Milyen mennyiségek kozott kapcsolatot irnal le Newton t6tvényei?

7. Milyen példdkat oldottunk meg Newton torvényeinek az alkalmazdsdval?
8. Ismertesse a dinamika alapfeladatait.

9. Mirél szél a D'Alembert elv?

10. Milyen erd-fajtat ismertiink meg a D'Alembert elv segitségével?

11. Milyen egyensilyi helyzetet ismertiink meg a D'Alembert elv kapcsan?
12. Milyen dinamikai alapfeladatokat oldottunk meg?
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3. hét

A mozgdsmennyiség, a mozgdsi energia vdltozdsdnak tételei, perdiilettétel, az eré munkdja. Kis lejtén
valé mozgds, vontatdsi feladatok.

Az elmllt héten megismerkediink Newton axiémdival és a beldliik levezetett 6sszefiiggésekkel.

Koziilik a mozgdsmennyiség, mds széhaszndlattal a lendiilet, az impulzus megvdltozdsat a t6megre haté
eré adott idétartam szerinti 6sszegzésével, integrdldsdval szamitjuk ki, az 6sszefiigést pedig az
impulzustételnek nevezziik.

A mozgdsmennyiség adott pontra vonatkozé nyomatékat perdiiletnek (kinetikai nyomatéknak) nevezziik.
A perdiilettétel szerint a fix pontra vonatkozé perdiilet idé szerinti differencidlhdnyadosa egyenlé az
anyagi pontra haté eréknek ugyanarra a pontra szdmitott nyomatékosszegével.

Az eré munkdja segitségével értelmezziik a mozgdsi energidt, fovdbba a teljesitményt.

A gyorsitd erd munkdjdnak a hatdsdra a mozgé test sebessége és a mozgdsi energidja megné, a lassité
eré munkdjdnak a hatdsdra a mozgd test sebessége és a mozgdsi energidja csokken.

A teljesitmény a munkavégzés “sebessége”, kiszdmitdsdnak médja az F eré és a mozgds v sebességének
osszeszorzdsa.

A tananyag a kényv 50., 54. - B5., 57. - 59., 67. - 68. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 2.8 -
2.22 példdk, a ravid kivonat pedig a 4. szdmd.

Kapcsolodo példdk a Dinamika Példatdr 1. és 2. részében
Ellenérzé kérdések

1. Mi a mozgdsmennyiség (impulzus, lendiilet)?

2. Ismertesse a mozgdsmennyiség vdltozdsdnak tételét.

3. Mi az erd munkdja? Hogyan hatdrozzuk meg?

4. Mi a mozgdsi energia?

5. Ismertesse a mozgdsi energia megvdltozdsdnak a tételét.

6. A mozgdsi energia megmaraddsdnak torvénye anyagi pont esetén?
7. Mi a perdiilet?
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4. hét

Merev testek sikmozgdsa. Sikmozgdst végzd merev testek kinetikdja.

A merev test végteleniil sok anyagi pont egyiittese. A merev test egyes pontjainak egymdstol valé
tdvolsdga és egymdshoz képesti elhelyezkedése a test mozgdsa sordn nem vdltozik, ezért a mozgds
dltaldnos leirdsakor jelentds egyszerdisitéseket tehetiink.

A merev test mozgdsdnak kiilonbozé formdi vannak (haladé mozgds, helytdllo tengely koriili forgds,
sikmozgds, adott pont koriili forgds, dltaldnos térbeli mozgds).

Megismerkedtiink a pillanatnyi forgdspont fogalmdval. Ennek ismerete |Iényegesen egyszer(siti a
mechanikai - dinamikai osszefiiggéseket.
Meghatdroztuk a merev test t6megkozéppontjat (sllypontjdt) és tehetetlenségi nyomatékait.

Ezek segitségével megismertiik a merev testek kinetikdjdnak alaptételeit, a sdlyponttételt és a
forgdstengelyre vonatkozé perdiilettételt, értelmeztiik a mozgdsmennyiség és a perdiilet
megvdltozdsdnak a tételét, végiil elsajatitottuk a mozgdsi energia és vdltozdsdnak sikmozgds esetére
vonatkozé tételét.

A tananyag a konyv 27. - 31, 71. - 78. 86. - 87., 90. - 91. oldaldn, a kidolgozott feladatok az 1.9 - 1.13,
2.23 - 2.34 példdk, a révid kivonatok pedig a 7. és a 8. szamuak.

Kapcsolddo példdk a Dinamika Példatdr 1. és 2. részében
Ellenérzé kérdések

1. Mi a mozgdsmennyiség (impulzus, lendiilet)?

2. Ismertesse a mozgdsmennyiség vdltozdsdnak tételét.

3. Mi a mozgdsi energia.

4. Ismertesse a mozgdsi energia megvdltozdsdnak a tételét.

5. A mozgdsi energia megmaraddsdnak torvénye merev test esetén?

6. Tehetetlenségi nyomaték, testek tehetetlenségi nyomatéka szamitdsdra vonatkozé 6szefiiggések.
7. Mi a perdiilet?

8. Ismertesse a perdiilet megvdltozdsdnak a tételét merev test esetére.

9. Merev test mozgdsi energidjdnak szdmitdsdra vonatkozé osszefiiggések.
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5. het

1. ZH. Anyagi pont kinematikdja, kinetikdja. Merev test kinematikdja, kinetikdja.

A dolgozatban szdmpélddk megolddsdval igazoljuk a félév elsé részében elsajdatitott tananyagban vald
jartassdgot.

Témakorok:

egyenes vonali mozgds kinematikai és dinamikai adatainak a kiszamitdsa, 6sszefiiggéseinek tisztdzdsa,
az dtlagsebesség meghatdrozdsa, Ut, sebesség, gyorsulds fiiggvények dbrdzoldsa

egyenes vonall és karpdlydn valé mozgds kinematikai és dinamikai adatainak a kiszdmitdsa,
osszefliggéseinek tisztdzdsa

anyagi pont mozgdsi és helyzeti energidjdnak meghatdrozdsa, az energia megmaraddsa tételének

alkalmazdsa a korpdlydn valé mozgds jellemzdinek a meghatdrozdsdra, dinamikus tilterhelés
kiszdmatdsa

Kapcsolédé példdk a Dinamika Példatdr 1. és 2. részében
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6. héet

Haladdé mozgdst végzé testek litkozése.

Az (itkozés a mechanikai mozgdsok csoportjdba tartozé olyan jelenség, amelynek sordn a mozgé test
sebességvektordnak egy adott pillanatnyi idétartamhoz véges nagysdgu vdltozdsa tartozik.

Az (itk6zés a mechanikai mozgdsoknak abba a csoportjdba tartozik, amelyek vizsgdlata sordn a belsg,
relativ elmozduldsokat figyelembe kell venni, az alakvdltozdsok elhanyagoldsa esetén a feladat nem
oldhaté meg.

Az litkozésben a pillanatnyi idétartam alatt bekovetkezd sebességvdltozdst igen nagy “iitkozési" erék
hozzdk |étre, az erék impulzusa azonban véges nagysdgu.

Az iitkozés alapvetd formdi:
- mozgd test iitkozik dllo testtel
- mozgo test litkozik mozgé testtel
- mozgé test litkozik mozogni képes rugalmasan megtdmasztott testtel

Az iitkozés geometriai formadi:
- egyenes (meréleges) centrikus - egyenes excentrikus
- ferde centrikus - ferde excentrikus

Az (itkoz6 testek alakvdltozdsi jellemzdi, a becsapdddsi és a visszapattandsi sebesség alapjan:
- rugalmas litkozés (az alakvisszanyerés tokéletes, a két sebesség megegyezik)
- rugalmatlan litkozés (az alakvisszanyerés nem tokéletes, a visszapattandsi sebesség kisebb)
- képlékeny iitkozés  (az alakvisszanyerés tokéletlen, a két test egyiitt marad)

A tananyag a kényv 95. - 102. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 2.35 - 2.38 példdk, a rovid
kivonat pedig a 5. szdmd.

Kapcsolédé példdk a Dinamika Példatdr 1. és 2. részében

Ellendrzé kérdések

1. Az iitkozés fogalmdnak ismertetése.

2. Az (itkozés soran fellépé erdk es miikodési idétartamuk nagysdga.

3. Az iitkozések geometriai jellemzése.

4. Az (itkozések rugalmassdgi jellemzése. A visszapattands jelensége.

5. Ismertesse a rugalmas, a rugalmatlan és a képlékeny iitkozés fogalmadt, jellemzdit.

6. Mozgd és dll6 testek litkozése.

7. Mozgo testek iitkozése.

8. A képlékeny iitkozés két alapvetd céld alkalmazdsa.

9. A szdgbeverés - colopverés, illetve a kovdcsolds, alakitds feladatdnak litk6zés szemponti jellemzése.
10. Az iitkozés tényleges lejatszoddsa és a jelenség modellezése, a szdmitdsi alapfeltételezés.
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7. hét
Haladé mozgdst végzé test litkozése rugalmasan megtdmasztott testtel.

Ezt a feladatot két féle esetre vizsgdltuk meg. Ezen a héten a vizszintes rugdval megtdmasztott
testviselkedését, hatdsdt elemeztiik.

A gyakorlatban a rugalmas megtdmasztds egy szerkezettel valé megtdmasztdst jelent (vasiti titkozébak,
védékorldt, ...).

A vizsgdlathoz ismerniink kell az iitkozés elétti sebességet, az litkozés fajtdjat, rugalmassdgi viszonyait
ahhoz, hogy a rugalmas megtdmaszto szerkezet viselkedését (elmozdulds, igénybevétel) elemezhessiik.

A vizsgdlat sordn megismerkedtiink a redukdlt t6meg fogalmadval.

A tananyag a kényv 105 - 108. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladat a 2.39 példa, a rovid kivonat pedig
a 6. szdmd.

Kapcsolédé példdk a Dinamika Példatdr 3. részében
Ellendrzé kérdések

1. Az iitkozés fogalmdnak ismertetése.

2. Az (itkozés sordn fellépé erdk es miikodési idGtartamuk nagysdga.

3. Az iitkdzések rugalmassdgi jellemzése. A visszapattands jelensége.

4. Ismertesse a rugalmas, a rugalmatlan és a képlékeny litk6zés fogalmdt, jellemzgit.

5. Haladé mozgdst végzé test litkozésének hatdsa az elmozdulni képes, rugalmasan megtdmasztott
testre (vizszintes mozgds esete).

6. A mozgdsi és a rugalmas alakvdltozdsi energia kapcsolata az iitkozés folyamatdban.

7. Az litkozés tényleges lejatszéddsa és a jelenség modellezése, a szdmitdsi alapfeltételezés.
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8. hét
Leesd test dinamikai hatdsa.

Ezt a feladatot két féle esetre vizsgdltuk meg.

A mult héten a vizszintes rugéval megtdmasztott test, ezen a héten pedig a leesd test hatdsat
elemeztiik.

A gyakorlatban a rugalmas megtdmasztds egy szerkezettel valé megtdmasztdst jelent (dltaldan védétetd
- hdlg, ...).

A vizsgdlathoz ismerniink kell az litkozés elétti sebességet, az litkozés fajtdjat, rugalmassdgi viszonyait
ahhoz, hogy a rugalmas megtdmaszté szerkezet viselkedését (elmozdulds, igénybevétel) elemezhessiik.

A leesé test hatdsdnak szdmitdsakor nem hagyhaté figyelmen kiviil a stlyeré és a rugéeré.

A vizsgdlat sordn megismerkedtiink a dinamikus hatdssal, a dinamokus tényezd és a redukadlt tomeg
fogalmaval.

A tananyag a kényv 105. - 108. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladat a 2.40 példa, a révid kivonatok
pedig a 6. és a 4. szdmdak.

Kapcsolodo példdk a Dinamika Példatdr 3. részében

Ellendrzé kérdések

1. Az (itkozés fogalmdnak ismertetése.
. Az litkozés sordn fellépd erék es miikodési idétartamuk nagysdga.
. Az litkozések rugalmassdgi jellemzése. A visszapattands jelensége.
. Ismertesse a rugalmas, a rugalmatlan és a képlékeny iitkozés fogalmadt, jellemzdit.
. Haladé mozgdst végzg test iitkozésének hatdsa az elmozdulni képes, rugalmasan megtdmasztott
testre (fliggéleges mozgds esete).
. A leesé test hatdsa az elmozdulni képes, rugalmasan megtdmasztott testre.
. A leesd test hatdsa, a vele szembeni védekezés ismertetése.
. Az litkozés tényleges lejdtszéddsa és a jelenség modellezése, a szamitdsi alapfeltételezés.
. A mozgdsi és a rugalmas alakvdltozdsi energia kapcsolata az litkozés folyamatdban.

o~ wN -
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

9. hét

Rezgések dltaldnos ismertetése. Csillapitatlan szabad rezgés, példdk. Egyszabadsdgfoku rendszerek
szabad rezgése.

Ezen a héten a rezgések, a rezgé mozgds fogalmdval ismerkedtiink meg.
A rezgés az idében valamilyen szabdly, sszefiiggés szerint ismétl6dé mozgds, a mindennapi életben
gyakran elgforduld, megfigyelheté jelenség.

A sllytalan, k merevség( rugéra (rugédllandéja = k N/m) fokozatosan felfiiggesztett anyagi pont a rugot
addig nydjtja, amig a rugé R = k * e; = 6 = m * g nagysdgt rugderé ébred.

A nyugalmi (egyensdlyi) helyzetébdl kimozditott és magdra hagyott anyagi pontra a megvdltozott
hosszUsdgl rugéban ébredd (visszatérité hatdsu) rugderéd és a mozgdsdllapot megvdltozdsa (sebesség
vdltozds - gyorsulds) miatt keletkezd D'Alembert - féle tehetetlenségi eré miikadik. Az anyagi pont az
egyensllyi helyzet koriil rezgé mozgdst végez. A rezgdé mozgds adatai csak a rendszer sajat adataitél
fiiggenek (sajdtrezgés, sajatkorfrekvencia). (A kérnyezet csillapité hatdsatél eltekintiink.)

A csillapitatlan rezgé mozgdst a D'Alembert-féle dinamikus egyenstilyi kijelentésen alapulé mdsodrendd,
dllandé egyiitthatdjd, linedris, homogén differencidlegenlet irja le.

Ennek az egyenletnek a megolddsdt a harmonikus fiiggvények kozott keressiik.

(A jol kezelheté harmonikus fiiggvények (sinus, cosinus) kielégitik a differencidlegyenletet és eldnyosen
alkalmazhatdk a Fourier sorok elméletében és gyakorlatdban.)

A differencidlegyenlet dltaldnos megolddsdban szereplé integrdldsi dllandok a kezdeti feltételek alapjdn
meghatdrozhatdk.

A tananyag a kényv 115, - 120. oldaldn taldlhaté, a kidolgozott feladatok a 3.1 - 3.4 példdk, a révid
kivonat pedig a 9. szdmd.

Kapcsolodd példdk a Dinamika Példatdr 4. részében

Ellendrzé kérdések

1. Jellemezze az egyszabadsdgfokd, csillapitatlan rezgé mozgdst.

2. Jellemezze az egyszabadsdgfokd, csillapitatlan rezgé rendszerre vonatkozé differencidlegyenletet.
3. Mi a harmonikus rezgé mozgds? Mondjon példdat egyszabadsdgfoki rendszerre.

4. A harmonikus rezgé mozgds szemléletes szdrmaztatdsa.

5. Milyen differencidlegyenlettel irhaté le a harmonikus rezgé mozgds?

6. Mik a harmonikus rezgé mozgds kinematikai jellemzgi?

7. Mi a harmonikus rezgé mozgds esetén a korfrekvencia?

8. Mi a harmonikus rezgé mozgds esetén a frekvencia?

9. Mi a harmonikus rezgé mozgds esetén a rezgésidg?

10. Hogyan szdmitjuk ki a rezgé rendszer energidjat?

11. Hogyan szdmitjuk ki az egy tomeg(i egyenes vonald lengé rendszer korfrekvencidjat?
12. Mi a harmonikus rezgé mozgds dinamikai feltétele?
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

10. hét

Egyszabadsdgfoki rendszerek harmonikus erdvel gerjesztett csillapitatian rezgése.

Ha a rugéval kapcsolt, kezdetben nyugalomban Iévé anyagi pontra egy F(t) idétél fiiggé eré mikodik, az
anyagi pont idé-fiiggé mozgdsba jon. Az eré megsziinése utdn az anyagi pont a pillanatnyi mozgdsi adatok
(kitérés, sebesség), mint kezdeti feltételek szerint szabadon rezeg tovdbb.

Az F(t) kényszeritd, gerjeszté eré hatdsdnak az elemzéséhez, vizsgdlatdhoz a 2. héten megismert
"modszer” szerinti kérdéseket tessziik fel: "Mi, Mit, Hogyan mozgat?"

Az m témeg(i anyagi pontra a D'Alembert - féle tehetetlenségi erd, a rugé visszatérits ereje és az F(t)
gerjeszté eré miikodnek, a differencidlegyenlet az idében vdltozé hdrom erének a dinamikus egyenslydt
irjale.

A mindig jelenlévd energia-felemészté hatdsok miatt a szabad rezgés elhal, a szerkezet a gerjeszté eréd
hatdsdra a gerjesztés ritmusdnak, korfrekvencidjdnak megfelelé mozgdsba jon.

A kiilonbozd tipusd kényszerits erdk koziil részletesen elemztiik a harmonikus gerjesztd eré esetét.

A harmonikus gerjeszté erével terhelt, csillapitatlan rezgé mozgdst a D'Alembert-féle dinamikus
egyensllyi kijelentésen alapulé differencidlegenlet mdsodrendd, dllandé egyiitthatdjd, linedris, a mikodé
eré miatt pedig inhomogén.

A létrejové mozgds osszefiiggéseinek a vizsgdlata alapjan megdllapitottuk, hogy a gerjeszté eré és a
szerkezet ritmusdnak, korfrekvencidjdnak, rezgésszdmdnak az egybeesése rezonancidhoz vezet, az
elmozduldsok, az igénybevételek a szerkezet szdmdra elviselhetetleniil nagyok, a szerkezet t6nkremegy.

A tananyag a kényv 131. - 133., 135. - 140. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 3.5 - 3.8 példdk, a
rovid kivonatok pedig a 10. és 11. szdmuak.

Kapcsolodd példdk a Dinamika Példatdr 4. részében
Ellendrzg kérdések

1. Jellemezze az egyszabadsdgfokd, csillapitatlan, harmonikus erdvel gerjesztett rezgé mozgdst.
2. Jellemezze az egyszabadsdgfokd, csillapitatlan, harmonikus erével gerjesztett rezgé rendszerre
vonatkozé differencidlegyenletet.
3. A gerjesztés létrejottének mechanizmusa, kifejlddésének idébeni lejdtszéddsa?
4. Hany féle gerjesztést ismeriink?
5. Mi az erdgerjesztés?
6. Mi az tdmaszgerjesztés (Utgerjesztés)?
7. Mi a rezonancia?
8. Mi a rezonancia fiiggvény?
9. A dinamikus tényezd (a rezonancia tényezg) dbrdzoldsa a gerjeszté- és a sajatkorfrekvencia
hdnyadosa fiiggvényében, a levonhaté kovekeztetések.
14



STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

11. hét

Csillapitott szabad rezgés.
Egyszabadsdgfoki rendszerek harmonikus erdvel gerjesztett csillapitott rezgése.

Az olyan rezgé mozgdst, melynél a kitérés a rezgések sordn csokken, csillapitott rezgé mozgdsnak
nevezik.

A jelenséget gyakran a sebességgel ardnyos csillapité erd okozza. Ilyen csillapitott rezgé mozgdst végez
egy folyadékban - nem til nagy sebességgel rezgé - test.

A rendszer az egymds utdni egyenld id6kozokben mozgdsi energidjanak mindig ugyanannyiad részét
vesziti el, a megmaradé rész mértani sor szerint csokken, a kozegellendlldsi eré miatti mozgdsi energia
csokkenés az idé exponencidlis fliggvénye.

A C*v fékezd, csillapité erd hatdsdnak az elemzéséhez, vizsgdlatdhoz a 2. héten megismert "médszer”
szerinti kérdéseket tessziik fel: "Mi, Mit, Hogyan mozgat?"

Az m t6meg(i anyagi pontra a D'Alembert - féle tehetetlenségi erd, a rugd visszatérits ereje és a C*v
fékezd, csillapito eré miikodnek, a differencidlegyenlet az idében vdltozé hdarom erének a dinamikus
egyensllydt irja le.

A csillapitatott rezgdé mozgdst a D'Alembert-féle dinamikus egyenstlyi kijelentésen alapulé mdsodrendd,
dllandé egyiitthatdju, linedris, homogén differencidlegenlet irja le.

Ha a rugéval kapcsolt, csillapitott, kezdetben nyugalomban Iévé anyagi pontra egy F(t) id6tdl fiiggs erd is
mikadik, az anyagi pont idd-fliggé mozgdsba jon.

Az m tomeg( anyagi pontra a D'Alembert - féle tehetetlenségi erd, a csillapito erd, a rugd visszatérité
ereje és az F(t) gerjeszté erd miikodnek, a differencidlegyenlet az iddben vdltozé négy erének a
dinamikus egyenstlydt irja le.

A harmonikus gerjeszté eré hatdsdra Iétrejové, csillapitott rezgé mozgds D'Alembert-féle dinamikus
egyensllyi kijelentésén alapulé differencidlegenlete mdsodrendd, dllandé egyiitthatdjd, linedris, a
m(ikodé eré miatt inhomogén.

A kiilonboz6 tipusu kényszeritd erdk koziil részletesen elemztiik a harmonikus gerjeszté eré esetét.
A létrejové mozgds 6sszefiiggéseinek a vizsgdlata alapjdn megdllapitottuk, hogy a gerjeszté eré és a
szerkezet ritmusdnak, korfrekvencidjdnak, rezgésszdmadnak az egybeesése rezonancidhoz vezet, az
elmozduldsok és az igénybevételek jelentds nagysdguak lehetnek, de a csillapitds jelenléte mérsékeli a
gerjesztés hatdsat.
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

A tananyag a kényv 120. - 126., 133. - 134., 140. - 145. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 3.1 -
3.4, illetve a 3.5 - 3.8 példdk, a révid kivonatok pedig a 10. és a 11. szdmdak.

Kapcsolodo példdk a Dinamika Példatdr 4. részében
Ellenérzé kérdések

1. Jellemezze az egyszabadsdgfokd, csillapitott rezgé mozgdst.

. Jellemezze az egyszabadsdgfokd, csillapitott rezgé rendszerre vonatkozo differencidlegyenletet.
. Mit jelent a sebességgel ardnyos csillapitds?

. Mi a sebességgel ardnyos csillapitds csillapitdsi tényezdje? Milyen csillapitdsokat ismer?
. Milyen a sebességgel ardnyosan csillapitott lengé rendszer modellje?

. Milyen a sebességgel ardnyosan csillapitott lengé rendszer differencidlegyenlete?

. Mil a kritikus csillapitds?

. Mitdl fiigg a kritikus csillapitds?

9. Milyen lefolydsi a csillapitott lengés nagy csillapitds esetén?

10. Milyen lefolydsu a csillapitott lengés kis csillapitds esetén?

11. Mi a csillapitott lengés lengésideje?

12. Mi a csillapitott lengés korfrekvencidja?

13. Mi a csillapitott lengés rezgésszdma?

14. Mi a logaritmikus dekrementum?

15. Mi a szerkezeti csillapitds? Mi az egyenértékii (ekvivalens) csillapitds?

0o NNl b~ W
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

12. heét
2. ZH. Egyszabadsagfokl rendszerek rezgése, iitkozések

A dolgozatban szdmpélddk megolddsdval igazoljuk a félév kozépsd részében elsajdtitott tananyagban
valé jartassdgot.

Témakorok:

litkozési feladatok megolddsa

mozgé test iitkozése dllo testtel, energia veszteség, a maradék energia felhaszndldsa

mozgé test iitkozése elmozdulni képes, rugalmasan megtdmasztott dllé testtel, a mozgdsi energia
és a rugalmas alakvdltozdsi energia dtalakuldsa felhaszndldsa az igénybevételek
meghatdrozdsdra
rezgéstani feladatok megolddsa
harmonikus rezgé mozgds hidnyzé adatainak ismert adatokbdl valé meghatdrozdsa
harmonikus rezgé mozgds hidnyzo adatainak ismert adatokbdl valé meghatdrozdsa, adott kezdeti

feltételeket kielégité megolddsdnak bemutatdsa, az Ut, sebesség ds gyorsulds fiiggvényének
meghatdrozdsa

Kapcsolédo példdk a Dinamika Példatdr 3. és 4. részében
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

13. hét

Egyszabadsdgfoki rendszerek tdmaszmozgdssal gerjesztett rezgései.
Tobbszabadsdgfoki rendszer szabad rezgései.

Ha a rugéval kapcsolt, kezdetben nyugalomban Iévé anyagi pont megtdmaszté rugéjdnak a kornyezethez
kapcsolddé (tdmasz)pontja egy z(t) id616l fliggd elmozduldst végez, az anyagi pont idd-fliggé mozgdsba
jon. A tdmasz-elmozdulds megsziinése utdn az anyagi pont a pillanatnyi mozgdsi adatok (kitérés,
sebesség), mint kezdeti feltételek szerint szabadon rezeg tovdbb.

A z(t) kényszerité, gerjesztd tdmasz-elmozdulds hatdsdnak az elemzéséhez, vizsgdlatdhoz a 2. héten
megismert "modszer” szerinti kérdéseket tessziik fel: "Mi, Mit, Hogyan mozgat?"

Az m tomeg(i anyagi pontra a D'Alembert - féle tehetetlenségi erd, a rugd visszatérits ereje és a z(t)
gerjeszté tdmasz-elmozdulds miikadnek, a differencidlegyenlet az idében vdltozé hdrom hatdshak a
dinamikus egyenstlydt irja le.

A mindig jelenlévé energia-felemésztd hatdsok miatt a szabad rezgés elhal, a szerkezet a gerjeszté
tdmasz-elmozdulds hatdsdra a gerjesztés ritmusdnak, korfrekvencidjdnak megfelelé mozgdsba jon.

A kiilonbozé tipusud kényszerité tdmasz-elmozduldsok koziil részletesen elemztiik a harmonikus hatds
esetét, z()=z*sin(w*1t).

A szerkezetben a D'Alembert - féle tehetetlenségi erd a nyugalmi helyzethez képest Iétrejovd teljes
(y(t)) elmozduldsbél szdrmazé gyorsulds hatdsdra keletkezik.

A szerkezetben a rugalmas visszatérité eré a tdmaszelmozduldshoz képest létrejové elmozduldsok
(x(1)), alakvdltozdsok, rugalmas deformdciék hatdsdra keletkezik.

A két ismeretlen meghatdrozdsdra a 2. egyenlet: y(t) = z(t) + x(1).
A 2. egyenletbdl sziikség esetén az egyenstlyi egyenletbe beirhaté, az x(t) meghatdrozhatd.
A 2. egyenletbdl sziikség esetén az x(1) = y(t) - z(1) is kifejezhetd, az egyenstlyi egyenletbe beirhatd,

az y(t) meghatdrozhatd.

A matematikai dtalakitds eredményként a gerjeszté tdmaszelmozdulds hatdsa kényszerité erdként
jelenik meg az egyenlet jobboldaldn.

A harmonikus gerjeszt6 tdmasz-elmozduldssal terhelt, csillapitatian rezgé mozgdst a D'Alembert-féle

dinamikus egyenslilyi kijelentésen alapuld differencidlegenlet mdsodrendd, dllandé egyiitthatdjd, linedris,
a miikodd hatds miatt pedig inhomogén.
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

Tobb t6megbél és kapcsold rugékbal dllo rendszer esetén a dinamikus egyenstlyt kifejezé egyenleteket
témegpontonként irjuk fel "Mi, Mit, Hogyan mozgat?".

Az egyenslilyi egyenletek tdbldzatos elrendezése egy, a tomegpontok elmozduldsi szabadsdgfokdnak
megfelelé szamu egyenletbél dll6 mdtrix-differencidlegyenlet rendszert ad eredményiil.

Az n elmozduldsi szabadsdgfoki rezgd rendszer dinamikus egyenstlydt az elmozduldsi szabadsdgfoknak
megfelelé szamd, n darab egyenlet irja le.

Az i egyenletben egyenletben az i elmozduldsnak megfeleld tehetetlenségi eré és a hozzd kapcsolt
rugokban ébredd visszatérité erék szerepelnek.

Ennek az egyenletrendszernek a megolddsdt a harmonikus elmozduldsfiiggvények kozott keressiik.
(A jol kezelhetd harmonikus fiiggvények (sinus, cosinus) kielégitik a differencidlegyenleteket és
elényosen alkalmazhatdk a bonyolult, kiilonleges fiiggvények kozelitésére alkalmas Fourier sorok
elméletében és gyakorlatdban.)

Az n elmozduldsi szabadsdgfoku rezgé rendszer n darab sajdtkorfrekvencidval és n darab sajdtrezgés-
alakkal rendelkezik. Beldttuk, hogy a sajdtrezgésalak adatai vektorokba foglalhatdk.

A tananyag a kényv 153., 157. - 165. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 3.9 - 3.11,a 3.12 - 3.14
példdk, a révid kivonatok pedig a 12. és a 13. szdmdak.

Kapcsol6doé példdk a Dinamika Példatdr 4. és B. részében
Ellendrzé kérdések

1. Mi az egy, a két és a hdrom szabadsdgfokd lengd rendszer?

. Ismertessen és dbrdzoljon tobb szabadsdgfokl rezgé rendszereket.

. Mikor beszéliink egyenes vonall és mikor forgd lengésekrgl?

. Mik az egyenes vonall lengés kinematikai jellemz6i?

. Mi a linedris erétorvény?

. Mi a rugédllandé egyenes vonall lengések esetén?

. Hany sajatkaorfrekvencia lehetséges tobb szabadsdgfoku rendszer esetén?
. Mi A Dunkerley modszer |ényege?

. Mi a lengéskép?

0O NONOl A~ WMNN
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

14. hét

Tobbszabadsdgfoki rendszer gépek okozta harmonikus gerjesztése. Tobbszabadsdgfoku rendszer
tdmaszrezgése, foldrengés szamitds.

Tobb tomegbél és kapcsold rugékbal dllé rendszer esetén a dinamikus egyenstlyt kifejezé egyenletekhez
témegpontonként irjuk fel: "Mi, Mit, Hogyan mozgat?".

Az egyenslilyi egyenletek tdbldzatos elrendezése egy, a tomegpontok elmozduldsi szabadsdgfokdnak
megfelelé szdmd egyenletbdl dll6 mdtrix-differencidlegyenlet rendszert ad eredményiil.

Az n elmozduldsi szabadsdgfoku rezgé rendszer dinamikus egyensilydt az elmozduldsi szabadsdgfoknak
megfelelé szamd, n darab egyenlet irja le.

Az i egyenletben egyenletben az i elmozduldsnak megfelelé tehetetlenségi erd és a hozzd kapcsolt
rugékban ébredé visszatérits erdk szerepelnek.

Ennek az egyenletrendszernek a megolddsdat a harmonikus elmozduldsfiiggvények kozott keressiik.
(A jol kezelheté harmonikus fiiggvények (sinus, cosinus) kielégitik a differencidlegyenleteket és
elénydsen alkalmazhatdk a bonyolult, kiilonleges fliggvények kozelitésére alkalmas Fourier sorok
elméletében és gyakorlatdban.)

Az n elmozduldsi szabadsdgfoku rezgé rendszer n darab sajdtkorfrekvencidval és n darab sajdtrezgés-
alakkal rendelkezik. Beldttuk, hogy a sajatrezgésalak adatai vektorokba foglalhatok.

Ha a rugdkkal kapcsolt, kezdetben nyugalomban 1évé rendszerre egy F(t) id6tél fiiggd erérendszer
miikodik, a rendszer idé-fiiggé mozgdsba jon. Az erd megsziinése utdn a rendszer a pillanatnyi mozgdsi
adatok (kitérés, sebesség), mint kezdeti feltételek szerint szabadon rezeg tovdbb.

A kiilonboz8 tipusu kényszerité erék koziil részletesen elemeztiik a harmonikus gerjeszté erérendszer
esetét.

A harmonikus gerjeszté erérendszerrel terhelt, csillapitatlan rezgé mozgdst a D'Alembert-féle
dinamikus egyenslilyi kijelentésen alapulé matrix-differencidlegyenlet rendszer mdsodrendd, dllandé

egyiitthatdjd, linedris, a miikodd eré miatt pedig inhomogén.

Megismertiik a két tomeg, gerjeszté erével terhelt rezgé rendszer mozgdsdnak dinamikai eszkozokkel
valé szabdlyozdsat, a dinamikus lengéscsillapitds médszerét.

A tananyag a kényv 173. - 176, 181. - 183. oldaldn taldlhatd, a kidolgozott feladatok a 3.15 és a 3.16
példdk, a révid kivonat pedig a 14. szdmd.

Kapcsolodo példdk a Dinamika Példatdr 5. részében
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Ellendrzé kérdések

1. Jellemezze a t6bbszabadsdgfokd, csillapitatlan, harmonikus erével gerjesztett rezgé mozgdst.

2. Jellemezze a tobbszabadsdgfokd, csillapitatian, harmonikus erdvel gerjesztett rezgd rendszerre
vonatkozé differencidlegyenletet.

3. A gerjsztés létrejottének mechanizmusa, kifejlédésének idébeni lejdtszéddsa?

4. Tobb szabadsdgfoki rendszer esetén a nagyitdsi tényezg eléforduldsa, jelenetésége?

5. A foldrengés hatdsdra keletkezd igénybevételek szamitdsdnak feltételezései.

6. A foldrengés hatdsdra keletkezg igénybevételek szamitdsa, modellezése.

7. Mi a dinamikus lengéscsillapitds?
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STNB 113 MECHANIKA III. (Dinamika)

Dinamika példatar
Tartalomjegyzék

1. Kinematika

1.1 Anyagi pont
1.2  Anyagi pontrendszer
1.3 Merev test

2. Kinetika

2.1 Anyagi pont
2.2  Anyagi pontrendszer
2.3 Merev tfest

3. Utkozések

3.1  Mozgo test iitkozése adllo testtel
3.2  Mozgo test iitkozése mozgo testtel
3.3 Mozgo test iitkozése elmozdulni képes, rugalmasan megtdmasztott testtel

4. Rezgések, egy szabadsdagfoku szerkezet

4.1  Csillapitatlan szabad rezgés

4.2  Csillapitott szabad rezgés

4.3  Csillapitatlan gerjesztett rezgés
4.4  Csillapitott gerjesztett rezgés

5. Rezgések, tobb szabadsagfoki szerkezet

5.1  Csillapitatlan szabad rezgések

5.2  Csillapitott szabad rezgések

5.3  Csillapitatlan gerjesztett rezgések
5.4  Csillapitott gerjesztett rezgések
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