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Végeselemes modellezés

Részletes tantdrgyprogram:
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2 6ra gyakorlat | Ridelemek modellezése. Az elemi tarté merevségi mdtrixa és mechanikai
jelentése. Tehervektor meghatdrozdsa.
2. | 26raeléadds |Rudszerkezetek modellezése. Ferde helyzetii ridelem. Lokdlis és globdlis
koordindta rendszerek. Koordindta transzformdciok.
2 éra gyakorlat | 1. OGY. AZ ELEMI TARTO MEREVSEGI MATRIXANAK ELOALLITASA.
3. | 20draeldadds |Gerenda tarték végeselemes modellezése. Folytatélagos gerendatartok
végeselemes modellezése.
2 dra gyakorlat | Sikbeli és térbeli ridszerkezetek megolddsa az AXIS program segitségével.
4. | 2éraeléadds |Rugalmas dgyazdsu gerendatarték végeselemes modellezése.
2 6ra gyakorlat | Rugalmas dgyazdsu gerendatarték megolddsa az AXIS program segitségével
5. | 26raeléadds |I. ZH. RUDSZERKEZETEK VEGESELEMES MODELLEZESE.
2 6ra gyakorlat | Sikbeli és térbeli keretek megolddsa az AXIS program segitségével.
6. | 2 oraeldadds |Ferde helyzeti tartok végeselemes modellezése. Koordindta transzformadcidk.
2 6ra gyakorlat | Ferde helyzeti tartok megolddsa az AXIS program segitségével.
7. | 2 orael6adds |Sikbeli keretek végeselemes modellezése. A merevségi matrix és a
tehervektor meghatdrozdsa.
2 éra gyakorlat | 2. OGY. SIKBELI KERETEK VEGESELEMES MODELLEZESE.
8. | 2 draeldadds |Tdrcsdk végeselemes modellezése. Alapegyenletek. Alakvdltozdsok és belsé
erék vektora. Hiromszdg elemek.
2 6ra gyakorlat | Tdrcsa feladatok megolddsa az AXIS program segitségével.
9 | 2draeldadds | Tdrcsdk végeselemes modellezése. Négyszog elemek. Elemi merevségi matrix.
2 ora gyakorlat | Tarcsa feladatok megolddsa az AXIS program segitségével.
10. TAVASZI SZUNET
11. | 2 6raeldadds | Tdrcsdk végeselemes modellezése. Az egyenletrendszer felirdsa.
2 éra gyakorlat | 3. OGY. TARCSAK VEGESELEMES MODELLEZESE.
12. | 2 6raeldadds |Lemezek végeselemes modellezése. Alapegyenletek. Négyszdogelemek.
2 6ra gyakorlat | Lemezfeladatok megolddsa az AXIS program segitségével.
13. | 26raeléadds |Lemezek végeselemes modellezése. A kozelités pontossdga. Tovdbbi
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2 ora gyakorlat | Lemezfeladatok megolddsa az AXIS program segitségével.
14. | 26raeléadds |II. ZH. LEMEZEK VEGESELEMES MODELLEZESE
2 6ra gyakorlat | Rugalmas dgyazdsu lemezek megolddsa az AXIS program segitségével.
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Rugalmas dgyazdsu lemezek végeselemes modellezése.
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1. A végeselemes modellezés alapjai

A végeselemes modellezést a tartdszerkezetek igénybevételeinek megoldé
modszereként alkalmazzuk a tartészerkezeti mechanikdban. A tantdrgy keretén beliil
foglakozunk a ridszerkezetek, ezen beliil a keretek és gerendatarték végeselemes
modellezésével, tovdbbd a lemez és tdrcsa feladatok végeselem-médszerrel torténd
megolddsdval. A félév sordn az AXIS VM8 programcsomag alkalmazdsdval ellenérizziik
a bemutatdsra keriilé egyszeriibb feladatok végeselemes modellezést. Bemutatjuk az
AXIS VM8 programcsomag alkalmazdsi lehetéségeit nagyméretii, 6sszetett tervezési
feladatok megolddsdra is.

1.1. Rddelemek modellezése

A rudszerkezetek elemi tartérészekre bontdsdval, illetve az elemi tarték
modellezésén keresztiil hatdrozzuk meg a rddszerkezetek elmozdulds mddszeren
alapulé egyenletrendszerét.

L
: |
U EI, EA 2 Uy
1 BB X, U
Wi
\& w(x) e

v 01 ®2

zZ,w deformadlt alak

1.1 dbra: A deformdlt tarté elmozduldsai

Hatdrozzuk meg az 1.1 dbra szerinti elemi tarté u(x), w(x) eltoléddsainak kozelité
értékét az aldbbi polinomokkal:

u(x) = aq + apx (1.1)

w(x) = a3 + agX + asx® + agx’ (1.2)
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Az 1.1 és 1.2 kifejezések mdtrix alakban torténd felirdsdval az aldbbi egyszerl formdt
kapjuk:

u=Xa (1.3)
ahol
u' =fu wl, (1.4)
GT = [01 G a3 a4 Gas 06], (15)
1 00 O O
x=| X (1.6)

1001 x x2 X3

A ridelem teljes elmozdulds-rendszerét ezek utdn az aldbbi formdban adhatjuk
meg:

d' =y w ¢ w wy 3] (1.7)

Az 1.3 kifejezés behelyettesitésével kapjuk az elemi tarté elmozduldsaira vonatkozé
dltaldnos format:

d=Aa, (1.8)
ahol
1 % 00 0 0] ([L0O0O0OO0 O O]
001 xx ¥ x||00100 O
A:00012x13xf:OOOIOO 19)
1x, 00 0 0| |tLOOO O
0 01x x x3||001L L2 8
0 0 0 1 2x, 33| |0 0 0 1 2L 3%

Az 1.8 mdtrix egyenlet megolddsdval meghatdrozhaté az a egyiitthatok vektora:

a=Ad, (1.10)
ahol
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1 0 o 0 0 0
-1/L 0 0o 1L o0 0
0 1 o 0 o0 0
-1
A= o 0 1 0 o0 0 (L11)
0 -3/l -2/L 0 3/ -1/L
o 3/ /12 o -2/ 1/1%)

1.2 Az elemi tarté merevségi matrixa és mechanikai jelentése.

Az elemi tarté elmozduldsait meghatdrozhatjuk, ha az 1.3 kifejezésbe
behelyettesitjiik az 1.10 egyenletet:

u=XA'd. (1.12)
Vezessiik be az aldbbi kifejezést:
N=XA", (1.13)

ahol N az alakfiiggvények (bdzisfiiggvények) matrixa. Az N mdtrix az 1.13 szerinti
madtrixszorzds elvégzése utdn az aldbbi formdban irhaté:

[Ny O 0N, O O

N-= 0O N, N3, 0 Ng Ng|' (114)
ahol
N, =1-x/L Ny =x/L
N, =1-3x2/1% +2x3 /13 Ng =3x2 /1% —2x3 /13
Ny = (x/L-2x2 /12 +x3 /83)L Ng = [ x2 /12 +x3/13)L

Az elemi tarté egyenletrendszerének meghatdrozdsdhoz sziikségiink van az
anyagtorvény, valamint a belsé erék és az alakvdltozdsok kozotti osszefiiggések
ismeretére. Az 1.2 dbra szerinti belsé erék és az elmozduldsok kozotti kapcsolatok
szilardsdgtani ismereteink alapjdn az aldbbi formdban irhatok:

S(x) =N(x) =EA du/dx (1.15)
S,(x) = Q(x) = -EI d’w/dx® (1.16)
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S5(x) = M(x) = —ET d?w/dx? (1.17)

1.2 dbra: A rudvégi belsg erék
Az 115-1.17 6sszefiiggések alapjan lathatd, hogy az alakvdltozdsok az elmozduldsok
fiiggvényei. Vegyiik észre tovdbbd, hogy a ridvégi nyiréerék a ridvégi nyomatékok

alapjan meghatdrozhatdk, a feladatunk ez dltal kétvdltozésra redukdlédik. Legyen a
belsé erék vektora:

s'=[s, s] (1.18)

Az alakvdltozdsok és az elmozduldsok kozotti kapcsolat felirdsdhoz vezessiik be az
aldbbi operdtort:

d/dx 0
b z[ 0 - /dxz} (1.19)

Linedrisan rugalmas anyagot feltételezve, az anyagtorvény matrixa a kovetkezé:

EA O
E-= { o EI} (1.20)
Az alakvdltozdsok vektora
e=Du=DXA'd=BAld, (1.21)

ahol

10
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0100 O O
—DX = , 1.22
B =DX O 00 0 -2 -6x ( )
A belsé erdk vektora az 1.15-1.17 6sszefiiggések alapjan, valamint 1.22
behelyettesitésével a kovetkezd eredményt kapjuk:
S =EDu=EDXA 'd=EBA'd =Kd, (1.23)
azaz
S] [ EA/L 0 0  -EA/L 0 0 Td]
s, 0 12ET/L3  6EI/L? 0  -12EI/L® 6EI/L? |d,
ss| | o 6EI/L?  4EI/L 0  -6EI/L® 2EI/L |d (1.24)
Sq| |-EA/L 0 0 EA/L 0 0 dg |77
S5 0  -12EI/L® -6EI/L> O 12ET/13 —-6EI/L?| ds
Se| | 0 6EI/L®>  2EI/L 0  -6EI/L® 4EI/L |d]

Az elemi tartdokra vonatkozé 1.24 szerinti merevségi mdtrix megegyezik a Tartdk
statikdja tantdrgy keretében ismertetett mdtrix-elmozdulds modszer elemi tartdkra
meghatdrozott merevségi mdatrixdval. (Ldsd: Kurutzné Kovdcs Mdrta: Tarték statikdja )

1.3 Tehervektor meghatdrozasa

Az egyensllyi egyenletrendszer felirdsdhoz sziikséglink van a ridvégekre redukdlt
csoméponti terhek meghatdrozdsdra. A tehervektor fogalma és mechanikai jelentése
szintén a Tartok statikdja tantdrgy keretében keriilt bevezetésre.

A végeselemes modellezés esetén a tehervektor meghatdrozdsdra a kiilsg
potencidlis energia fliggvénybdl indulunk ki. Az 1.14 kifejezés szerinti alakfiiggvények
behelyettesitésével hatdrozzuk meg a tehervektort, azaz a rddvégekre redukadlt
megoszlé terhet.

Al (fr
- >

- > > 5 —

I R A
G Em0—r———————— -t Q4

1 2
43 % . L ds %

1.3 dbra: A ridvégekre redukdlt terhek

11
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L L
m = —[ R CAu(x)dx —[ - (x)w(x)dx, (1.25)
0 0
L
mo=—[lf frldx, (1.26)
0
L NN 0O 0 Ny O O }
=—[[f, f ddx, 1.27
Tk (,:[)[ N T{ 0 NZ N3 0 N5 N6 ( )
n =-q'd, (1.28)
ahol
_Q1_ _fNNl_ i fNL/Z ]
q2 fTNZ fTL/Z
Q3 L fTN3 fTLZ /12
_ - S 1.2
9 9| o N4 ax fL/2 (129)
ds fTN5 fTL/Z
_q6_ _fTNé | | fTLZ / 12_

Megjegyezziik, hogy az 1.29 szerinti eredmény megegyezik a mindkét végén
befogott tarté esetén meghatdrozott reakcié erdkkel, illetve nyomatékokkal. (Ldsd:
Kurutzné Kovdcs Mdrta: Tarték statikdja MK 2003)

12
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2. Ruddszerkezetek modellezése

A teljes potencidlis energia minimum tétele alapjdn meghatdrozhatjuk az egyensdlyi
feltételt biztosité mdtrix egyenletrendszert. Az el6z6 fejezetben meghatdrozott, a
belsé erék és ridvégi elmozduldsokra vonatkozé 124 kifejezés alapjan a teljes
potencidlis energia fiiggvény:

nzédTKd—qu, @1

ahol q a tehervektort jeldli. A potencidlis energia minimum tétele alapjan:

on _ 0

on 1 7y T
ad_ad(zd Kd—d q)—O, 2.2)

Kd=q. (2.3)

Az egyensllyi egyenletrendszer pontosan annyi egyenletet tartalmaz amennyi az
elmozdulds vdltozok szdma, a merevségi matrix pedig, kvadratikus, igy a megoldds az
aldbbi formdban keresendé:

d=K'q. (2.4)

2.1 Ferde helyzetii ridelem

Miel6tt rdatérnénk a rddszerkezetek végeselemes megolddsdra, vizsgdljuk meg,
hogyan mddosul az egyenletrendszeriink dltaldnos helyzet( tarté (2.1 dbra) esetén.
A 2.1 dbrdn feltiintettiik az elemi tarté elmozduldsait a tartohoz rendelt x,z lokdlis

koordindtarendszerben. A globdlis X,Z koordindtarendszerben az elmozduldsokra az
u,w" jelolést vezetjik be. A csomédponti elmozduldsok vektora legyen d*. A
tehervektort q°, a merevségi mdtrixot pedig, K* jeléli a globdlis
koordindtarendszerben.

13
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g
/s
g X

2.1 dbra: Ferde helyzett rddelem a lokdlis és globdlis koordindta rendszerben

2.2 Koordinata transzformaciok

Az x,z lokdlis koordindtarendszer és a globdlis X,Z koordindtarendszer kozotti
kapcsolatot az aldbbi koordindta transzformdciékkal adjuk meg:

x coso  sino [ X]
- 2.
_z} {—sina cosa || Z]|’ (25)
illetve
X cosa —sino [ x]
= . 2.
_Z} Lina cosa | Z| (2.6)

A riddelem elmozdulds vektordt hasonlé maddon transzformdljuk a lokdlis
koordindtarendszerbdl a globdlisba, illetve globdlisbdl a lokdlis rendszerbe. A 2.1 dbra

szerinti lokdlis koordindtarendszerben megadott d' =[d, o d; dy d5 d] és a

globdlis d*Tz[dl* & d; dy o dg] elmozdulds vektor kézotti transzformdcidk:

d=Td", (2.7)

illetve

d=Tld=T"d, (2.8)

14
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ahol a transzformdlé madtrix

[ cosa  sina O 0
—-sina coso O 0
0 0 1 0 0

0
0
0 O O cosa sina (2.9)
0 0 0 —-sina cosa
0 0O O 0 0

— O O O OO

Megjegyzés: A T transzformdlé matrix specidlis tulajdonsdgi madtrix, mivel mindig
igaz, hogy T1-7T.

A tehervektor transzformdcidjdt az el6zéekhez hasonlé mdodon dllitjuk elé:

q=Tq", (2.10)

illetve
Q" =Tld=TTq, (2.11)
ahol ¢" =] ¢ ¢ 94 95 qy] a lokdlis koordindtarendszerben megadott (ldsd

2.2 dbra) és q*Tz[qf % 9% 94 G5 qg] a globdlis koordindtarendszerbe
transzformadlt csoméponti terhek vektora.

2.2 dbra: A rddvégre redukadlt terhek a lokdlis és globdlis koordindta rendszerben
15
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A merevségi mdtrix transzformdciojdat a csoméponti elmozduldsokra vonatkozé 2.7,

illetve a csoméponti terhekre vonatkozé 2.10 kifejezések 2.3 egyenletrendszerbe valé
behelyettesitéssel vezetjiik le.

KTd* = Tq", (2.12)
TIKTd" =q". (2.13)

Mivel T~ =TT, az egyensiilyi egyenletrendszer transzformdlt alakja a kévetkezd
formdban irhaté:

K'd* =q", (2.14)

ahol K* = TTKT a transzformdlt merevségi mdtrix.
g

2.1 példa

Hatdrozzuk meg a 2.3 dbra szerinti rddelem merevségi mdtrixdt, valamint a
ridvégekre redukdlt terhek vektordt a lokdlis és a globdlis koordindta rendszerben!
(A=313.76 cm?; I =7834.1cm*; E =21000 kN/cm?)

A merevségi mdatrix a lokdlis koordindtarendszerben:

(10013 0 O -10013 O O]

0 12 30 0 -12 30
EI| O 30 100 0 -30 50
" 18]/-10013 0 0 10013 0 O
0 -12 -30 0 12 -30
0 30 50 O -30 100

A transzformdlé mdtrix és inverze:

16
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08 060 0 O O] 08 -06 0 0 0O O]
-06 080 0 0 O 06 08 0 0 0 O
L |0 01 0 00 |0 0 10 0 O
0 0 0 08 060 0O 0 008 -060

0 0 0 -06 08 0 0O 0 006 080

0 00 0 o0 1] 0 0 0 0 0 1]

A K'=T'KT ftranszformdcié utdn kapjuk a merevségi mdtrixot a globdlis
koordindta rendszerben:

64126 48005 -180 -64126 -48005 -18,0]
4800,5 36124 240 -48005 -36124 24,0
EI -18,0 24,0 100,0 18,0 -24,0 50,0
13| -64126 -48005 180 64126 48005 180/
-48005 -36124 -240 48005 36124 -240
-18,0 24,00 50,0 18,0 -240 1000 |

X, q
4) %

7 %
7(:/4 Z.
@
v J 12 kKN/m
3m
S
%

K" =

Q

%
% 7

2.3 dbra: A rddvégre redukdlt terhek transzformdcidja

Hatdrozzuk meg a 2.3 dbra szerinti tarté rddvégekre redukdlt tehervektordt az
1.29 képlet segitségével a lokdlis koordindtarendszerben, majd transzformdljuk a
globdlis rendszerbe.

17
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4] [ O gl [18]

@ | |-30 ol |-24
@ -25 . 1G] -25
L P A 9 7] 18
ds -30 95 -24

Qo | [+25] _q("; I 25 |

ahol a globdlis koordindtarendszerbe torténd transzformdldst a 2.11 formula
szerint végeztik el:

08 -06 0 0 0 OO
06 08 0 0 O 0]-30
. lo o 1t o o0 of|-25
9o o0 o008 -06 0| 0|
O 0O 006 08 0]-30
0 0 0 0 0 1]+25

18
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3. Gerendatartok végeselemes modellezése
3.1 Folytatdlagos gerendatartok végeselemes modellezése

A folytatélagos tobbtdmaszl gerendatarték végeselemes modellezésén keresztiil
mutathatjuk be legegyszer(ibben az elmozdulds modszeren alapulé egyenslyi
egyenletrendszer meghatdrozdsat. A gerenda dllandé keresztmetszetl (IPE 200) acél
tarto. A tarté elemekre bontdsa utdn meghatdrozzuk az elemi merevségi matrixokat, s
mivel a tartét a globdlis (X,Z) koordindtarendszerben adtuk meg, igy ebben az
esetben nincs sziikség a koordindta transzformdciora.

Az elmozdulds vektorokat a globdlis rendszerben adjuk meg a 3.1 dbra szerinti
pontokban:

T T T T
=[W1 <P1] d =[W2 <P2] ds =[W3 <P3] d; :[W4 <P4]

16 kN

N

EI = dllandé

A A

(2) (3 (&

1. ridelem 2.rddelem 3.rddelem

n©

3.1 dbra: Folytatélagos gerendatarts végeselemes modellezése

Az elemi merevségi mdtrixok jelen esetben az elmozdulds vdltozékkal 6sszhangban
4x4 elemet tartalmaznak. Az almdtrixok jelolésekor alkalmazott alsé index az elem
sorszdmdt jeldli, a felsé index pedig, a kapcsolddé elmozdulds vdltozékra vonatkozik.

ki |k k5< k5 k3™ ks
sl eclEE] o
ahol
12 18|-12 18 12 18|-12 18
K _EI| 18 36/-18 18 K _EI| 18 36/-18 18
1 L? -12 -18“ 12 -18 |’ 2 L% -12 -18“ 12 -18 |’
18 18|-18 36 18 18|-18 36
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36 12 36|-12 36
o _EL 36 144“ 72 . _O125ET| 36 144|-36 72
TS -12 —36“ ~36 ST |12 -36H 2 —36
144 36 72|-36 144

A gerendatarté globdlis merevségi mdtrixdt az elemi merevségi matrixok
kompildldsaval hatdrozzuk meg:

kit k112
k 22

O 0
0

o k33 k33 k34
kst

A ki, ky, k; elemi merevségi mdtrixok behelyettesitésével kapjuk a 3.1 dbra
szerinti gerendatarté teljes merevségi matrixdt:

(12 18 -12 18 0 0 0o 0

18 36 -18 18 O 0 0o o

-12 -18 24 0 -12 18 0 0

EI| 18 18 0 72 -18 18 0 O
=z ~12 -18 135 -135 -15 45

18 18 -135 54 -4p5 9
0 0 -15 -45 15 -45
0 0 45 9 -45 18

O O O o

0
0
0
0

A kiilsé tdmaszoknak megfelelen:w; =0; ¢, =0; w3 =0; wy =0, nem vdltozé, igy az
elmozdulds vektor az aldbbiak szerint négyelemiire redukdlédik: d™ =[w, ¢, @3 04].

A megfelel6 (1., 2., 5., és 7.) sorok és oszlopok torlésével a merevségi matrix is 4x4
elem(i lesz. A feladat megolddsdt jelentd egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:

24 0 18 07w 0060 0006 -0024 0012 16
EI|0 72 18 0|g,| |O| |¢,| (3| 0006 0016 -0008 0004 |0
13|18 18 54 9| ¢3| | 0| |9s| EI|-0024 -0008 0032 -0016]0 |

0 0 9 18[gs| |O]| |o4 0012 0004 -0016 0063 |0

n
—
o
3

n
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A megoldds:d™ = [63+10 063+10° -252+10°3 126+1073| m, illetve radidn.

3.3 Sikbeli és térbeli racsos tartok megolddsa az AXIS program segitségével

Hatdrozzuk meg 3.4 dbra szerinti acélszerkezet( rdcsos tarté rdderdit az AXIS
VM8 programmal. Vegyiik fel az anyagjellemzéket és a riddkeresztmetszeteket oly
médon, hogy a tarté szilardsdgtanilag megfeleljen.

0.500 0.500

RND28 RND28 RND28 RND28
] N, &, * V7 ® gl |s
& Q \Y
- X 2 & = gl |8
o [seap ol
RND28 _RND28

2.000

Y

L.

3.4 dbra: Sikbeli rdcsos tarté kezdeti geometria adatai

Szabvéany : MSz

0518

@“«

0518

]‘000

4
1

v 1.000

L,

3.5 dbra: Sikbeli rdcsos tarté optimdlis geometria kialakitdsa
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10.000
o LO) 8
5 85
0 |o oo
N
o
10.000
z
J(_X 30.000
6
14 7 9
8 S
S
1 1
o
S
0o
19
Y
L
15.000 15.000

3.6 dbra: Térbeli rdcsos tarté geometria kialakitdsa
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4. Tortvonald gerendatartok végeselemes modellezése.

Az elmozdulds vektorokat a globdlis koordindtarendszerben adjuk meg a 4.1 dbra
szerinti pontokban:

«T wT «T «T
dy =[U1 Wy (P1] d, =[U2 W2 (Pz] ds =[U3 w3 (P3] d; =[U4 Wy (P4]

22kN

ET = dllandé

2m @ 2m @ 4m

V‘

3m

e S .

1. rddelem 2. ridelem

3.ridelem

@

4.1 dbra: Tortvonald gerendatarts végeselemes modellezése

4.1 A merevségi matrix eldallitdsa

Az elemi merevségi mdtrixok elédllitdsa formailag megegyezik az el6zé feladat
esetén tdrgyalt elemi merevségi mdtrixok meghatdrozdsdval. Ferde helyzetl tartok
esetén viszont transzpondlnunk kell az elemi merevségi mdtrixot a globdlis koordindta
rendszerbe. Ennek kovetkezményeként, X,Y,Z tengely irdnyd elmozduldsokkal kell
szdmolnunk, amit madr az elemi merevségi matrix felirdsandl figyelembe kell venni.

Lul | |
k? k32 k3 ks kg

k1 =|:@
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1602 0 0|-1602 0 O]
0 12 12 O -12 12

_EI| O 12 16| O -12 8.
3|-1602 O 0| 1602 O O}

0O -12 -12] O 12 -12
0 12 8| 0 -12 8

(1602 0 0[-1602 0O O]
0O 122 12 0 -12 12

. _EIl 0 12 16| 0 -12 8
2~ 13|-1602 0 0|1602 0 O/

0O -12 -12) O 12 -12
0 12 8| 0 -12 8

710013 0 0]-10013 O O]

0 12 30| 0 -12 30
. EIl_0 30 100] 0 -30 50|
3=3|-1003 0 0 1003 0 0|
0 -12 -30| 0 12 -30

0O 30 50 0 -30 100

710013 O 0[-10013 O O]

0 12 30| 0 -12 30

0 0 100] 0 -30 50
"320'064% ~10013 3o 0 10013 3o 5o
0 -12 -30| 0 12 -30

0 30 50 0 -30 100

A transzformdlé mdtrix és inverze:

08 06 0 0 0 O 08 -06 0 0 0 O]
~06 080 0 0 O 06 08 0 0 0 O
;|0 o1 0 oo |0 0 10 0 0
0O 0 0 08 060 0O 0 008 -060

0 0 0 -06 080 0O 0 006 080

0 00 0 0 1] ‘0 0 0 0 0 1]
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ks =T ksT
[ 41041 30723 -115)-41041 -307,23 -115 |
30723 231,19  154|-30723 -23119 154
o _EI|  -115 154 640 115 -154 3,20
3T3|-41041 -30723  115| 41041 30723 115
-307,23  -23119  -154307,23 23119  -154
-1,15 154 320| 115 -154 6,40

4.2 Az egyenletrendszer felirasa

A tortvonalld gerendatarto globdlis merevségi mdatrixat az elemi merevségi matrixok
kompildldsaval hatdrozzuk meg:

kit kiz 0 0
k' kPP+kiP K0

0 K| KBekd kit
o 0 K3 K3

A kiilsé tdmaszoknak megfeleléen:u;; w; =0; ¢; =0;

Us; wy =0, igy az elmozdulds

vektor az aldbbiak szerint hételemire redukdlédik: d" =[u, w, @, U3 w3 @3 @g4).

A megfeleld (1., 2., 3.; 10.; 11.) sorok és oszlopok torlésével a merevségi matrix is 7x7
elem( lesz. A feladat megolddsadt jelentd egyenletrendszer a kovetkezé alakot 6lti:

Ku=q
[ 3204

0
-1602
0

-1602 0
0 -12
0 -12

2012,4 307,23

0 0
24 O
0 32
0 0
-12 -12
12 8
0 0

30723 219
-115 -10,46
-115 154

0 0
2 0
8 0
~115 -115
~10,46 154
22,40 320
320 640

(@

o O O oo

A megolddst a merevségi matrix inverzének elédllitdsaval az aldbbi formdban kapjuk:
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u=Klq = u'=10"[004 669 116 -009 034 -412 196] [m, rad].

4.3 Tortvonald gerendatartok megolddsa az AXIS program
segitségével

Hatdrozzuk meg a 4.1 dbrdn lathaté tarté igénybevételi és elmozduldsi dbrdit az
AXIS VM8 programmal. Ellendrizziik az elmozduldsokra kapott eredményeket.

! -0.00041

0.00047
-0.00047
-0.00041

0.00026'8

L.

4.2 dbra. A tortvonald tartd elfordulds értékei [rad]

-0.667

L.

4.3 dbra. A tortvonald tarté lehajlds értékei [mm]
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5. Sikbeli és térbeli ridszerkezetek megoldasa az AXIS program
segitségével

5.1 Sikbeli ridszerkezetek

Hatdrozzuk meg az 5.1 dbrdn megadott sikbeli tarté igénybevételi dbrdit csuklés
csoméponti kialakitdssal, illetve az oszlopok és a rdcsrudak teljesen merev és félmerev
(Sy =19 *10*kNm/rad) kapcsolata esetén. A teher értéke 300kN. A kiinduldsi

keresztmetszeti szelvény ROR 42,40*5 0.
Hatdrozzuk meg a keresztmetszeti értékeket oly mddon, hogy a maximadlis

csoméponti lehajlds értéke 5 cm, a maximdlis fesziiltség pedig, 20 kN/cm? legyen

S Lo
™
9 10
|
5.000 5.000 5.000

5.1 dbra. Sikbeli ridszerkezet geometriai kialakitdsa

27



PMSTNB 260 Végeselemes modellezés

5.2 dbra. A rdcsos tarté csoméponti elmozduldsai a deformadlt tarton [mm]

5.3 dbra. A merev csoméponti kialakitdsu tarté elmozduldsai a deformdlt tartén [mm]
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5.2 Térbeli ridszerkezetek megolddsa az AXIS program segitségével

Hatdrozzuk meg az 5.4 és 5.5 dbrdn megadott geometridju acélszerkezet( térbeli
tarto igénybevételeit és elmozduldsait hdrom kiilsnbozé csomdponti kialakitds esetén:

1. Csuklos csomoponti kialakitdssal térbeli rdcsos tarté

2. Teljesen merev csomdponti kialakitdssal

3. A kupola belsd tizenkétszogli lezdré része félmerev csomdponti kialakitdssal
csatlakozzon a tartd alsé részéhez, mig a tGbbi csomdpont teljesen merev
legyen!

A csomoponti terhek az 5.5 dbra szerinti csomépontokban a kovetkezék: F = 60 kN,
Foa=F719 =Fo9 31=F41.42 =30kN, F 15 =Fo0 25 =F32 37 =F43 47 =10kN A rudak
keresztmetszetei eurdpai ROR szelvénybdl késziilnek. A keresztmetszeti méreteket
mindhdrom esetben Ugy hatdrozzuk meg, hogy a szerkezet szildrdsdgtanilag
megfeleljen. A szelvény kiinduldsi adata: ROR 44,50*2,6.

Mindhdrom esetben hatdrozzuk meg a riddelemek kihajldsdt! Ellendrizzik a
tartoelemeket az Euler-féle nyomdéfesziiltségekre!

5.000
7.000

3.000

5.4 dbra. Térbeli kupola oldalnézete
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28

27

6.250

15

10

16

3.470

14

12.500

6.011

31.780

12.500

38

&‘ZO

5.5 dbra. Térbeli kupola alaprajzi kialakitdsa

6.250

3.470

Smax

—

[kN/cm? ]

. 24.50
. 19.69

. 14.87

10.06
5.24
0.43

-4.39

-9.20

. -14.01
-18.83
-23.64

. -28.46
. -33.27
. -38.09
@ -42.90

]

FT

3

L

6.011

31.780

12.500

¢

5.6 dbra. A sarokmerev csoméponti kialakitdst tarté fesziiltségei [kKN/cm? ]
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7.000

5.000
3.000

Al T X
%ﬂ

N

z

L

. 28.444
. 20.327
. 12.209
. 4.091
D -4.026
iz

D -20.262
D -28.379
D -36.497
. -44.614
. -52.732
. -60.850
0

. -77.085
Z -85.203

ez
[mm]

-12.144

-68.967

5.7 dbra. Térbeli rdacsos kupola csoméponti eltoléddsai az elmozdult tartén [mm]

12.500

6.250

3.470

6.011

12.500

L,

31.780

ez
[mm]

S
. 28.444
. 20.327
. 12.209
. 4.091
D -4.026
D -12.144
D -20.262
D -28.379
D -36.497
. -44.614
. -52.732
. -60.850
. -68.967
. -77.085

Z -85.203

5.8 dbra. Térbeli rdcsos kupola csomdponti eltoléddsai [mm]
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z

i

5.000

3.000

27,111 27.111 21,

44

7.000

B o

ez
[mm]

27.112
19.222
11.332

3.443
-4.447

TTTTT

-12.337

-20.227

-28.116
-36.006

EEET

-43.896
-51.786
-59.675
-67.565
-75.455

% -83.345

e

5.9 dbra. A sarokmerev csomdponti kialakitdsd tarté deformdlt alakja [mm]

6.250

Y

L,

7.617

3.470

6.011

12.500

12.500

31.780

5.10 dbra. A sarokmerev csomoéponti kialakitdsd tarté csomoponti eltoléddsai [mm]
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6. Sikbeli keretek végeselemes modellezése

A 3. és 4. fejezetekben madr foglakoztunk egyszerl gerendatartdk és tortvonald
tarték végeselemes modellezésével. Sikbeli keretek esetén, hasonlé médon jarunk el. A
keretet "véges elemekre” bontjuk, meghatdrozzuk az elemi merevségi mdtrixokat,
majd ezek kompildldsdval elddllitjuk a szerkezet globdlis koordindta-rendszerbéli
merevségi mdtrixdt, illetve egyenletrendszerét.

6.1 Elmozdulas paraméterek a lokdlis és globdlis koordinatarendszerben

A 6.1 dbran ldthaté kéttdmaszli kereten keresztiil mutatjuk be a sibeli keretek
végeselemes modellezését.

18 kN
EI2 = 1,2 EIO EI3 = 1,2 EIO
(2) !
2m 2m 4m
3m
EII = EIO EI4 = 0,8 EIO

=
> (o)

2

O

o y

6.1 dbra. Sikbeli keret végeselemes felbontdsa

A 6.1 dbrdn feltiintettiik a tarté geometrigjat, illetve a hajlitdsi merevségi ardnyokat.
A nylldsi merevségek ardnya: EA; =EA, =EA; =0,9EA,.
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Ridelemek 1 2 3 4

Elem végpontok a 1 2 1 2 1 2 1 2
lokdlis koordindta
rendszerben

Elmozduldsok a LW G | LbWap | UpWp@p | UpWp@p | Uy Wi | LpWo@p | LhWy@p | Up Wo @
lokdlis koordindta
rendszerben

Elmozduldsok a d] dz d3 d4 d5 d6 dl d2 d3 d4 d5 dé d1 dz d3 d4 d5 d6 dl d2 d3 d4 d5 dé
lokdlis koordindta
rendszerben

Lokdlis kédok 123 456 123 456 123 456 123 456

Globdlis kédok a 123 456 789 101112 131415
peremfeltételek
nélkiil

Globdlis kédok a 001 234 567 8910 oo11
peremfeltételek
mellett

Elmozduldsok a 004 4y d3 dy d5 dg d7 dg dg djo 004
globdlis koordindta
rendszerben

Elem végpontok a 1 2 3 4 5
globdlis koordindta
rendszerben

6.1 tdbldazat. Elmozdulds paraméterek a lokdlis és globdlis koordindta rendszerben

A 6.1 tdbldazat segitségével konnyen dtlathaté a lokdlis és globdlis koordindta
rendszerekben megadott elmozduldsok kozotti kapcsolat. A tdbldzat nem csak az
elmozdulds vektor meghatdrozdsdban, hanem a globdlis merevségi mdtrix elédllitdsdban
is segitséglinkre lesz. A tdbldzatbdl “kiolvashatd”, hogy az egyes elemek végpontjaiban
mely elmozduldsok lesznek azonosak. A szerkezet valés elmozduldsa csak a globadlis
rendszerben megadott elmozdulds paraméterekkel jellemezhets, ahol figyelembe
vettiik a tdmaszok hatdsdt, mint peremfeltételeket.

6.2 A globdlis merevségi matrix elgallitasa

Az elemi merevségi madtrixok elédllitdsa az elsé fejezetben tdrgyalt médon az 1.24
szerint torténik. Abban az esetben, amikor a lokdlis koordindtairdnyok nem egyeznek
meg a globdlis koordindta tengelyekkel, akkor az elemi merevségi matrixokat a globdlis
koordindta rendszerbe kell transzpondlnunk (ldsd a 6.1 dbra szerinti 1. és 2. jelii
rudelemeket).

A lokdlis koordindta rendszerben az elemi merevségi matrixok az aldbbiak:
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ks

k55 } 6.1)

kll k12 k22 k23 k k k
k= [k kzz ke = kZWkZ? ks = k k44 kg = k

ahol

EA/L, 0 0
ki=| 0 12EL/L3 6EL/L?
0  6EL/L? A4EL/L

A globdlis koordindta rendszerbe transzformdlt elemi merevségi mdtrixok az
aldbbiak:

=Tk, ki=ko, ki=ks, Ki=T,TkT, (6.2)
ahol
[ coso; sina; O O 0 l
—sin a; Cosq; 0 0 0
T 0 0 1 0 0

0 O cosa; sing;
0 O -sing; cosg,
0O O 0 0

~ O O O O O

O O o

A kompildldst a 6.3 szerinti globdlis koordindtarendszerbe forgatott elemi mdatrixok
azonos felsé indexi k'l + k™ blokkmdtrixainak 6sszegzésével nyerjiik.

k*ll k*lZ k*22 k*23 k*33 k*34 k*44
kik *21 *22 ! k; - *32 *33 k; - *43 *44 ' kz - *54
k2 k3 el D K,

A peremfeltételek figyelembe vétele nélkiil a teljes merevségi matrix mérete 15x15

k*45

k*55} (6.3)

elemd, mint azt az el6zdekben Idttuk, illetve a 6.1 tdbldzatbdl kiolvashaté. A teljes
merevségi matrixot az elemi matrixok kompildldsdval kapjuk a kovetkezé séma szerint,

ahol a kitoltott e jel jeldli a zérustal kiilonbozé elemeket.
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¢ o o o o o (64)

A tdmaszok miatt a globdlis koordindtarendszerben felvett 1 és 5 jel csomopontok
eltoléddsait megakaddlyoztuk, ezdltal a peremfeltételek figyelembevételével a

merevségi mdtrix 11x11 elem( lesz, amit az el6z6 6.4 matrix els6 két sordnak és
oszlopdnak, valamint a 13. és 14. sordnak és oszlopdnak torlésével kapunk.

K= e o o o o o, (65)
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7. Sikbeli és térbeli keretek végeselemes megoldasa az AXIS VM8
program segitségeével

7.1 Sikbeli keretek. Merev és félmerev kialakitasu oszlop-gerenda kapcsolatok

Hatdrozzuk meg a sikbeli keret igénybevételi dbrdit teljesen merev és félmerev
(Sy=19*10"kNm/rad) oszlop-gerenda kapcsolat esetén. Az AXIS VM8
alkalmazdsdhoz megadjuk a szerkezet kiindulé adatait.

| IPE360
I
S =35 o
N 2.400 2.400 2400 S S
I I
7.200

5.1 dbra. Sikbeli keret geometriai adatai
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5 o
S =
— —
| 2]
-10.52 \ 10.52
2 2
« «
= =

z

L.

5.2 dbra. A nyomaték dbra teljesen merev oszlop-gerenda kapcsolat esetén

0.00043 [2]

0.00094

1

-0.00021

5.3 dbra. Elforduldsok a deformdlt tartén
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-1.92

L

7.92

7.92

N [2]

®

®

_

7.92

-16.08

3]

5.4 dbra. A nyomaték dbra félmerev oszlop-gerenda kapcsolat esetén

7.1 Terbeli keretek modellezése az AXIS VM8 program segitségével

Hatdrozzuk meg az 5.4 és 5.5 dbrdn lathaté keretszerkezet igénybevételi dbrait
teljesen merev és félmerev (Sy = 1,9 * 10*kNm/rad ) oszlop-gerenda kapcsolat esetén.
Tervezze meg a csarnok lefedését és a hosszirdnyl merevitését!
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| IPE240
I

, HE200A
HE200A |,

4.000

6.000

5.4 dbra. A keretszerkezet kiindulé adatai

5.5 dbra. A keretszerkezet kiindulé adatai

40



PMSTNB 260

Végeselemes modellezés

8. Tarcsak végeselemes modellezése
8.1 Alapegyenletek

A 8.1 dbra szerinti belsé metszeterdk vektora:

sT=[sc S, Syl=h ny Nyl

Az elmozduldsok vektora:

u' =u v].
LV 4
Y n,dx n
e
nydy Ny dy
dy | —» —
Ny dy Ny dly
\4 >
NyxdXx nydx
dx
8.1 dbra

Az alakvdltozdsok vektora:
T

Az anyagtorvény:

€ =[8x SY yxy].

(8.1)

(8.2)

(8.3)
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T
E=— 51 0 | (8.4)
“Hlo o (1-p)2

A belsg erdk és az alakvdltozdsok kozotti osszefiiggést a 8.1 és 8.4 kifejezések
alapjdn a tdrcsdkra vonatkozé Hooke-torvény adja:

S=Ee. (8.5)

Az elmozduldsok és az alakvdltozdsok kozotti kapcsolatot az aldbbi kifejezésekkel
Jjellemezziik:

_ou ov ou  ov (8.6)

Ey = . &, = — , = — 4 —.
*Tox Y Ty YTy T ox
Vezessiik be az aldbbi operdtort:

o/ox 0
D=| 0 a/oy], (8.7)
aloy 0/ox

igy az alakvdltozdsi vektor matrix alakban az aldbbi formdban irhaté

o/ox 0 y
e=| O 8/@[}. (8.7)
v
o/oy 0/ox

8.2 Haromszdg elemek

A tdrcsdk végeselemes modellezésének egyik lehetséges médja, hogy a feliiletet
hdromszég elemekre bontjuk. Az elmozdulds modszeren alapulé végeselemes
modellezés elsé |épéseként kozelitsik a 8.2 szerinti elmozduldsokat az aldbbi
polinomokkal:

u(x,y) = a +a,x +agy, (8.8)
V(X,y) = a4 + 05X +agY, (8.9)

azaz mdtrix alakban
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ahol az egyiitthaté matrix

Y.V

u=Xa, (8.10)

1 xy 00O
x_0001xy' (8.11)

V2
7]
Vi
V3
U3
3

\/

8.2 dbra: A hdromszdg tdrcsaelem elmozdulds paraméterei

A 8.2 dbra szerinti hdromszog “véges elem” csoméponti elmozduldsait az aldbbi

formdban kapjuk:

ahol

d' =y v u v, y v]=[d & & d & &l

d=Aaq, (8.12)

(8.13)
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_1 X1 YI O O O 1
O O O 1 Xl YI
1 X2 YZ O O O
_ 14
A O O O 1 X2 yZ (8 )
_O O O 1 X3 Y3_
a=Ad, (8.15)
ahol
Xy,3 0 xyz33 0 xyp, O
Y23 0 Y31 0 Y12 0
at_ 12 0 x3 0 x5 O (8.16)
2A| 0 xy,3 0 xy;; O xypl|
0 Y23 0 Y31 0 Y12
0 X3z 0 x3 0 x4
és

XYij =XiYj = Xj¥io Xij =% =X, Yij =Yi ~Yj. 2A=Xp1Y31 — X31Y21-

Az alakvdltozdsok és a csoméponti elmozduldsok kozotti 6sszefiiggést a 8.6 alapjdn

hatdrozhatjuk meg:

e=Du=DXa=DXAd=-BAld, (8.17)
ahol
o/ax O 010000
1 000
Bzoa/ayog(’;lx -lo 0000 1 (8.18)
0/oy o/ox Yoo1010

8.3 Az egyensiilyi egyenletek

Az egyensllyi egyenletrendszer meghatdrozdsdhoz induljunk ki a potencidlis energia

fliggvénybdl:
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n=1 [e'EedA- [g" udA— [pT udP, (8.19)
2 () (A) ®

ahol g a tomegerék, p pedig a peremerdk vektora.

Az alakvdltozdsokra és a csoméponti elmozduldsokra vonatkozé 8.10, 8.12, illetve
8.15 kifejezések behelyettesitésével kapjuk:

n = 1dT(A-1)T[ [BTE BdAJ(A‘I)d ~ [g"NddA- [pT NddP, (8.20)
2 (A) (A) (P)

ahol
N=XA", (8.21)
az alakfiiggvények matrixa.
Az egyensllyi egyenletrendszert a 8.17 alapjdn a teljes potencidlis energia minimum
tétele alapjan irhatjuk fel:

2—220 ~ Kd-gq, (8.22)
ahol
K= (A‘I)T[ [BTE BdAJ(A‘l), (8.23)
(A)
q= [g'NdA+ [p" NdP. 8.24)

(A) P
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8.4 Tarcsa feladatok megoldasa az AXIS program segitségével

Hatdrozzuk meg 8.3 dbra szerinti tdrcsa feladat igénybevételeit! A tdrcsa anyaga
C16 beton. A terhek a 2-es és 38-as elem élén q, = qzg = 66,67 kN/m, a 20-as és a 8-as

elemeken pedig g5 = gg =133,33kN/m. A felvett vastagsdg v =10 cm.

0.500

29 Kl 35 7 3 23 " 47 4 26 14 56 42 9 21 2

5 30 7 36 24 25 48 49 27 28 57 58 43 4 22 20

17 19 32 34 12 50 13 53 15 59 16 62 45 10 39 §

1 18 6 33 51 52 54 55 60 61 63 64 46 44 40 38
2.000

8.3 dbra: A tdrcsa geometriai adatai

-0.116 -0.393

-0.115 ~ -0.392

t 2077 ‘ -2.887

-2.077 ‘—2.887
|

HE |
— !
LA i ]
-10.94385 0 3 yg |
N -13'693 ologg

-12.307

-131692

S 12307 133603

|
& -12:307

-13.692

-15.097,

-15.088

-15.097

8.4 dbra: A tdrcsa z tengely irdnyd eltoléddsai [mm]

Linear Analysis 0.650

Code : MSZ

ICase  :1 |
E (W) : 1.65E-11
E(P) :1656-11| ghis

E (Eq) : 2.02E-12

Comp. : eX [mm]

1.450 1.673 1.876

P27

2.057

2.217

2.355

2.472

2.568

2.643

2.696

2.728

2.

43

58

8.5 dbra: A tdrcsa x tengely irdnyd eltoloddsai [mm]
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9. Tarcsak végeselemes modellezése

A tdrcsdk végeselemes modellezésének egyik lehetséges médjat, a feliilet
hdromszog elemekre valé bontdsdt, az el6zé fejezetben tdrgyaltuk. A mdsik lehetdség
a négyszog elemekre torténd felbontds, amelynek pontossdga a kozelité polinom

méretének fliggvényében tovdbb javithatd.

9.1 Négyszdg elemek

Kozelitsiik a 9.1 dbra szerinti u(x,y), v(x,y) elmozduldsokat az aldbbi polinomokkal:

u(x,y) = ay + GX + agy + agXxy ,

V(X,y) = a5 + GgX + a7y + GgXy,

azaz matrix alakban

ahol az egyiitthaté mdtrix

X = 1 x y xy O 0O O
/0 00 0 1 y xy|
Vi V2
1 U 2 &
Yy, Vv
b/2
X, u
b/2
AV4 Av3
Uy U3
4 3
a/2 a/2

A\
A

(9.1)
(9.2)

(9.3)

(9.4)
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9.1 dbra: A négyszog tdrcsaelem elmozdulds paraméterei

A 9.1 dbra szerinti négyszog "véges elem” csoméponti elmozduldsait az aldbbi
formdban kapjuk:

d=Aa, (9.5)

ahol

d'=[y vi b V2 g vz vgl=ld & & dy & 4 & gl (96)

1 -a/2 -b/2 ab/4 0 O 0 0
0 0 0 0 1 -a/2 -b/2 ab/4
1 a/2 -b/2 -ab/4 0 O 0 0
0 0 0 0 1 a/2 -b/2 -ab/4
A=l1 a/2 b/2 /4 0 0 O o | (3.7
0 0 0 0 1 a/2 b/2 ab/4
1 -a/2 b/2 -ab/4 0 O 0 0
0 0 0 0 1 -a/2 b/2 ab/4
A 9.5 egyenletrendszer megolddsdval kapjuk az a vektor értékét:
a=Ad. (9.8)

Az A egyiitthaté mdtrix inverze egyszerl formdban megadhaté, ha szepardljuk a
9.5 egyenleteket v, v; vdltozék szerint.

A=A O (9.9)
0 Ay

ahol

1 —-a/2 -b/2 ab/4
- o |1 a/2 -b/2 —ab/4
Ac=Av=l1 /2 b2 ab/4 | (5.10)

1 -a/2 b/2 -ab/4

Az )iu és )iv blokkmdtrixok inverz matrixa:
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1/2 1/2 1/2 1/2
.1 .1 ql-1/a 1/a 1/a -1/a

Ac=A =3 /b _1/b 1/b  1/b 1)
2/ab -2/ab 2/ab -2/ab
A 9.9 matrix inverze:
-1 o1
A=A O (9.12)
0 Ay
A 9.12 alapjan a 9.7 mdtrix inverze:
1/2 0 1/2 0/1/2 0 1/2 O]
-1/a 0 1/a 0 1/a O -1/a O
-1/b 0 -1/b 0O 1/b 0 1/b O
1/2/ab 0 -2/ab 0/2/ab O —-2/ab O

a1
A =310 172 0 1/20 1/2 0 1/2 | (9.13)

0 -1/a 0 1/a |0 1/a O -1/a
0O -1/b 0 -1/b|0 1/b 0O 1/b
_0 2/ab 0 -2/ab|0 2/ab O —2/ab_

9.2 Az elemi merevségi matrix

Az elemi merevségi mdtrix meghatdrozdsakor ismét az alakvdltozdsok és az
elmozdulds paraméterek kozotti 6sszefiiggésbél indulunk ki.

e=Du=DXa=DXA'd=BAd, (9.14)
ahol ebben az esetben
o/oax 0O 010y o0000O
1 00 00
B=| 0 a/ayogyo’g'lx |0 000001 x]@15
o/dy o/ox Yl loo1x 010y
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Az alakvdltozdsok vektordt a 9.15 és 9.13 9.14-be t6rténé behelyettesitésével
kapjuk:

2y-b 0 |-2y+b 0O 2y+b 0 |-2y-b 0 %

1 4
d;
d,

szzab 0 2x—-a O -2x—-a O 2x+a O -2x+a
2x-a 2y-b-2x-a -2y+b@2x+a 2y+b|-2x+a -2y-b

(9.16)

ahol d i=12,34 csoméponti elmozdulds paraméterek.

Az egyensllyi egyenletrendszert szokdsos modon a teljes potencidlis energia
minimum tétele alapjdn hatdrozzuk meg:

- JeTEedA~ [T udA~ [pT udP, (9.17)
* o) ¢)

T

ahol g a tomegerdk, p pedig a peremerdék vektora.

Az egyensllyi egyenletrendszert az alakvdltozdsokra vonatkozé 9.16 kifejezés 9.17-
be valé behelyettesitésével kapjuk az alabbi médon:

on
=0 = Kd=q, (9.18)
ahol a merevségi matrix
K= (A‘I)T[ [BTE BdAJ(A‘l), (9.19)
(A)

azaz a 9.16 kifejezés egyiitthato mdtrixa behelyettesitésével elddllithaté.

A tehervektor 9.3, illetve 9.4 behelyettesitésével

q= [g'NdA+ [p" NdP. 9.20)
(A) ®

ahol
N=XA"l (9.21)
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10. Tarcsdk végeselemes modellezése

A tdrcsafeladatok végeselemes modellezésére két lehetséges kozelitést
mutattunk be 8. és 9. fejezetben, a hdromszog, illetve négyszég elemekre torténd
felbontdst.

10.1 Az elemi merevségi matrix meghatarozasanak bemutatdsa egy adott példan
keresztiil

A modell felépitésének fobb |épéseit egy mintapélddn keresztil mutatjuk be,
amelyet Bojtdr Imre -Gdspdr Zsolt: “Végeselem mddszer épitémérnckoknek” cimi
konyvébdl vettiink at. A feladatot az x, y koordindtasikban dbrdzoltuk a
csomépontokhoz rendelt elmozduldsokkal. A Poisson-tényezg értéke 0,2.

A

10.1 dbra: Tdrcsa feladat hdromszagelemmel

A merevségi mdtrix meghatdrozdsadt a 8.23 szerint végezziik:

K= (A‘I)T[ [BTE BdAJ(A—l), (10.1)
)

ahol most a sikbeli fesziiltség dllapotra vonatkozé 8.4 szerinti kifejezés
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0 [1 02 0
- 7|02 0
-0.2% ¢ (1-0,2)/2

Végezziik el 8.16 és 8.18 kifejezések alapjdn az aldbbi mdtrixszorzdst:

|
O O O

~ O O

 XY23
1 Ya3
X32
0
40
0

o O O
~ O O
o -~ O

0
0
0

XY23
Y23
X32

XY31
Y31

X13
0

0
0

0
0
0

XY31
Y31
X13

(10.2)
Xy, 0]
Y12 0
X1 0
. (10.3)
0 Xy
0 Y12
0 X21 |

és XYij = XY = X¥i, Xij =% =X, Yij =Yi ~Yj. 2A = Xp1Y31 — X31Ya1-

A megolddsként kapott kifejezésbe helyettesitsiik be a csomdponti koordindtdk

aktudlis értékeit:

Y23 O

1Ox32

BAl=-_—
2A
Y23

X32

ysi. O vyp -6
O X13 O x21 = 3—4 O
X31 Y13 X21 Y12 2

0
2
-6

4 0 20
0O -7 0 5|,(104)
-7 4 5 2

amelyet a merevségi mdtrix 8.23 szerinti kifejezésébe helyettesitve az aldbbi

megolddsra jutunk:

_ Eh
~ 68-0,96

376 -72 -296 116
-72 184 184 -236
-296 184 356 -168
116 -236 -168 554
-8 -112 -6 52
-44 52 -16 -318

-8
-112
-6
52
14
6

— 4,47
5,2
~16
~318]

6
266

(10.5)
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10.2 A redukadlt terhek meghatdrozasanak bemutatdsa egy adott példan keresztiil

A redukdlt terhek vektordnak meghatdrozdsdt szintén egy mintapélddn keresztiil
mutatjuk be, amelyet ugyancsak Bojtdr Imre -Gdspdr Zsolt: “Végeselem mddszer
épitémérnckaoknek” cim( konyvébdl vettiink dt.

Y.V

4m

10.2 dbra: A tdrcsaelem terhelése

A tehervektor meghatdrozdsa a kiilsé potencidlis energia (8.20) alapjan a kovetkezd
alakban keresendé:

q= Jp" NdP. (10.6)
)
ahol
N=XA"T (10.7)
1 xy 000
x_0001xy. (10.8)
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[ XY23
Y23

X32
0

0

0

0
0
0

XY23
Y23
X32

XY31
Y31

X13
0

0
0

0
0
0

XY31
Y31
X13

XY12
Y12

X21
0

0
0

0

0
0

XY12

Y12

X21 |

(10.9)

ahol Xy;; =Xy = Xj¥i, Xij =X = Xj, Yij =Y —¥j, 2A = Xa1Y31 — X31Y21-

A matrix szorzds elvégzése utdn a bazis fiiggvények az aldbbi alakot &ltik:

N,
N-= 0
_1_X_Y _X
ahol N1 = 2 3, N2 4, Nl

0O N, O Ny O
N, 0 N, 0 Ngl|'
Y
3

(10.10)

A 10.2 dbra adatainak behelyettesitésével az x, y szerinti vdltozékat s fliggvényeként

irunk fel:

s
X=y=—

s < zlzﬁ
\/51 ' 0

_g >

3
—Px =Py zﬁ[l

A 10.6 kifejezésbe vald behelyettesités utdn az eredmény:

S S

1- > > 0
4.2 3.2
0 1-_S___S_
42 3.2
S 0
50 A _1
= 4\/§ il_i|: :|ds
k g 0 S \/5( sojl ’
4.2
S
> 0
3.2
0 S
i 3.2
1
- - [-84 84 -18 18 -24 24].
9 =25 ]

(10.11)

(10.12)
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11. Lemezek végeselemes modellezése
11.1 Alapfogalmak

A tantdrgy keretén beliil csak a vékony lemezek végeselemes modellezésével fogunk
foglalkozni, azaz sikbeli fesziiltségdllapotot feltételeziink. A 11.1 dbrdn x,y koordindta

sikban adtuk meg az elemi tartora haté metszeteréket. A vékonylemezek esetén az
elmozduldsok vektora csak egy elemet, a 111 dbra szerinti w(x,y) lehajldst

tartalmazza:

u’ =[wix,y)]. (11.1)

11.1 dbra: A lemezelem belsé ergi

11.2 Alakvdltozasok és belsd erdk vektora

Az alakvdltozdsok vektora:

2 2 2
e =—[6 Wwoow R W] (11.2)

Ox oy oxy

Az anyagtorvény:
1 pn 0
3
E:LZH 1 o | (11.3)
A=l o (1-p)y2
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A 11.1 dbra szerinti fliggetlen belsé erdk vektora:

sT=[s, s, Syl=Im m m,l. (11.4)

A belsé erdk és az alakvdltozdsok kozotti 6sszefiiggés matrix alakja:

S =Ee, (11.5)
azaz
m, = %(wxx + pwyy), (11.6)
my = lz(f—’iz)(ww W ), (11.7)
My = 125—*_‘12)(1 . (11.8)

11.3 Négyszdog elemek

Kozelitsiik a 11.1 dbra szerinti w(x,y) lehajlds fiiggvényt az aldbbi 16 elemii kubikus
polinommal:

W(X, Y) =0 +GX+azy + 04X2 + agXYy + 06y2 + 07X3 + 08X2y + 09Xy2 +

3 3 3 2,2 2,3 3,2 3,3
QuoY~ +AyXY” + QX Y + G3X YT + A X YT + a5XTY + e XY”, (11.9)

azaz mdtrix alakban

w=Xa, (11.10)

ahol

X7 =[1 xy x% xy y® x3 x%y xy?y® xy3 x3y x%y? x%y3 x3y? x3y3] (11.11)
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=
a'=loy @ a3 a5 05 a5 o7 G a g oy G a3 Gy a5 agl. (1112)

Az elmozdulds paraméterek vektora a kozelité fiiggvénynek megfeleléen a 11.2 dbra
szerinti négyszdgelem sarokpont jaiban felvett

d'=[d d& d; d]. (11.13)
ahol

dT =l wg wy we i-1234. (11.14)
dj Z[W4 Wxa Wyq ny4] d; =[w3 W3 W3 nys]

4 3 A

b

A y

1 X 2 |
o :[Wl Wxr Wyt WXYI] & I[Wz Wio Wyo Wyy2

a

11.2 dbra: A lemezelem elmozdulds vektorai

Az elmozdulds paraméterek a szokdsos modon megadhatdk

d=Aa, (11.15)

igy a lehajlds fiiggvényt az aldbbi formdban kapjuk:
w=XAd. (11.16)
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Az A egyiitthaté mdtrix elddllitdsdhoz adjuk meg a lehajlds fiiggvény x, y és xy
szerinti derivdltjait:

w=O+c12+O+204x+a5y+0+3a7x2+208xy+09y2+
0+ ayy> +3a15X2Y + 202XY2 +2014XY° + 3a1sx%Y2 + 3a;,X°Y3 (11.17)
11Y 12X°Y 13XY 14XY 15X°Y 16XY

M:O+0+G3+0+05X+2C‘6Y+0+°8x2+209xy+

3010Y2 + 3anxy2 I 012x3 + 2013X2Y + 3c114x2y2 + 2a15x3y + 3a16x3y2 . (11.18)
2
owe(x,y) =0+0+0+0+a5+0+0+2agx +2agy +
oXoy

0+ 3ay7y? + 3a;,x2 + 4ag3xy + 6a4xy® + 6a5x°y + 9a;,x%y? (11.19)

Az A egylitthatéo madtrix elemeit a 11.1 tdbldzat tartalmazza. Az A egyiitthaté

matrix inverzének elemeit a 11.2 tdbldzatban adtuk meg.

11.4 Az alakvdltozasok meghatdrozdsa

Az alakvdltozdsokra vonatkozé 11.2 szerinti kifejezés 11.16 behelyettesitésével az
aldbbi alakot 6lti:

e’ =-DXAld=-BAld. (11.20)
ahol
0 002006x2y 0 0O 0 6xy 2y2 2y> 6xy? 6xy’
B=|0 00002 0 0 2x 6y 6xy 0 2x* 2x% 2x3 6x%
0 00020 0 4x 4y 0 6y® 6x° 8xy l2xy? 12x%y 18x%y?

(11.21)

58



PMSTNB 260 Végeselemes modellezés
1 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1 1

2

3

4 1

5 1 2 a

6 2a 3a®

7 a a® a®

8 1 2a 3a°

9 1 a® ab b2 a3 a°b ab® b3 ab3 ab a’b? a’b’ a’b? a’p3

10 2a b 36 |2ab | b? b3 3¢ | 2ab® |2ab® | 3ad%? |34%°

1 a 2b a® 2ab 3b? 3ab? a3 2a%b 3a%b% | 24d% 3a%?

12 1 2a 2b 3b2 36> |4ab [ 6ab® |6a’b | 9%

13 1 b2 b3

14 b b2 b3

15 2b 3b2

16 1 2b 3b2

11.1 tdbldzat: Az A mdtrix elemei (az iiresen hagyott helyek értéke zérus)
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16
I
2 1
3 1
4 | 3/a° |-2/a 3/a° /a
5 |1
6 | _3/p? 2/b 3/b% /b
7 | 2/48 1/a® 2/a3 1/ a®
8 3/a® | 2/a 3/a° | -va
9 -3/b% -2/b 3/b? /b
101 ,p3 1/b? 2b3 1/b?
1 2b3 /b2 2b3 /b2
12 2/a3 1/a® 2/a® | vad®
13 - -
9/a%b% | 6/ab® 6/ a’b 4/ab 9/a%b% | 3/ab? 6/a%b | 2/ab 9/a%b% | -6/ab® | 3/a%b 2/ab 9/a%b? | -3/ab% | 3/a%b 1/ab
14 | - - - -
6/a%b% | -a7ab® | 3/a%0? | -2/ab? | 6/a%b3 | -27ab3 | 3/0%? | -17ab® | 6/a%b3 | 47ab® | 3/a%b% | -27ab® | 6/a%b° | 2/ab3 | 3/a%b? | -1/ab?
15 |- - - -
6/a%b? | 3/a°b? | -4/a% | -2/0%b | 6/7a3% | 3/0%0% |4/a3d | -2/7a%b | 6/a%% | 3/a%b% | -2/a3b | -1/6%b | 6/a3?% |3/0%% | 2703 | -1/7a%
16 - - - - - - -
4/a%3 | 2/7d% | 2/7a%? | 17a%? | 4/a33 | 270?03 | 2/a%0% | 170?02 | 4733 | 27?3 | 2/a%b% | 17a®b? | 4/a303 | 270?63 | 2/a3? | 1/4%b?

11.2 tdbldzat: Az A™! mdtrix elemei (az iiresen hagyott helyek értéke zérus)
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11.5 Az elemi tarté merevségi matrixa és a tehervektor

A merevségi madtrix meghatdrozdsdndl most is ugyandgy jarunk el mint a tdrcsdk
esetén, azaz a teljes potencidlis energia fiiggvény szélséértékét keressiik:

:% [eTEedA- [g" udA— [pT udP, (11.22)
(A) (A) ®)

T

ahol g a tomegerdk, p pedig a peremerdk vektora.

Az alapdsszefiiggések (11.1 - 11.21) kifejezéseinek behelyettesitésével a formailag a
tdrcsa feladatokéval megegyezd, de tartalmilag eltérd osszefiiggést kapjuk:

7= 1dT(A‘1)T[ [BTE BdAJ(A‘l)d ~ [g"NddA- [pT NddP, (11.23)
2 (A) (A) ®)

ahol
N=XA", (11.24)
az alakfiiggvények matrixa.
Az egyensllyi egyenletrendszert a 11.23 alapjan a teljes potencidlis energia
minimum tétele alapjdn irhatjuk fel:

on

azo = Kd=gq, (11.25)
ahol
K= (A‘I)T[ [BTE BdAJ(A‘l), (11.26)
(A)
q= [g'NdA+ [p" NdP. (11.27)

(A) P)

A merevségi mdtrix, illetve a tehervektor meghatdrozdsdhoz sziikséges A1 mdtrix
értékeit a 11.2 tdbldzat tartalmazza.
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12. Lemezek végeselemes modellezése
12.1 A kézelités pontossdga - tovdbbi lemez modellek

A lemezek végeselemes modellezésénél nem szabad figyelmen kiviil hagynunk a
lemezvastagsdg hatdsat. Az eddig targyalt vékony lemezek az dn. klasszikus Kirchoff-
Love féle lemezmodellen alapulnak. Ha lemez befoglalé méretének és vastagsdgdanak
befoglalé méretének ardnya kisebb, mint tiz, akkor a lemezvastagsdg hatdsa
szdmitdsainkban mdr nem hanyagolhaté el. A lemezvastagsdg hatdsdt is kovetd
lemezmodellt Reissner-Mindlin féle modellnek nevezziik. A lemezek végeselemes
modellezésénél, azaz az alkalmazott végeselemes modell megvdlasztdsdndl szintén
tekintettel kell lenniink a lemezvastagsdg hatdsdra. Az el6z6 fejezetben bemutatott
16 szabadsdgfokd konform négyszogelem mint emlitettiik vékony lemezek esetén
alkalmazhato. Az ismertetésre keriilé6 tovdbbi lemezelemeket, melyek ugyancsak a
vékony lemezek modellezésére alkalmasak, Bojtdr Imre -Gdspdr Zsolt: “Végeselem
modszer épitomérnokoknek” ciml konyve alapjan dllitottuk ossze. A vastag lemezek
végeselemes modellezésre tovdbbi lehetdségeket szintén Bojtar Imre -Gdspdr Zsolt:
"Végeselem mddszer épitdmérnokoknek” cimid konyvében taldlhatnak a téma irdnt
érdeklédék.

12.2 Kilenc szabadsagfokd nemkonform hdromszdgelem

Kozelitsiik a 12.1 dbra szerinti w(x,y) lehajlds fiiggvényt az aldbbi 9 elem( kubikus
polinommal:

w(x,y) = a; + aX + azy + a4x2 + a5y2 + +06x3 + a7x2y + <18xy2 + 09y3 , (12.1)

azaz matrix alakban

w=Xa, (12.2)

ahol
XT=[1 x y x% y? x3 x%y xy? y3] (12.3)
a' =[a; a, a3 a4 G5 Gy Gy Qg 09]. (12.4)
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Az elmozdulds paraméterek vektora a kozelité fiiggvénynek megfeleléen a 11.2 dbra
szerinti négyszdgelem sarokpont jaiban felvett

d"=[d, d, ds] (12.5)
ahol
diT = lWi Wi WyiJ' i= 1,2,3 . (126)

A 12.1 dbra, valamint a 12.5 és 12.6 formula alapjdn beldthatd, hogy ebben az
esetben a csomdponti elmozduldsok és a kozelité polinom mérete kozt csak akkor
teremthetd meg a kapcsolat, ha a vegyes derivdltakat elhagyjuk.

Y 3

segéd pont w3 ows/ox ows/ oy

w; owy/ox  owy/oy

segéd pont

segéd pont
egecp Wy (3w2 / 0x aW2 /é‘y

2

> X

12.2 dbra: 9 szabadsdgfokl nemkonform lemezelem

A tovdbbiakban a merevségi mdtrix és a tehervektor meghatdrozdsat az el6zd
fejezethez hasonlé médon végezziik.
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12.3 Huszonegy szabadsdgfoki konform haromszégelem

A 21 szabadsdgfokd, a 12.2 dbra szerinti hdromszsogelem esetén kozelitsiik a w(x,y)

lehajlds fliggvényt az aldbbi 21 elem(i 6t6dfokd polinommal:

W(X,y) = @) + G,X + agy + GsXY + a5XZ + agy? + a7 x> + agx®y + ... +

018X3y2 + 019X2y3 + Clzoxy4 + 021y5 , (127)

azaz mdtrix alakban

W3 aW3 /ox aW3 /ay
Wy an / 0x an /ay

0wy /ox?  o%wy/oxdy  o%w, /oy?

Wy aWZ /8X aWZ /ay

2

0w, /ox%  2%w,/oxdy  0%w,/ oy?

12.2 dbra: 21 szabadsdgfoki konform lemezelem

w=Xa, (12.8)
XT=fl x y x% xy y2 x* X%y ..xy* y°] (12.9)
GTZ[GI G a3 a4 Gy QG ay ag..... axp 021]. (1210)
A y
3

Pwy/ox?  0%wy/oxdy  0%ws/ oy?

A 12.2 dbra szerinti derivdltak elddllitdsa és behelyettesitése utdn a tovdbbi

|épések a kordbbi fejezeteknek megfelelen t6rténnek.
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13. Lemezfeladatok megoldasa az AXIS program segitségével

Hatdrozzuk meg a 4,00 x 6,00 m-es vasbeton lemez elmozduldsait és belsé

igénybevételeit! A lemezvastagsdg v =12 cm, a beton mindsége C20.

A lemez baloldali pereme befogott, a jobboldali sarokpontokban csuklds tdmaszt

alkalmaztunk.

0.011

N AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAY

avaTaTLs
S

M 6.000

L

13.1 dbra: A vasbeton lemez lehajldsa w, [mm]
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N\ ‘ [r:rzn]
) i ;- [N g ool

0.012

= ‘ -5.119

i a -10.249
15.380

L.

L.

13.3 dbra: A vasbeton lemez x irdnyd nyomatéka m, [kNm/m] - 2D szintfeliilet
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L.

L

13.5 dbra: A vasbeton lemez xy irdnyl nyomatéka m,, [kNm/m] - 2D szintfeliilet
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L.

f

N A
-

- WVAVAVAVAVAVA
ﬁ  AVAVAVAVAVAAY
B
4

L

| \UVAVAVANAVAVES
I oS

mmmmmmm

13.6 dbra: A vasbeton lemez 1 féirdnyld nyomatéka my [kNm/m] - 2D szintfeliilet

L.

5/

TAVAY
VAV

5
L

AN
AVAVAVGS

WA
A i

a
a
A i v
a
a
o o

AN

13.7 dbra: A vasbeton lemez 2 fdirdnyd nyomatéka my, [kNm/m] - 2D szintfeliilet
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mx
[kNm/m]

- VAVYAN ,/\ /\ AW Eo
y [ = \/< >/<‘/I -.T:67

37.01
29.35
21.69
14.03
6.37
=2
-8.95
-16.61
-24.27
-31.93
-39.59

Z -47.25

FEEEEE

i

 \/  AVEAVEAVEAVESV,

13.8 dbra: A nyildssal attort lemez x irdnyl nyomatéka my, [kNm/m] - 2D szintfeliilet

my
[kNm/m]

N - /\ 7N\ /\‘/‘f“‘* L e e 56

13.9 dbra: A nyildssal attort lemez y irdnyd nyomatéka m, [kNm/m] - 2D szintfeliilet
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14. Rugalmas agyazasu lemezek végeselemes modellezése

Hatdrozzuk meg a 14.1 dbrdn taldlhaté 7,00 x 11,00 m-es rugalmas dgyazdsu vasbeton
lemez elmozduldsait és belsé igénybevételeit! A lemezvastagsdg v =12 cm, a beton
minsége C20.

A lemez pereme minden oldalon, szabadon elmozdulhat. A lemez feliiletén
egyenletesen megoszlé teher hat. A 14.1 dbrdn megadott helyen koncentrdlt erét
mikodtettiink, amelynek a kornyezetében a hdlé felosztdst slritettiik.

3.226

S E T T T LV A S T e T

(a'r)

7.000
AVAVAVAVAVANANENAVAVES
AT AT A A ATATATATAA L

11.000

14.1 dbra: A rugalmas dgyazdsu vasbeton lemez hdlé generdldsa
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3.226

N

A AR

7.000

11.000

14.2 dbra: A vasbeton lemez lehajldsa w, [mm]

3.226 mx

7.000

11.000

14.3 dbra: A rugalmas dgyazdsu lemez x irdnyld nyomatéka m, [kNm/m]
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3.226

SV AVAVAVAVAVAVAVAVAV
SV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAV
A NAVAY/ W \V/ \VAVAVA
<VAV<'§,I§§S?§???¢ AV

[ =
e L T T T z
(N [ [T ISR [N 20 P 1 (o I I P K 33
O [N |01 [0 1O o o [ [ O NS (N[O v | S <
iv [0 |o [wlololelofNImlolx[al=lR] 3
Rl@ R[S0 |R[G[RN|E|e|2|o|a|~] =

AANAAANAVAVAVY
| SAANVAVAVAVAV AV
b(VAVAVAVAVAVAVAV%; 8

X

7.000

IV R—
LX 1

14.4 dbra: A rugalmas dgyazdst lemez y irdnyl nyomatéka m, [kNm/m]

11.000
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