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1. Rendszerbe sorolas

— Munka ¢és energiatételek
— Statikailag hatarozatlan tartok
— Hatasfiiggvények

2. Idealizalas

A tartd anyagara, a tarto alakjara, elemeire, a kapcsolatok kialakitasara ¢s a
terhekre vonatkozolag:

» A tart6 szilard test, amely a terhek hatdsara alakjat valtoztatja. Homogén,
1zotrop €s linearisan rugalmas.

> A keresztmetszeti sikok az alakvaltozas utan is sikok maradnak.

Megtartjak merdleges helyzetiiket a tarto hossztengelyere (Bernoulli-
Navier hipotézis).




» Kis elmozdulasokrol van szo.

» Elsérendi elmélettel szamolunk, azaz az egyenletek felirasakor a
szerkezet kiindulasi, deformalodasmentes geometriai adatait vessziik
figyelembe.

» Ervényes a szuperpozicio elve (egymasra halmozas).

A terhek lehetnek:
Tipus szerint:
» allando terhek,
» esetleges terhek.
Jelleglik szerint:
» statikai (er0 jellegli),
» kinematikai (elmozdulas, hdmérs€kletvaltozas).
Az eroterhek lehetnek:
» koncentralt vagy megoszlo,
» allo vagy mozgo.
Csak sikbeli tartokkal foglalkozunk.
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3. Mozgo teher @

A tartébn mozgo teher miikodik.

Tobb egymassal parhuzamos, egymashoz képest kotott helyzetli, mozgd
erdkbdl allo tehercsoport hatasanak vizsgalata visszavezethetd, egyetlen a
tarton veégigmenod egységnyi fiiggoleges erd hatasanak vizsgalatara.

Ha a mozgo erd helyzetkoordinataja ,,X** (valtozo), akkor a kotott &
(kszi) koordinataju ,,K” keresztmetszetben keletkez0 hatasvaltozast egy
fliggveny irja le, ez a hatasfiiggveny.

A hatasfiiggveny jele: n (€ta)
A hatasfiiggveny érteke az erd pillanatnyi helyzetetol fiigg.
Statikailag hatarozott tartok hatasfiiggvényei mindig elsorendiiek!

thfa figgveényt, amely a rogzitett paraméterli keresztmetszetben a V&l!OIZI oIIIII
X~ koordinataju helyen miikkodo fliggdleges egysegero altal 1étrehozott
erdhatast irja le, erdhatasfiiggvenynek nevezziik. Az erohatasfliggvényt

Moyulg Ez a hatasabra. - |

A meghatarozas modszerei statikai és kinematikai modszerek lehetnek.




A valosagban gyakoriak a mozgo terhek. Ilyen tipikus példak
lehetnek példaul a darupalyan mozgo6 darukocsi, vagy hidon kozlekedd
jarmu tengelyterhe. Természetesen ezek térbeli szerkezetek, azonban a
szamitas egyszerlsitése miatt mindig visszavezethetOk sikbeli vizsgalatra.

A hatasabrak készitése grafikus uton nagyon egyszerii, azonban mas
logikat kivan, mint az eddigiekben a belsd igénybevételi abrak készitése.

A megertés megkonnyitése miatt szamitas 1s mellékelve van a
mintapéldakhoz, azonban zarthelyi dolgozatban, illetve vizsgan elegendo a
grafikus uton valo feladatmegoldas.

Minden esetben kotazott abrakat kell késziteni, a nevezetes
keresztmetszetekben minden sziikséges ertéket fel kell tiintetni.

Az alapvonal eldjelezese azonoes, mint a belso 1genybeveteli abraknal
volt. A tengely felso oldala negativ, az also oldala pozitiv. Az eldjeleket
hatasabrak esetén nem szoktuk kiirni.

A tamaszerokbol rajzolt hatasabrak mindig a pozitiv oldalra keriilnek!

A nyomatéki hatasabrak mindig a huizott oldalra kertilnek!
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4. Statikai elvek alapjan

A szamitas soran csupan statikai egyensuly1 egyenleteket kell hasznalni.

Jelolesek:
n(A)), n(B,) — reakcider6 hatasabrak;
n(M,) — befogasi nyomate€k hatasabra;
N(Ny) — normalerd hatasabra;
N(Ty) = nyiroerd hatasabra;
n(My) — nyomateki hatasabra;
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1. mintapélda @

Adott egy statikailag hatarozott, mozgo6 teherrel terhelt kéttamasza,
tarto. A feladat a tarto hatasabrainak elkészitése.

F=1

ANYS

| [m]

1. abra. 1. mintapélda — mozgo6 teherrel terhelt kéttdmaszu tartd

Ha feltételezziik, hogy a mozgo teher €pp az ,,4” tamasz felett all,
akkor az 4, FamaszeforerFeke ugyanannyl, azaz egysegnyi, mint a teher,
ekkor a B, tamaszer0 erteke nulla.

Ha feltetelezziik, hogy a mozgd teher €pp az ,,B” tamasz felett all,
akkor a B, tamaszer0 erteke lesz ugyanannyi, azaz egysegnyi, mint a
teher, ekkor az Ay tamaszero ertéke lesz nulla.

Ez az egyensuly adja a tamaszerok hatasabrait.




Ez nem mas, mint egy erdvel vald egyensulyozas: egy erot egy @
azonos nagysagu, azonos hatasvonalu, de ellentétes iranyu er6 tud
kiegyensulyozni. (2. dbra)

A két vegpont kozott mozgo teher pillanatnyi helyzete donti el azt,
hogy a két tamaszer0 az adott pillanatban épp mekkora nagysagu lesz.

F=1
A% g [m] bK AB
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2. abra. 1. mintapélda — egy erével valo egyensulyozas




TamaszerOk hatasfliiggveényei szamitassal:
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Mivel csak fiiggodleges teher van a tarton, ezért normal iranyu @
hatasfiiggveny nem keletkezik.

Nyiro hatasfliiggveny szamitassal:
T

k

x<&,
T, =+A —-F

M M) — 1

X>&,
T, =+A,

N = TM(ay)
A szamitas soran balrol jobbra haladva 6sszegezni kell a nyird

hatast kifejtd eroket. Kikotjiik, hogy a mozgo teher a ,,K”
keresztmetszet elOttl, vagy mar utana 1évo tartorészen mozog.




A grafikus abrazolasnal halvanyan lerajzoljuk az eredeti n(4,) @
hatasabrat, majd minden pontjabol kivonunk ,,F”’-et, azaz
egysegnyit, tehat gyakorlatilag parhuzamos eltolas torténik negativ
iranyba (felfelé). gy megkapijuk a végleges abrat. Balrol jobbra
haladva a ,,K”” keresztmetszetig a parhuzamosan eltolt abra lesz a
vegleges, majd a ,,K” keresztmetszet utani szakaszon az eredeti
n(4,) vonala adja a vegleges abrat.

Nyomatéki hatasfliggvény szamitassal:
M k

X <&,
M, =+A & —F-(§ ~x)

Nvy) = +U(Ay) gK _gK +X

A
Mk :+Ay.é;K

Noviy) = +T1(Ay) - E;K




A szamitas soran balrdl jobbra haladva 6sszegezni kell a @
nyomatekokat, ugyanugy, mint amikor adott keresztmetszetben
nyomatekot akarunk szamolni balrol jobbra.

[tt 1s kikotjiik, hogy a mozgo teher a ,,K” keresztmetszet elotti, vagy
mar utana Ieévo tartorészen mozog.

A grafikus abrazolasnal halvanyan lerajzoljuk az eredeti n(4,)
hatasabra & -szorosat. A ,,K” keresztmetszet levetitett vonalaban lesz
a nyomat¢ki hatasfliggvény maximuma. Ezt a pontot 0ssze kell
kotni az ,,4” tamasz nulla pontjaval (a tdmaszban nulla a nyomaték
erteke). Az ,,4” tamasz ¢és a ,,K”’ keresztmetszet kozott ez a vonal
lesz a nyomatéeki hatasfiiggveny elso része. A ,,K keresztmetszet €s
a ,,B” tamasz k6zotti szakaszon pedig a megrajzolt n(4,) hatasabra
¢,-szorosanak vonala lesz az abra tovabbi része.




Hatasabrak készitése:
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3. dbra. 1. mintapélda — hatdsabrak




2. mintapélda @

Adott egy statikailag hatarozott, mozgo6 teherrel terhelt konzoltarto.
A feladat a tarto hatasabrainak elkészitése.

F=

b X
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4. abra. 2. mintapélda — mozg6 teherrel terhelt konzoltartd

Befogasi nyomaték €s tamaszerd hatasfiiggvenyei szamitassal:

SM® =0->M, 2k, =0->A,
0=F-x-M, O=-F+A,
M, =F-x A =F

Moy ) =L X=X Ma,) =1

¥




Mivel csak fiiggodleges teher van a tarton, ezért normal iranyu @
hatasfiiggveny nem keletkezik.

Nyiro hatasfliiggveny szamitassal:
T

k

x<&,
T, =+A —-F

M M) — 1

X>&,
T, =+A,

Ny = TN(ay)




Nyomateki hatasfliggvény szamitassal:
M k

Xosod
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Hatasabrak készitése:
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5. dbra. 2. mintapélda — hatasabrak




5. Kinematikai elvek alapjan
Armodszer a belsd ero-kiilsé mozgas felcserélhetdségen alapul.

Az erOhatasabrakat a tarto mozgasa révén kinematikus Gton nyert
eltolodasi abra megszerkesztesével kapjuk.
Felcserelhetoségi tételek:
P-e =Q-¢, ha P=Q=I
epq % eqp
Maxwel-tctel

Belso er0-kiils6 mozgas felcserélhetd

C12 35 2 e12
Munkatételek:
LER=als
[2=1
LPP — BP

K B
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5.1 Virtualis elmozdulasok tétele

Egy erOrendszer akkor, ¢s csak akkor statikailag lehetséges
(egyensulyi), ha barmilyen virtualis elmozdulas-rendszeren végzett
munkaJa Zerus. Vagyls az egysegerd altal okozott kiilso és belso erok
tetszélege s elmo zdulas-rendszeren végzett munkajanak

osszege, az egységerd minden helyzetében zérus.

A virtualis munka felirasahoz a tarton egy tetszoleges elmozdulas-
rendszert kell felvenni, ez kompatibilis, azaz geometriailag lehetséges
kell, hogy legyen.

Az egysegerd a virtudlis elmozdulas-rendszeren végez munkat. Ha a
vizsgalt erOhatas kiilsd erd (reakcio), akkor virtualis elmozdulast, ha
belsd erd (igénybevétel), akkor virtualis alakvaltozast, vagyis relativ
elmozdulast iktatunk be.

Ahhoz, hogy a virtualis elmozdulasnak helyet csinaljunk, a tartot at
kell alakitani:

» virtualis elmozdulashoz az eredeti kényszer komponenst kell
eltavolitani,




» virtualis alakvaltozashoz az alakvaltozas jellegének megfelelden egy @
szabadsagfoku belso atvagast kell végrehajtani.

Ez az atalakitas a tartd elmozdulasi (kinematikai) szabadsagfokat
eggyel novell, azaz fellazitja. Az atalakitassal a tarto egy
egyszabadsagfoku kényszer lancolatta alakul, amelynek elmozdulasait a
beiktatott elmozdulas, vagy alakvaltozas egyértelmiien meghatarozza. A
lancolat mentén csak elmozdulasok jonnek 1¢tre, alakvaltozasok nem.

Virtualis kiilsO munka:

» a vizsgalt kiils6 erdnek (reakcid) munkaja a beiktatott virtuélis
elmozdulason,

> a tarton mozgo egységerdé munkdja a hatarvonaldba eso virtualis
elmozdulason.

Virtualis belsO munka:

> avizsgalt belso eronek (igénybevétel) munkdja a beiktatott virtualis
alakvaltozason,

> a tarton mozgo egységerobol keletkezo belsd erdk-munkaja a virtualis
alakvaltozasi rendszeren.

Miutan az egyszabadsagfoku lancolaton nem keletkezik alakvaltozas,
ezert a virtualis belso erdk munkdja zérus.




5.2 Kilso erok (reakciok) hatasabrai kinematikai elvek alapjan

A reakcioero hatasfliggvénye a tdmasz helyén beiktatott, a
reakcioerdvel kompatibilis — azaz ellentétes 1ranyu — egyseégnyi virtualis
elmozdulasbol kapott, egységteher iranyt eltolodas fliggvénnyel azonos,
vagyis fliggdleges eltolodasi abra.

F=1
’||/ X
AL AN
| a A | [m] 5 b
1
i::::::::::::::é_::::::::::::::: ‘/j
AAD- B
1
A A
b
.

l+a _ /"I. 1

(=)
S

6. abra. Kiilso erok hatasabrai kinematikai elvek alapjan




5.3 Belso erok (igenybevételi) hatasabrai kinematikai elvek alapjan

A vizsgalt keresztmetszetbe a belsd erdvel (1génybevetellel)
munkakompatibilis, azaz megegyez0 iranyu virtualis alakvaltozast
(relativ elmozdulast) iktatunk be, ehhez egyszabadsagfoku atvagast
veégziink a tarton.

A statikailag hatarozott tartok igénybeveteli hatasabrai egy
egyszabadsagfoku sikbeli lancolat fliggdleges eltolddasi abraira
vezethetd vissza. A sikbeli lancolatok tobb merev tarcsabdl allnak,
amelyeket sikbeli kényszerekkel, legtobbszor csuklokkal kapesolunk
egymashoz, illetve a kornyezethez. Az eltolodasi abrakat Ietrehozhatjuk
szamitassal ¢s szerkesztéssel.

Szamitas:

Valamely keresztmetszet abszolit elmozdulasa egyenertékii egy
megeldzo keresztmetszet elmozdulasanak és a koztuk 1€vo relativ
elmozdulasoknak egyiittesével. A haladési irany jobbroél balra

((Ojaej): (gpiaeialgijauij)
Zart vonal elmozdulasal egyencértektiek zérussal.

(‘9 uij):O
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Szerkesztés: @

L.Akérdeéses kiils vagy belsé eronek megfelelden atalakitjuk a tartot,
azaz letrehozzuk az egyszabadsagfoku lancolatot.

2. A lancolaton beszamozzuk a tarcsakat és a hozzajuk tartozo,
kozvetleniil meghatarozhato abszolut €s relativ polusokat.

» A lancolati elemek (merev tarcsak) abszolut elmozdulasainak (goi . ei)
elfordulasi kozéppontjat abszolut polusnak, a ket tarcsa relativ
elmozdulasinak &j ,u, ) elfordulasi kozéppontjat relativ polusnak
nevezzuik.

» A két tarcsa abszolut pélusai a két tarcsa relativ pélusaival egy
egyenesben vannak.

» Harom tarcsa relativ pélusai egy egyenesen vannak.

» Abszolut polus nem mozdul el, ezért a képe az eltolédasi dbra zérus
tengelyén van.

» Az a tarcsa, amelyen egynél tobb abszelut polus-van, nem mozdul
el, igy keépe az eltolodasi dbra zérus tengelyén van.

» Ha egy tarcsa abszolut polusa a végtelenben van, a tarcsa
onmagaval parhuzamosan tolodik el.




» Abszolut cltolodas polusa az eltolédasra merdleges egyenesen van@

» Relativ eltolodas polusa az eltolodasra merdlegesen a végtelenben
van.

3. Szabadon felvessziik egy olyan tarcsa kimozdult képét, amelyik a
kivant elmozdulashoz tartozik.

4. A kimozditott tarcsahoz viszonyitva beillesztjiik az egységnyi abszolut
elmozdulast (a + kiilso erdvel ellentétes iranyban), illetve az
egysegnyi relativ elmozdulast (a + 1igénybevétellel azonos iranyban).

5. Megszerkesztjiik a lancolaton a palyat alkoto tarcsak elmozdult képet,
chhez megkeressiik a sziikséges abszolut és relativ polusokat,
felhasznalva a polusokra vonatkozo 0sszefiiggeseket.

6. Végil megszerkesztjiik a zérus tengelyt, amely az abszolut polusok
képének geometriai helye.

A hatasabrat a palyat alkoto tarcsak kepe €s a zeérus tengely kozotti
tartomany alkotja. A tartd geometriaja és a beiktatott-virtualis relativ
elmozdulasok birtokaban az abra jellemzo6 ordinatai szamithatok.




[ 2 [., II. — Tarcsak
- . (1,2) — Relativ p6lus
>0 (1), (2) — Abszolut pélus
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7. abra. Virtualis elmozdulasok beiktatasa,
1. példa
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8. dbra. Virtualis elmozduldsok beiktatasa, 2. példa




Felhasznalt irodalom @
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