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A koncentralt er0kbdl allo erdcsoportok tobbnyire jarmiivek terheit @
modellezik. A vonatkoz6 maximalis abrak legtobbje olyan elrendezéstl,
hogy nem alkalmas arra, hogy az allando¢ teherbdl szarmazo maximalis
abraval grafikusan 0sszegezziik. Ilyen esetekben a tervezés soran a jellemzo
ordinatak numerikus 0sszegzése torténik. Ezért a tovabbiakban csak az
esetleges teherbdl szarmazo abrakkal foglalkozunk. A legtobb vizsgalatnal
az erOcsoportot eloszor megfordithatatlannak tekintjiik, majd az eredmeények
osszefoglalasanal vessziik figyelembe, ha a teher megfordithato.




1. Maximalis nyomatéki abrak koncentralt teherre @

1.1 Konzoltarto maximalis nyomatéki abrai koncentralt erokre
A jobboldali végeén befogott konzoltartot az 1. dbra mutatja.

Cel a tartd maximalis nyomatéki abrajanak meghatarozasa a
rogzitett elrendezésti koncentralt erokbol allo er6csoport hatasara.
Feltetelezziik, hogy az er6csoport elfér a konzolon, vagyis d +d, </-

Rajzoljuk ,fel a ¢ koordinataju keresztmetszet nyomateki
hatasabrajat. Irjuk fel a maximalis abrak fliggveényét.
Az abra jelolésel szerint:
M. (§)=D"Bmi =0 és

—FS ha0<&<d,
M. (&)= En; =1-(FE+Es(&—d,)) had <E<d +d,
_(F&+F,(E—d)+F,(-d, —d,)) hady+d,<&<!
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1. abra. Konzoltarté maximalis nyomatéki dbraja koncentralt teherre [Kuruczné 2006]

Az M~ kifejezése az erdknek a keresztmetszetre vonatkozo
nyomatékosszegét adja. Ha =0, akkor M~
szabad vegen 1evOs keresztmetszetrl van sz6, amelynek hatasabraja a

nullvonal.

=0, mivel ekkor a konzol




Ha ¢=d,, akkor M~ =-Fd,, mert ekkor az elsé erd van mértékad@
helyzetben, a masodik ¢€s a tobbi erd zérus ordinatak folott all. Ha
&=d,+d,, akkor M| =-F (d1 +d, )— F, (dz), mivel ekkor mar a
masodik erd i1s nemzérus ordinata folé keriil. Ha =/, akkor
My, ==(F/+F,(-d )+E(/-d —d, )), amely a konzol végén 4allo
teljes erOcsoport nyomatekdsszegét adja a befogasi keresztmetszetre.

Az esetleges teherhez tartozé maximalis nyomatéki abrat az abran
lathatjuk. Az abra csak negativ tartomannyal rendelkezik. Toréspontjai
azt avaltozast jelzik, amikor egy ujabb erd keriil nemzérus ordinata fole
a hatasabrak leterhelése soran.

Lattuk, hogy az er0k mindegyik esetben a konzol végen alltak. Ha
az erocsoportot alkoto erdk kozott 1ényeges nagysagrendi eltérések
vannak, el6fordulhat, hogy egyes keresztmetszetek mertekado
teherallasdhoz nem az els6 erot kell a konzol vegere helyezni, bar ekkor
az erOk egy része mar leesik a tartorol. Ezert célszerlt az erocsoportot
alkoto erok mindegyikét a konzol vegere helyezni, €s megrajzolni a
vonatkozo nyomateki abrat.

Megfordithato erGesoport esetén a vizsgalatot az er6sorrend
megforditasara 1s el kell végezni. A maximalis abrat mindezek burkolo
abraja adja.




Konzoltarto koncentralt erokre vonatkozo maximalis negativ @
nyomateki abraja a konzol végen elhelyezett, az egyes
keresztmetszetekre nézve mértekado helyzetben 1évo erdcsoport
nyomateki abrainak burkologorbéjével azonos. A maximalis pozitiv
nyomatékok abraja a nullvonal.




1.2 Kéttamaszu tartéo maximalis nyomatéki abraja egy koncentralt @
erore

A 2. abran lathato kéttamaszu tarton az esetleges teher egyetlen F
koncentralt erd. A terhet mértékadoan elhelyezve, azaz a £ koordinataju
keresztmetszet nyomatéki hatasabrajanak legnagyobb ordinataja folé
allitva a maximalis abrak fliggvényei:

max max

ME (€)= Fry, = PEU - S s M (£) = P/ =0

A fiiggvénybdl kiolvashatd, hogy a pozitiv maximalis nyomatéki
abra egy masodfoku parabola, amelyet a =0 és a £=/ pontban kell
befliggeszteni ¢sa & =17/2 helyen van maximuma, amelynek ¢rtéke

M. =FI/4 . A negativ maximélis 4bra a nullvonal.

A B

My 2. abra. Kéttamasz tarté6 maximalis nyomatéki abraja egy koncentralt
teherre [Kuruczné 2006]




1.2 Kettamaszu tarto maximalis nyomatéki abraja két koncentralt @
erore

Az F;¢€s F, koncentralt erok d tavolsaga rogzitett, jarmivek terhét
szemléltetik. Legyen F,>F,, és bar az ilyen teher sorrendje
megfordithato, a vizsgalat kezdetén ezt a feltételt még nem tekintjiik
ervényesnek. A 3. abra egy tetszoleges ¢ koordinataju keresztmetszet
nyomatcki hatdsdbrajat mutatja. A legnagyobb nyomaték akkor ¢bred a
keresztmetszetben, ha a ket erd egyike all a csucs felett. Ha a
keresztmetszet baloldali tamasz kozelében van, akkor az F'; erd all a
csucs felett, hogy a legnagyobb nyomatek keletkezzen a
keresztmetszetben, ha viszont a jobboldali tamasz kozelében van, akkor
az F, er0 van mértékado helyzetben. Hatarozzuk meg a ket esetet
megkiilonboztetd, a tamaszkozt két részre 0szto ¢, szakaszt. A
viszonyitott terhek szabalya alapjan annak feltetele, hogy az F'; erd
alljon a csucs felett, az F',+F,=R eredd figyelembevételeve a

OS%RSFI, azaz 0S§£%l

E
feltétel teljesiilése, amelybdl &, kifejezhetd: &, = Ell




Ha tehat 0 <5 <¢, akkor F, erd 4ll a cstics felett, ha pedig @

&< & <[, akkor F,, ahhoz, hogy a teherallas mértekado legyen. A
maximalis nyomateki abrat a ket szakaszon kiilon-kiilon kell
meghatarozni.

A 0 <& <E, szakasz vizsgalata:
Ekkor F, all a csucs felé, igy a maximalis nyomatekok fuiggvénye

Mi(2) = i+ En; =k S g S G e o=

max max

A pozitiv maximalis nyomatéek fliggvényet az erdk eredoje segitsegevel
is felirhatjuk a 3. abra jelolései szerint

M ) = - S50

max

ahol 7, az R eredo F', er6tdl valo tavolsaga. A pozitiv maximalis
nyomatek fiiggvénye masodfoku parabolat ir'le, amelyet a £=0 €s

a &=[-1, pontokban kell befliggeszteni, mivel itt M ri;(l =0,




A legnagyobb pozitiv nyomatck a

F+
deax(&)l P R (l O tl _ 2&) =0

dg
alapjan a ({=I[-t,)/2 helyen keletkezik, €s nagysaga ennek
behelyettesitésevel

2
MF+ :R(l_tlj
max l 2

A vonatkozo parabola a 3. abran lathato.

A & < &< szakasz vizsgalata:
Ekkor F, 4ll a csucs felett, igy a maximalis nyomatékok fuggvénye

M (&), = Fny + g = 8md)=0-8) p QD i ()

max l l max
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3. abra. Kéttdmasza tartd6 maximalis nyomatéki abraja két
koncentralt teherre [Kuruczné 2006]




Irjuk fel ezt is az eredd segitségével az abra jeldlései szerint @
ME* (&)2 4 Rﬂfi R i(l B i)(i — tz)

max l

ahol 7, az R eredo F), er6tdl valo tavolsaga. A pozitiv maximalis
nyomatek fliggvénye most is masodfokl parabolat ir le, amelyet a {=¢,
és a £=[ pontokban kell befiiggeszteni, mivel itt M J (f )2 =0,

A legnagyobb pozitiv nyomatek az

F+
deaX (&.’)2 = R (l _ t2 _ 2&) =0
dg [
alapjan ({=[+t;)/2 helyen keletkezik, €s nagysaga ennek
behelyettesitésevel
N R(l—tzjz
max, l 2

A szakaszhoz tartozo parabola a 3. dbrdn lathato.

A maximalis nyomateki abrat a fentiekben meghatarozott ket
parabola burkologorbéje adja meg az dbra szerint. A két parabola
metszéspontja a ¢, érteknél van, egyszersmind az egyes parabolak
erveényesseégl hatarat valasztja el.




Mivel I7,>F, feltétellel éltiink, a ¢,<¢, kovetkeztében a nagyobbik @
er0hoz tartozo parabola maximalis ordinatdja nagyobb. Ha a két erd
egyenlo nagysagu, akkor szimmetrikus abrat kapunk a ¢,=¢, feltételbdl.

Mindeddig ugy tekintettiik, hogy az er6csoport nem megfordithato.
Most oldjuk fel ezt a megszoritast: ha a teher megfordithatd, akkor a
kapott maximalis abrat is ,,megfordithatjuk™, vagyis a tamaszkozépre
tilkrozzik. A maximalis nyomateki abrat megfordithato teher esetén a
nem megfordithato teherre rajzolt maximalis abra tiikrozésével nyerjik.

Ket erobol allo megfordithatd erdcsoport eseten tehat elegendo a
parabolat a nagyobbik erore elkesziteni, €s a tartd szimmetriatengelyére
tiikrozni.




1.3 Kettamaszu tarto maximalis nyomatéki abraja tobb koncentralt @
erore

Haromnal tobb koncentralt erobdl allo erocsoport esetén a feladat az
el6zokhoz hasonlo, de sokkal bonyolultabb. Két €¢s harom erd esetén
lattuk, hogy a legnagyobb nyomatékot eredményez6 mertékado
teherallasban az eredo és a mértekado helyzetben 1€vo erd
szimmetrikusan kozrefogja a tartdo kozepét.

Ugyanakkor az 1s lathato, hogy a megfordithatosag miatti tikkrozes
soran a tartokozep kornyezetében egy konstansnak tekintheto szakasz
jelenik meg. Ennek alapjan ugy kozelithetjiik a maximalis abrat, hogy a
tartd kozepet kozrefogjuk az eredovel €s a hozza legkozelebb eso
erovel, ¢s az ott kialakitott vizszintes szakaszon felmerjiik az

~e. R(I-tY
Moo =—| —=
’ l(2j

erteket, majd attol jobbra €s balra parabelat rajzolunk.




4. abra. Kéttdmaszu tarté maximalis nyomatéki abraja tobb koncentralt teherre [Kuruczné 2006]




2. Maximalis nyiroero abrak koncentralt teherre

2.1 Konzoltarto maximalis nyiroero abrai koncentralt erokre

A konzoltartd az 5. dbrdn lathato. Célunk a tarté maximalis nyiroerd

abrajanak meghatarozasa az egymastol rogzitett tdvolsagra 1évo
koncentralt er0kbdl allo erdcsoport hatasara. Tételezziik fel, hogy

d, +d, +d; </ vagyis hogy a teljes erécsoport elfér a tarton.

Rajzoljuk fel a ¢ koordinataju keresztmetszet nyirderd hatasabrajat.

[tjuk fel a maximalis abrak fiiggvényét.

Az abra jelolésel szerint:
To(§)=D Eni =0 és

T (E)=D En; =+

K_Fl
_(Fl +F2)
—(F +F, +E)

—(F, +F,+F, +F,)

ha0<&<d,

had, £&<d, +d,
had,+d, <&<d, +d,+d,
had, +d,+d; <&/

&




7 LA L i L
. WY Y Ve
2 roYF I F,
a. :
| i Fy
b Il||| P:i . x'lr-
T
' L
+
Fy
c. Fy H TF-F
o bk
d.
Fooo
1LY | !:J._/
! miax
i
5. abra. Konzoltartd maximalis nyiréerd abraja tobb koncentralt teherre [Kuruczné 2006]




azaz, mivel 7, =—1, T (5 ) kifejezese az erok keresztmetszetekre @
vonatkozo vetiiletosszegét adja.

Ha 0< & <d,, akkor T'~ =—F  mert ekkor csak az elsd erd fér el a

max

hatasabra nemzérus szakaszan.

Had, <&<d +d,,akkor 7'~ = —(F1 + Fz), mivel ekkor mar a
masodik erd is nemzerus ordinatak felett mozog.

Ha =1/, akkor mindazon erok vetiiletosszegét vessziik, amelyek
elfernek a konzolon.

A TE (é‘ ) fliggveny ugrasfiiggvenyt ad meg. Ugras jelentkezik a
fliggvényben, amikor egy erd a zérus ordinatarol az egység-ordinatara
1ép. Ez megfelel a nyiroer6abrakban €s hatasabrakban a koncentralt

erdk miatt jelentkezd szingularitdsnak.

Az er6csoporthoz tartozé nyiroer0 abrat az abran lathatjuk. Ez az
abra azonban még nem biztos, hogy a maximalis abrat adja. Ha ugyanis
az erocsoportot alkoto erdk kozott Iényeges nagysagrendi eltérések
vannak, el6fordulhat, hogy egyes keresztmetszetek mértekado
teherallasahoz nem az elso erdt kell a konzol vegére helyezni, bar ekkor
az erok egy része mar leesik a tartorol.




Ezert celszerli az er6csoportot alkotd erdk mindegyiket a konzol Végér@
helyezni, €s megrajzolni a vonatkozo6 nyirderdabrat. Megfordithato
erdcsoport esetén a vizsgalatot az erdsorrend megforditasara is el kell
vegezni. A maximalis dbrat mindezek burkol6 abraja adja.

Konzoltarté koncentralt erOkre vonatkoz6 maximalis negativ
(pozitiv) nyiréerdabraja a konzol végen elhelyezett, az egyes
keresztmetszetekre nézve mertékado helyzetben 1€vo erdcsoport
nyirderd abrainak burkologorbéjével azonos. A pozitiv (negativ)
nyiroerdk abraja a nullvonal.




2.2 Kéttamaszu tarto maximalis nyiroero abrai koncentralt erékre @

A hidak esetleges terhe foleg koncentralt er0kbdl all, amelyek
jarmuvek, vonat, villamos vagy tehergépkocsik kerékterheibdl adodik.
Tekintsiik a 6. dbran lathato tartot és a harom er6bol allo megfordithato
erocsoportot. Rajzoljuk fel a ¢ koordinataju keresztmetszet nyiroerd
hatasabrajat. Irjuk fel eldszor a pozitiv maximalis nyiréeréabrak
fliggveényét a ¢ koordinataju keresztmetszet mértékado leterhelése
alapjan:

Tnlz;x(i): Fn =K I_Ti‘l'Fz l_él_dl +F & F; =g —_ZMB

azaz a maximalis nyiroer0 a mertékadoan elhelyezett teherbdl szarmazo
A reakcioerdvel azonos, amely viszont a teher B tamaszra vonatkozo
nyomatékosszegével aranyos. Ezt a nyomatekosszeget a statikaban
tanult kotélsokszog-szerkesztes segitsegeével meg 1s tudjuk szerkeszteni.

Ehhez fel kell rajzolnunk az er0k vektorsokszogét valamely tetszes
szerint valasztott lépték szerint. Ugyancsak fel kell venniink a A
polustavolsagot, amellyel a szerkesztes alapjan kapott nyomatek
aranyos lesz:M = H -m  ahol m a szerkesztett nyomatéki metszék a
valasztott leptek szerint.




azaz a maximalis nyiroer0 a mértékadoan elhelyezett teherbol szérmazc@
A reakcioerdvel azonos, amely viszont a teher B tamaszra vonatkozo
nyomatekosszegéve

Mivel a fenti Osszefiiggés szerint a B tdmaszra vonatkozo
nyomatekosszeg / tamaszkozzel osztott értékére van sziikseglink,
cclszerti, ha a polustavolsagot €éppen a tamaszkozzel azonosan H=/
ertekkel vessziik fel. Ha ameértékado helyzetben 1évo erdcsoportra igy
megrajzoljuk a kotelsokszoget, akkor annak B tadmasz alatti ordinataja
éppen a kivant T (&)= (Z M; )/ [ értéket adja meg a valasztott
erdleptékben. Ha a szerkesztést egy masik keresztmetszet mértekado
leterhelesevel megismeételjiik, ugyancsak a vonatkozo legnagyobb
nyiroerdt kapjuk meg, de megint a B tamasz fliiggolegeseben. Ez utdbbi
szerkesztés soran lényegében nem tettiink mast, mint az eldzdleg
megrajzolt kotélsokszoget cstisztattuk arrébb. A B tamasz
figgdlegesében tehat mindig az egyes keresztmetszetek maximalis
nyiroerOinek az értéke jelenik meg.

A megismételt munkat celszerti otlettel takarithatjuk meg, €s egyben
valamennyi keresett maximalis nyiroerot a helyén, a sajat
keresztmetszete alatt jelenithetjiik meg.




Ha az er6rendszert €s a hozza tartozo kotélsokszoget megforditjuk, @
akkor F, er0 a B tamasz felett all, és a megszerkesztett kotélsokszog
maga a kivant maximalis abra. Az eljaras a ,,forditott vonat
kotelpoligonja” néven valt ismertté. Ezt mutatja az abra.

A maximalis dbra fliggvényét ennek megfelelden az alabbi alakban
kapjuk

(F(/-&)+E(/~d,~&)+F(/-d,~d,-&) ha0<&</—-d;—d,
T (&)=2 = |F(1-&)+E (I-d, &) hai=d —d, <&<i=d
: F(/-¢) hal-d;<&<I

A negativ nyiroerok maximalis abrajat a pozitiv nyiréerdk maximalis
abrajanak a tarto kozeppontjara vonatkozo kettds tiikkrozésével kapjuk.




i.

b.
Fil+ Fy(f =d) )+ Bl —d| = dy) |
f d
Fld, +ds )+ Fads i .
Fd -\ !
Tlf. { \ |
d‘ [[[HE \!‘
l"'ll
M) Y |
l% fi[:."l—c.f:]—,f-'ch: !.
!

6. abra. Kéttamaszu tarto maximalis nyirderd abraja tobb koncentralt teherre [Kuruczné 2006]




Bizonyos tehertipusoknal, peldaul mozdonyterheknél eldfordul, @
hogy az elsOkerc¢k konnyl, igy a joval sulyosabb masodik erd veszi at a
szerepet. [lyenkor a ¢ koordinataju keresztmetszet mértékado
leterheléseénél az elso erdt a negativ szakasz folé engedjiik, hogy a
masodik erd allhasson a legnagyobb pozitiv ordinata folé. Ekkor a
maximalis dbra fliggvénye:

TH (8)=En' = é d, +Fl g+F —5—4,

l
:Fll_§l+d1—F1§+F2¥+Fl 4 lZMB—F

amely természetesen ilyenkor azt jelenti, hogy a keresztmetszeti
nyiroerd T, = A— F,, hiszen az F; er0 a keresztmetszettol balra van Ez a
megforditott kotélsokszognél azt jelenti, hogy az F, erd kertil a B
tamasz f0lé, mig az F, erd a tAmaszon kivilre esik. Ilyenkor csak annyi
a valtozas, hogy a megszerkesztett kotelsokszoget eltoljuk:
kezdOpontjat a tAmaszon kiviilre esoO F', erd hatasvonalan F', értékkel
felfele toljuk, Ezt mutatja a 7. dbra:
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7. abra. Kéttdmaszu tarté maximalis nyiroerd abraja tobb
koncentralt teherre, eréeltolas [Kuruczné 2006]
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A maximalis abrat ilyenkor a két'dbra burkologorbéje adja. A két
abra metszéspontja azt a keresztmetszetet jelenti, amelynél valtozik a
mértckado teherallas konstrukcioja: a tole jobbra 1év6 keresztmetszetek
esetéen a mértekado teherallasnal F', all a legnagyobb pozitiv ordinata
felett, mig a tOle balra levo keresztmetszeteknél /', a negativ rész felett
mozog, ¢s F, all a legnagyobb pozitiv ordinita felett.




Felhasznalt irodalom @

KURUCZNE DR. KOVACS MARTA: Tartok statikdja. Eloadads-vazlat.
Elektronikus jegyzet, Budapesti Muszaki ¢s Gazdasagtudomanyi Egyetem
Epitdmérnoki Kar Tartoszerkezetek Mechanikaja Tanszék, Budapest, 2006




