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1. Sikbeli tartok minositése statikai szempontbol @
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L. abra. Sikbeli tartok mindsitése statikai szempontbol I.
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2. abra. Sikbeli tartok mindsitése statikai szempontbol II.
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Statikal hatarozottsag meghatarozasa:

Az ismeretlenek szamabol kivonjuk a felhasznalhato, egymastol
fuggetlen statikai egyenletek szamat (2M;=0, F;,=0, XF; =0).

Ha az:
» 1smeretlenck szdma = egyenletek szama —» statikailag hatarozott
» 1smeretlenek szdma > egyenletek szama —» statikailag hatarozatlan

» 1smeretlenck szdma < egyenletek szama —>  statikailag talhatarozott



2. Sikbeli tartok minositése kinematikai szempontbol

A'minosites az alapjan torténik, hogy a tartdé hany elmozdulasi

Ism

eretlent tartalmaz.

&

Az elmozdulasi ismeretlenek szamabol kivonjuk a felhasznalhato,
egymastol fliggetlen statikai egyenletek szamat (EM;=0, ZF;, =0, XF; =0).

Tartok osztalyba sorolasa

Statikai szempontbdl

Kinematikai szempontbol

l. Hatarozott Hatarozott
1. Hatarozatlan Hatarozott
1. Hatarozott Hatarozatlan
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3. abra. Sikbeli tartok mindsitése statikai €s kinematikai szempontbdl 1. [Hajosné 2012]
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4. abra. Sikbeli tartok mindsitése statikai és kinematikai szempontbo6l I1. [Hajosné 2012]




3. Eromodszer

3.1 Az eromodszer elve

A ,,47-es jelli csomopontban négy erd egyensulyat kell 1igazolni.
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5. abra. Harom erd egyensulya

Vegtelen szami megoldas rajzolhato fel!



Az eromodszer, vagy mas neven kompatibilitasi modszer @
(kompatibilitas = 0sszeférhetdség) lenyege, hogy a tarton a terheket
minimalis szamu erdvel egyensulyozza.

Elsd 1épésben a statikailag hatarozatlan tartobol kiilsé vagy belso
kapcsolatok atvagasaval egy statikailag hatarozott tartot alakitunk ki,
amelyre az adott terhek mellett az ugynevezett dtvagasi kapcsolati
eroket 1s mukodtetjilk. Az egyensulyban 1évo statikailag hatarozott
tartot torzstartonak nevezzik. Az atvagasi kapcsolati eroit az
elmozdulasokra felirt feltételi egyenletek alapjan hatarozzuk meg.

1. 1épés: Torzstarto felvétele, a statikal hatarozottsag szempontjabol
,.felesleges” kényszer eltavolitasa.

2. 1épés: Az atvagottnak képzelt radban akkora eréknek kell miikodnie
a valdsagos modellben, hogy a terhek hatasara keletkez6
ruddeformaciok €s csomdponti.elmozdulasok kompatibilitasa
(0sszeférhetOsége) biztositva legyen.

3. 1épés: Miutan az ismert statikai egyenletek nem elegenddk az
ismeretlenek meghatarozasahoz, ezert mozgdsfeltételi
egyenletek felirasa sziikséges.
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6. abra. Atvagott rud és a kapcsolati erd

A mozgasfeltételi egyenlet(ek) azt fejezi(k) ki, hogy a statikailag
hatarozotta tett s kinematikailag 1s hatarozott torzstarton a teher ¢s az
atvagott rud(ak) hatasat/hatasait helyettesito X; ero(k) egyuttes hatasara
keletkezo relativ elmozdulasok, illetve alakvaltozasok nullértéktiek.




3.2 Az eromodszer alkalmazasanak menete

»-a tartd mindsitése statikai szempontbol

N

statikailag hatarozott statikailag hatarozatlan (hanyszorosan?)

» a torzstarto(k) 1étrehozasa,

> a terhelési tényezd(k) meghatarozasa,

> az egységtényezO(k) meghatarozasa,

> a feltételi egyenlet(ek) felirasa és megoldasa,

> a tartd egyensulyozasa, a timaszerdk kiszamitasa,
» az igénybevételi abrak megrajzolasa.

A feltételi egyenlet egyszeresen hatarozatlan tarto esetén:
a,+a, X, =0

a;y — terhelési tényezd (a masodik index mindig nulla)

a;; — egysegtenyezo



Tobbszorosen hatarozatlan tartoknal:
ap +a, X +a,-X,+a,-X,+...+a, - X =0
a,+a, X +a, -X,+a,-X,+..+a, -X =0

a,+a X +a,-X,+a,- X, +..+a_-X =0

no n

Az egyenletrendszer linedris, X;, X, ..., X, ismeretlenekre
megoldhato.

Az egyseégtényezOkbdl szimmetrikus matrix irhato fel:
d. =a.
ij ji

dea, #a,

Az indexek jelentése:
a;, — terhelési tényezo
Az els6 index a helyre ¢s a jellegre utal, a mésodik index arra
utal, hogy a terelés hatasara keletkez6 elmozdulast szamoljuk.




aj; — egysegtenyezo @

Az elsd index a helyre €s a jellegre utal, a masodik index arra
utal, hogy melyik ismeretlen ,,dinam” hatasara keletkezo
elmozdulast szamoljuk.

Egyszerubben:

dig
N

Hol? Az eredeti teher hatasa a torzstarton.

a.-

ij

N\

Hol? A beiktatott virtualis teherhatasa a tarton.



Egy tarto statikailag ahanyszorosan hatarozatlan, annyi atvagasi @
(modositasi) hely Ietrehozasaval alakithatd hatarozott
torzstartova/torzstartokka. Ugyanennyi virtualis terhet kell beiktatni,
valamint ugyanennyi mozgasfeltételi egyenletet kell felirni a tartora.

Egy egyenlet mindig egy atvagasi helyre vonatkozik. Ezt az indexek
megfeleld alkalmazasuk esetén jol mutatjak.

3.3 A torzstarto felvétele

A torzstarto felvételére altalaban tobb lehetoség van. Célszerl
mindig olyan torzstartot valasztani, amibdl a legegyszeriibb nyomatéki
abra rajzolhato.

Ha egy tamaszkozben egyszerre tobb teher 1s hat, akkor sziikséges a
terhek teheresetekre valo bontasa. Ebben az esetben termeszetesen a
torzstartd ugyanaz marad. E teheresetekre valo bontas megkonnyiti a
szamolast (pl. egyszeribb nyomatéki abrak rajzolhatok).
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7. abra. Torzstarto felvétele 1.

5-3=2 — statikailag kétszeresen hatarozatlan, ezért ket kenyszert kell
megsziintetni a torzstarto 1étrehozasahoz.
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8. abra. Torzstarto felvétele 11.

6-3=3 — statikailag haromszorosan hatarozatlan, ezért harom kényszert
kell megsziintetni a torzstartod Ietrehozasahoz.
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9. abra. Torzstarto felvétele I11.

6-3=3 — statikailag haromszorosan hatarozatlan, ezért harom kényszert
kell megsziintetn1 a torzstartd Ietrehozasahoz.



4. Egyszeresen hatarozatlan tarto megoldasa eromodszerrel @

Aralabbiakban egy mintapeldan keresztiil lathatd egy egyszeresen
hatarozatlan tarto tdmaszerOinek kiszamitasa €s igénybevételi abrainak
megrajzolasa ket lehetseges torzstarto felvételével. A késdbbiekben a
feladatok megoldasa soran elegendo az egyik torzstartot hasznalni. A
feladat megoldasanak menete azonos, azonban a bevezetett virtualis terhek
a ket esetben mas-mas ismeretlent fognak megadni.

A feladat vegeredményei (tamaszerok €s igenybeveteli abrak) azonosak
lesznek.

1. mintapélda

Hatdrozzuk meg az alabbi statikailag egyszeresen hatarozatlan tartd
tamaszeroit, valamint rajzoljuk.meg a tart6 igénybeveteli abrait!
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A TN 10. abra. 1. mintapélda — statikailag
v [KN] egyszeresen hatarozatlan tartd




Konzolos torzstartoval:
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= valo megoldas




A felteteli egyenletbe nem a tényleges elmozdulasokat, hanem @
E.I=vel nagyitott értékiiket irjuk be. Az egyenlet megoldasa ettol nem

valtozik meg.
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Eldjelek: ha a két
nyomatéki abra, amit
egymassal integralunk az
alapvonal azonos oldalan
van, akkor az eldjel
pozitiv, ha az alapvonal
kiilonb6zd oldalan
vannak, akkor az eldjel
negativ!
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Kéttamaszu torzstartoval:
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12. abra. 1. mintapélda — kéttamaszi torzstartoval
valo megoldas



A felteteli egyenletbe nem a tényleges elmozdulasokat, hanem @
E.I=vel nagyitott értékiiket irjuk be. Az egyenlet megoldasa ettol nem

valtozik meg.
.
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Eldjelek: ha a két
nyomatéki abra, amit
egymassal integralunk az
alapvonal azonos oldalan
van, akkor az eldjel
pozitiv, ha az alapvonal
kiilonb6zd oldalan
vannak, akkor az eldjel
negativ!
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A kovetkezd 1épés a belso 1igeénybevételi abrak megrajzolasa, ez
mindket megoldasi modszernél azonos, hiszen a kapott egyensialyozo
tamaszerok €s befogasi nyomaték azonosak lettek.

A statikailag egyszeresen hatarozatlan tarték esetén a
szogelfordulasi es lehajlast abrakat is meg kell rajzolni.
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13. abra. 1. mintapélda —

igénybevételi abrak




5. Belsoleg hatarozatlan tartok
2. mintapélda

Adott egy ruddal felfliggesztett belsOleg egyszeresen hatarozatlan
tartoszerkezet. A felfliggeszto rudat jellemzi a rugalmassagi modulusa
¢s a keresztmetszeti feliilete (E, A), mig a gerendat jellemzi a
rugalmassagi modulusa €s az inerciaja (E, I).
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14. abra. 2. mintapélda — belsdleg hatarozatlan tartoszerkezet

A megoldas elso 1epése itt 1s a rud atvagasa (egy kényszer
megsziintetése), ezaltal torzstarto létrehozasa. A torzstartd konzolos
tarto lesz.




A kovetkezd 1épés a terhek teheresetekre valo bontasa (kiilon @
vizsgaljuk a megoszlo teher €s a koncentralt erd hatasat, kiilon-kiilon
Kell M,” és M, nyomatéki abrat rajzolni a teheresetekbdl), majd a
beiktatott X, virtualis teher segitségével meg kell rajzolni az abbodl
kapott M; nyomatéki abrat is. Ezutan kovetkezik a terhelési és egység
tenyezOk szamolasa, a feltételi egyenlet felirasa és megoldasa, a
tamaszerOk kiszamitasa, vegiil a végleges igénybevételi abrak
elkészitése.
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15. dbra. 2. mintapélda — torzstarto kialakitasa
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16. abra. 2. mintapélda — megoldés konzolos torzstartoval

Az ay, terhelési tényezd szamitasanal a'koncentralt erd esetén az
integralas menetét erdemes ,,megforditani”. Mivel a virtualis teherbdl
kapott nyomateki abra nem tart a tarto teljes hosszaban, igy az
integralas , lentrdl felfelé” egyszertibb. Igy az M, nyomatéki abrarol
vesszik a teriiletet, mig az M, nyomatéki abrardl a nyomatek eérteket.




A terhelési €s egysegtényezok kiszamitasa (E-I-vel nagyitott értékkel): @
‘a
alo — EIEIMO -|\/|1-dZ

0

alo:_Tl'Ml_Tz'Mz
3 .
dy =—1-a-q % -g-l-sina-a—a L-sina a-P-(I—g-aj
3 2. i | 2 3
'I"1 |\'/|1 T'2 Mz

Az egységtenyezd szamitasdnal nem hanyagolhato el a normalerd

hatasa: \: M2
| |

a, = L .dz+ L.dz

H £E- gE-I

an:E-l-ﬁ-Nf-HE-l-Tz-Ms

a,; = E-I-ﬁ-N2 -s+E-I-ElI-(a'l'szmwa%-l-sina-aj

\ ] \ J
I 1

T2 M3

[EEN




3. mintapeélda @

Adott egy vonoruddal kiegészitett belsOleg egyszeresen hatarozatlan
kerettartd. A vonodrudat jellemzi a rugalmassagi modulusa €s a
keresztmetszeti feliilete (E, A), mig a keretet jellemzi a rugalmassagi
modulusa ¢és az inerciaja (E, I).
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17. abra. 3. mintapélda — belsOleg hatarozatlan vonorudas kerettartd

A megoldas elso I€pése itt 1s a rud atvagasa, ezaltal torzstartd
létrehozasa. A torzstarto kéttdmaszu tarto.



A kovetkezd 1€pés a megoszlo teherbdl a My nyomatéki abra @
megrajzolasa majd a beiktatott X, virtualis teher segitségével meg kell
rajzolni az abbol kapott M, nyomatéki abrat is. Ezutan kovetkezik a
terhelési €s egység tényezok szamolasa, a feltételi egyenlet felirasa €s
megoldasa, a tamaszerok kiszamitasa, végiil a végleges igénybeveételi
abrak elkészitése.
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18. dbra. 3. mintapélda — torzstarto kialakitasa
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19. abra. 3. mintapélda —megoldas kéttamasza torzstartoval



A terhelési €s egysegtényezok kiszamitasa (E-I-vel nagyitott értékkel): @
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A feltetel egyenlet alapjan:
dygta;, - X, =0

M=M, +M,-X,

A veégleges nyomatéki abra alakja:
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20. abra. 3. mintapélda — a végleges nyomatéki abra alakja



6. Folytatolagos tobbtamaszu tartok igénybevételeinek
meghatarozasa eromodszerrel
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3. kép. Arpad hid - tobbtamaszt tart6 4. kép. Margit hid - tobbtamaszu tartd
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5. kép. Sorozatban elhelyezett kéttamaszu rovidfotartok

6. kép. Sorozatban ell{elyezett kéttamaszi gerendak
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4. mintapélda @

Adott egy négy tamaszu statikailag hatarozatlan gerendatartd. A

gerendat jellemzi a rugalmassagi modulusa €s az inercidja (E, I). A tarto
allando keresztmetszeti.
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21. abra. 4. mintapélda — négytamaszu statikailag hatadrozatlan gerendatart6

4-2=2
statikailag kétszeresen hatarozatlan

Két atvagasi helyet kell Ietrehozni, igy a torzstarté harom darab
kéttamaszu tarto lesz.

Atvagasi helyet tobbtamaszi tartok esetén mindig befogasnal, vagy belsd
tamasznal celszerti Iétrehozni.
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A terhelési €s egyseg tényezOk kiszamitasa (E-I-vel nagyitott értékkel):@
dyy = afo +aio =-T1,-M, -T,-M,
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Keét ismeretlenes egyenletrendszer irhato fel, melybdl ki kell fejezni X;-
et es X,

a,+a, X +a,-X,=0

A, +a, X, +a,,-X,=0

Xy €s X, még nem vegeredmeny, meg sziikséges a tartd egyensulyozasa:

2 [KN/ P [kN]
qr [kN/m] 1 kNm - Xi f Gz I/l 1 kNm - Xe \\/
RRRR AR AN |
AL B B C C %D

qi -l gr-| qz- | Q- P P

5 [kN] '2 ! [kN] 22 2 [kN] 22 2 [kN] - [kN] - [kN]
% [kN] % [kN]T % [kN] % [kN]

%2 N %2 ] T% [kN] X [kN]i

TA’ Nl TBy kNI Tcy [kN] TD’ H

23. abra. 4. mintapélda — a tart6 egyensulyozasa



A vegleges 1génybevétel abrak:
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24. abra. 4. mintapélda — a tart6 igénybevételi abrai
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