11. hét: A virtualis elmozdulasok és erok tétele

Altalanositott erék és elmozdulasok

Altalanositott erék: Kiilsd és bels6, erd és fesziiltség jellegli mennyiségek Osszessége (erék és
eréparok, igénybevételek, normél- és nyirdfesziiltségek). Egyensulyi erorendszer: amely az

egyensulyi egyenleteket €s peremfeltételeket kielégiti.

Altalanositott elmozdulasok: Kiilsd és belsd, elmozdulas és alakvaltozas jellegli mennyiségek
Osszessége (eltolodasok és elfordulasok, fajlagos nyulasok és szogvaltozasok). Kompatibilis

elmozdulasrendszer: amely a geometriai egyenleteket és peremfeltételeket kielégiti.
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A./ A munka fogalma

'
15 6=6(E)

, 6=6(£)=EE
—

e=e=allandoc
dw. =0 W, =0

e, e

d)




A/1. Elemi és teljes munka

Elemi munka: erének az iranyaba es6 elemi elmozdulason végzett munkéja:
dW =F -de.

Teljes munka: az elemi munkék 0sszege, elmozdulas szerinti integralja:
€
W= Fde.
e
Allando nagysaghi elmozdulas esetén a munka értéke zérus.

A/2. Fajlagos és ered6 munka

Fajlagos munka: egy megoszld erdrendszernek a megfeleld6 megoszlo elmozduldsrendszeren
végzett munkdja (a test egy pontjaban végzett munka):

dw=g (x,y,z)-du (x,y,z) (elemi fajlagos munka),
w= j g.(x,y,z) du (x,y,z) (teljes fajlagos munka).

Eredé munka: a fajlagos munkak Osszege, a test térfogatara vonatkozo integralja (a teljes testben
végzett munka):

AW =g, (x,y,2) du (x,y,z) dV (elemi ereds munka),
14

W =[[g.(x.3.2) du,(x,,2) dV (teljes ereds munka).
Vou

A/3. Sajat és idegen munka

Sajat munka: ha a munkat végzd erdk és elmozdulasok egymassal fiiggvénykapcsolatban vannak
(0sszetartozok: pl. az erd okozza az elmozdulést).

Idegen munka: ha a munkat végzd erdk és elmozdulasok kozott nincs fiiggvénykapcesolat.
A/4. Kiilsé és belsé munka

Kiils6é munka: a kiils6é er6k megfeleld e/mozduldasokon végzett munkdja:
dw, =t "de+ j q"duds+ j g"dudV (elemi kiilsé munka),
N vV

w, =J.fT de +J.qu du dS+J.J.gT dudV (teljes kiilsé munka).
e S u Vou

A fenti kifejezésekben f koncentralt erdt, g térfogati erét, q pedig az S peremen (rendszerint

feliileten) miikodo (fajlagos) erdt jelent. Kiils6 munka csak erdteherbdl keletkezik.

Belso munka: a fesziiltségek megfeleld alakvaltozasokon végzett munkédja:
dw,=—c" de (elemi belsé munka, fajlagos: egy pontban),

w, :—chda (teljes belsé munka, fajlagos: egy pontban),

W, =— j chds dV (teljes belsd munka, eredd: a teljes testben).
Ve

A belsé munka negativ a fesziiltségeknek az alakvaltozasok 1étrejottét gatld hatdsa miatt.



B./ A kiegészit6 munka fogalma

c) d)

B/1. Elemi és teljes kiegészito munka

Elemi kiegészité munka: elmozdulésnak az iranyaba esd elemi erén végzett munkaja:
dW =edF.
Teljes kiegészito munka: az elemi kiegészitd munkak 6sszege, ero szerinti integralja:
_ K
W= [edF.
F
Alland6 nagysagh er6 esetén a kiegészité munka értéke zérus.

B/2. Fajlagos és eredo kiegészito munka

Fajlagos Kkiegészit6 munka: egy megoszldo elmozduldsrendszernek a megfelelé megoszlo
erérendszeren végzett munkaja (a test egy pontjaban végzett kiegészité munka):
dw=u_(x,y,z)-dg (x,y,z) (elemi fajlagos kiegészitd munka),

W= I u (x,y,z) dg (x,v,z) (teljes fajlagos kiegészitd munka).
g

Eredé kiegészit6 munka: a fajlagos kiegészité munkdk Osszege, a test térfogatdira vonatkozo
integralja (a teljes testben végzett kiegészitd munka):
dW = J.ux (x,y,z) dg (x,y,z) dV (elemi eredd kiegészité munka),
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W= j j u,(x,y,z) dg.(x,»,z) dV (teljes eredd kiegészitd munka).
Vg

B/3. Sajat és idegen Kiegészit6 munka

Sajat Kkiegészit6 munka: ha a munkat végzé elmozduldsok ¢és erdk egymadssal
fliggvénykapcsolatban vannak (6sszetartozok: pl. az elmozdulés okozza az er6t).

Idegen Kkiegészit6 munka: ha a munkdt végzd elmozdulasok és er6k kozott nincs
fiiggvénykapcsolat.



B/4. Kiilsé és belsé kiegészité6 munka

Kiilsé kiegészité munka: az elmozdulasok megfeleld erdkon végzett munkaja:
AW, =e"df + j u'dqds + j u'dgdV (elemi kiils8 kiegészitd munka),
N vV

W,=[e"df+ [ [u" dqdS+ [ [u" dgav (teljes kiils$ kiegészitd munka).
e S q Vg
Kiilso kiegészitd munka csak elmozdulas-teherbdl keletkezik.

Belso kiegészito munka: az alakvaltozasok megfeleld fesziiltségeken végzett munkaja:
dw,=—¢" do (elemi belsé kiegészitd munka, fajlagos: egy pontban),

W, =— j aT do (teljes belso kiegészitd munka, fajlagos: egy pontban),

VIN/b =— I I g'dedV (teljes belso kiegészité munka, eredd: a teljes testben).
Vo

B/S. A munka és a Kkiegészit6 munka kapcsolata

A munka és a kiegészité munka akkor egyenlé egymassal, ha a fesziiltségek és alakvaltozasok kézott
linedris osszefiiggés all fenn és nincsenek kezdeti fesziiltségek, illetve alakvaltozasok.

b) nem Gsszetartozo erd-elmozduldsrendszerek

C./ A virtualis elmozdulas és a virtualis munka

C/1. Virtualis elmozdulidsrendszer: egy tetszéleges, geometriailag lehetséges elmozdulasrendszer

.....



Fontos kiilonbséget tenni egy v(z) fliiggvény ov(z) varidcioja (a fliiggvény megvaltozdsa) és dv
novekménye (adott fliggvényérték megvaltozasa) kozott.
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Ha egy vizsgalt elmozdulasrendszer véges (pl. n-szabadsagfoku), akkor a geometriailag lehetséges
elmozdulasrendszer a c,,c,,....,c, véges n szamu fliggetlen elmozdulds paraméter fliggvényében

.....

5v(z):av(c) oc, + ov(e) oc, +...+m5cn.
oc, oc, oc
Geometriai linearitas esetén a tényleges elmozduldsrendszer virtudlis elmozduldsrendszernek
tekinthetd, geometriai nemlinearitas esetén azonban a tényleges elmozduldsrendszer nem
tekinthetd virtudlis elmozdulasrendszernek.

n

C/2. Virtualis munka: tényleges erérendszernek virtualis elmozdulasrendszeren végzett munkéja:
W, =1"de+[q"dudS+[g"Sudy (kiils virtudlis munka),
N vV

W, =—[e" &dV (belss virtualis munka).

vV

D./ A virtualis er0 és a virtualis kiegészit6 munka

D/1. Virtualis erérendszer: egy tetszOleges statikailag lehetséges erdrendszer valtozatlan statikai

.....

Ha a statikailag lehetséges erérendszer véges (pl. n-szabadsagfoku), azaz n darab d,,d,,...,d,
fiiggetlen eréparaméter filiggvénye, akkor a dg(z) virtudlis erérendszer a ¢(d) fiiggvény

.....

_ o) oq@) | (@)

D=5 od

n

D/2. Virtualis kiegészito munka: tényleges elmozdulasrendszernek virtudlis erdrendszeren végzett
munkadja:

W, =e"51+[u" 5qdS+[u'5gdy (kiilss virtualis kiegészits munka),
N 14

W, :_J8T5 cdV (bels6 virtualis kiegészité munka).
V



E./ A virtualis elmozdulasok tétele

E/1. A virtualis elmozdulasok tétele: Egy statikailag lehetséges erérendszer bdrmely virtualis
elmozdulésrendszeren végzett munkija zérus. Mdas megfogalmazasban: egyensulyban levd
mechanikai rendszeren végzett virtualis munkak dsszege zérus:

SW =8W, +5W, =0.

A virtualis elmozdulasok tétele az erdrendszerek egyensulyanak sziikséges feltétele. A tétel
barmilyen anyagl szilard testre érvényes.

E/2. A virtualis elmozdulasok tételének alkalmazasa

Mivel a virtudlis elmozdulésok tételében az erdk a ténylegesek és az elmozdulasok a virtudlisak, és
mindig a tartok zényleges allapotvaltozoit keressiik, logikusan adddik, hogy a virtualis elmozdulésok
tételét statikai, vagyis erd-jellegli mennyiségek (reakciderdk, igénybevételek) szamitasara
hasznaljuk.

- Merev testek elmozdulasi szabadsagfoka véges, azaz véges szamu elmozdulas-
paraméterrel jellemezhetd, igy a tétel alkalmazasa ezek szdméval megegyezd szamu
egyensulyi egyenletre vezet.

- Szilard testek elmozdulasi szabadsagfoka végtelen, azaz véges szamu elmozdulés-
fiiggvénnyel jellemezhetd, igy a tétel alkalmazasa ezek szamaval azonos szamu
egyensulyi differencidlegyenletre vezet.

Keresstlink példaul egy szerkezeten valamely reakciderdt vagy igénybevételt adott teher hatasara. A
keresett erOnek szerepelnie kell a munkatételben, ezért a tarton be kell iktatnunk az erével munkat
végezni képes (vele ,,munka-kompatibilis”) virtudlis elmozdulést. Ezt csak Ggy tudjuk beiktatni, ha a
tarton eldszor megsziintetjiik az elmozdulés létrejottét gatlo kényszert, majd ezek utan helyezziik el a
sziikséges virtualis elmozdulast.

- Statikailag hatarozott tartok esetén a kényszer eltdvolitdsa kovetkeztében a tartd
egyszabadsagfoku lancolatta alakul, amelyen teljesiilnek a virtudlis elmozduldsrendszerre
vonatkoz6 geometriai feltételek. Erre a — merev testekbdl 4ll6 — lancolatra teljesitjiik a
virtualis elmozduldsrendszer kompatibilitasi feltételeit, majd felirjuk a virtualis
elmozdulasok tételét.

- Statikailag hatirozatlan tartok esetén a kényszer eltdvolitdsa utdn a tartd statikai
hatarozatlansaganak a fokszama eggyel csokken, és az igy kialakul6 tarton kell teljesiteni
a virtualis elmozduldsrendszer kompatibilitasi feltételeit, amely bonyolult szamitasokra
vezet. Ez&ért most csak a statikailag hatarozott tartokkal foglalkozunk.

E/3. A virtualis elmozdulasok tételének alkalmazasa statikailag hatarozott gerendatartéok
reakcioerdinek és igénybevételeinek szamitasara

Ha a keresett eréhatas kiilsé (reakciderd), akkor abszolut virtudlis elmozdulést, ha pedig bels6

(igénybevétel), akkor relativ virtualis elmozdulast iktatunk be. A gerendatartokon ugyanis — amint

azt a huzas-nyomads, nyirds, csavaras és hajlitas témakorénél lattuk — az alakvaltozasokat a tartd
du

= fajlagos nyulas,
dz

hossza mentén megoszl6 relativ elmozdulasok jelentik (ezek rendre az ¢_(z) =




4

du dg
a yz(z):d—; szogvaltozas, a x_(z)= fajlagos elcsavarodas és a Kx(z):d—z" fajlagos

elfordulas). Mivel a keresett tamaszerdk vagy keresztmetszeti igénybevételek koncentralt erdk, a
vonatkoz6 virtualis elmozduldsokat is koncentraltan kell beiktatnunk. A fenti alakvaltozasok
koncentralt megfeleldit figyelembe véve, keresztmetszeti M, hajlitbnyomaték meghatarozasakor

09,  relativ elfordulast, T, nyiréerd meghatarozasakor ou, . relativ eltolodast és N, normalerd

meghatarozasakor o u_  relativ eltolodast kell beiktatnunk.

A beiktatand6 abszolut vagy relativ elmozdulés 1étrejottének lehetoveé tételéhez a tartét minden
esetben at kell alakitani. Abszolut elmozduléds beiktatasahoz az elmozduldsnak megfeleld eredeti
kényszer-komponenst el kell tavolitani, relativ elmozdulas beiktatdsdhoz pedig az elmozdulasi
komponens jellegének megfeleléen a tarton egy egyszabadsagfoku belsé ,atvagast” kell
végrehajtani. Ez a beavatkozas a tartd6 elmozdulasi (kinematikai) szabadsagfokat minden esetben
eggyel noveli, statikai szabadsagfokat pedig eggyel csokkenti, azaz a tartot egy fokkal fellazitja.
Mivel a szerkezet statikailag hatarozott volt, a virtudlis elmozdulas beillesztésekor
egyszabadsagfoku, kényszermozgasu lancolattd alakul. Ennek a lancolatnak a teljes elmozdulasképét
a beiktatott elmozdulas egyértelmiien meghatarozza.

Az egyensulyban 1év0 tarton a kiilsé és belsé virtualis munkadsszeg zérust ad:

- A kiilso virtualis munka két részbdl allhat: a keresett kiilso er6hatasnak (reakciderdnek) a
beiktatott virtualis elmozdulason végzett munkdjabol, valamint a tarton 1évo terheknek a
virtualis elmozdulasrendszeren végzett munkajabol.

- A belsé virtualis munka statikailag hatarozott tartonal csak egy részbdl allhat: a keresett
belsd erdhatasnak (igénybevételnek) a beiktatott virtualis alakvaltozason (relativ
elmozduléson) végzett munkdjabol, mivel a beavatkozas eredményeként kialakult —
merev tarcsakbol all6 — lancolaton nem keletkeznek virtualis alakvaltozasok.

Mintapeldak

1. példa: Keressiik az alabbi Gerber-tarton az 4, kiilsd reakcioer6t.
Vegytik el az 4 tamasznal a fliggbleges megtamasztast, ¢s iktassuk be a de, abszolut

virtualis elmozdulést. Ennek hatasara a lancolaton kompatibilis virtudlis elmozdulasrendszer
jon létre.




Mivel az igy kialakult lancolat merev testekbdl all, a belsd virtudlis munka zérus (azaz
oW, =0), igy a virtualis munka csak kiilsd részbdl all:

b b
OW =0W, =—A4,6e, +F I—5ey =(-4,+F, l_) oe, =0.
1 1
Mivel e, tetszOleges, igy a zarojelen beliili kifejezésnek kell zérusnak lennie. Ez a feltétel

. . Fb
az —A4,+F 1220 egyensiilyi egyenletet szolgaltatja, amelybol természetesen A4, =——.

1 ll

2. példa: Hatarozzuk meg az alabbi kéttdmaszi tartd K keresztmetszetében keletkez6 M,
hajlitonyomatékot.

Atvagjuk a tartét, majd csuklot téve a K keresztmetszetbe, az igy kialakult lancolaton
beiktatjuk a 69, relativ elforduldst, amelynek hatdsara a lancolaton kompatibilis virtualis
elmozdulasrendszer jon létre. Ekkor a virtudlis bels munka (amely negativ):
W, =-M -6 , akiilsé pedig: oW, =qé-§19,(%+F] -519,(%.

fgy a teljes virtualis munka:

/ / 3l I? 3l
5W=5Wk +5Wb =q5519[( E+F‘l 519[( E—MK 519[( =(q§+171 %_MKjé‘ng =0.
Mivel 09, tetszbleges, igy a zardjelen beliili kifejezésnek kell zérusnak lennie. Ez a feltétel
I? 3! I? 3l

a g—+F ——M, =0 egyensulyi egyenletet szolgaltatja, amelybdl M, =qg—+ F, —.
932 20 K gy yregy galtay y K 932 20



Megjegyezziik, hogy mivel a virtudlis elmozdulas tetszéleges lehet, nagysagat célszeriien 1-
nek szoktak felvenni. A fenti esetekben az abszolut virtualis eltolodast a o e,=1,a relativ

virtudlis elfordulast a 69, ==*1 értékben felvéve a szamitasok tovabb egyszertisddnek.

F./ A virtualis erok tétele

F/1. A virtualis erdk tétele: Egy geometriailag lehetséges elmozduldsrendszernek bdrmely virtualis
erérendszeren végzett kiegészité munkaja zérus. Mas megfogalmazasban: geometriailag lehetséges
(kompatibilis) mechanikai rendszeren végzett virtudlis kiegészité munkak Osszege zérus:

SW=6W,+W,=0.

A virtualis erdk tétele az elmozdulasok ¢s alakvaltozasok kompatibilitasanak sziikséges feltétele.
Bérmilyen anyagu szilard testre érvényes, amely kis elmozdulést végez.

F/2. A virtualis erok tételének alkalmazasa

Mivel a virtudlis erdk tételében az elmozduldsok a ténylegesek és az erdk a virtudlisak, és mindig a
tartok tényleges allapotvaltozoit keressiik, magatol értetédik, hogy a virtudlis erdk tételét
kinematikai, vagyis elmozdulés-jellegli mennyiségek (eltolodasok, elfordulasok) szémitasara
hasznaljuk.

- Merev testek statikai szabadsagfoka véges, azaz véges szdmu erO-paraméterrel
jellemezhetd, igy a tétel alkalmazasa ezek szadmaval megegyez0 szaml geometriai
egyenletre vezet.

- Szilard testek statikai szabadsagfoka végtelen, azaz véges szamu fesziiltség-fiiggvénnyel
jellemezhetd, igy a tétel alkalmazdsa ezek szamaval azonos szamu geometriai
differencialegyenletre vezet.

Keressiink példaul egy szerkezeten valamely abszolt vagy relativ elmozdulast adott teher hatasara
A keresett elmozdulasnak szerepelnie kell a munkatételben, ezért a tarton be kell iktatnunk a keresett
elmozdulassal munkat végezni képes (vele ,,munka-kompatibilis™) virtualis erét. Mivel a virtualis
erérendszernek egyensulyban kell lennie, meghatarozzuk a felvett virtualis er6vel egyensulyt tarto
bels6 virtudlis erdket is. Ezutan felirjuk a tarton keletkezd valodi elmozdulas/alakvaltozas-rendszer
virtualis erérendszeren végzett kiils6 és belsd virtudlis kiegészitd munkdjat. Ezt zérussa téve a
keresett elmozdulés kiszamithato.

- Statikailag hatarozott tartokon a felvett virtualis erével egyenstlyban 1évé virtudlis
erérendszer egyértelmiien meghatarozhato.

- Statikailag hatarozatlan tartékon a felvett virtualis erével egyensulyban 1évo virtualis
erdrendszer elvileg végtelen sokféleképpen felvehetd. Ezek kozil a szamités
szempontjabol legcélszerlibbet érdemes valasztani.

F/3. A virtualis erék tételének alkalmazasa gerendatartok elmozdulasainak szamitasara

Abszolut eltolodas, illetve elfordulds meghatarozasahoz a beiktatott virtudlis erd az elmozdulassal
munka-kompatibilis ero, illetve erépar. Relativ eltolddas, illetve elfordulas szamitasdhoz a beiktatott
virtualis eré az elmozduldssal munka-kompatibilis kettds ero, illetve kettds erdpdr. A relativ
elmozdulés értelmezése szerint a viszonyitdsi pontok lehetnek tavol is egymastol, de egybe is



eshetnek. A beiktatott kettds erdknek, er6paroknak a munka-kompatibilitds miatt a viszonyitasi
pontokat kdvetnitik kell.

A beiktatott virtualis erd a virtualis igénybevételekkel tart egyensulyt. A beiktatott virtudlis erdk a
keresett valodi elmozdulasokkal végzik a kiilsé virtudlis kiegészité munkat, mig a virtualis
igénybevételek a teherbdl szarmazd valodi alakvaltozasokkal (relativ elmozdulasokkal) végzik a
belsd virtualis kiegészitd munkat. A kétféle munka oOsszegének — mivel az elmozdulasok és
alakvaltozasok kompatibilisek — zérust kell adnia.

- A kiilsé virtualis kiegészitd munka képlete a K keresztmetszet abszolut eltolodasa, illetve
elfordulésa keresése esetén

W, =e, 30, , illetve W, =@, M, ,
mig ugyanez relativ elmozduldsok meghatarozasanal
W, =u, 00, , illetve W, =9.-M. .

- A belso virtualis kiegészitd munka felirdsdhoz — amint azt a huizds-nyomas, nyiras, csavaras €s
hajlitas témakorénél lattuk — az alakvaltozasokat az ¢_(z) fajlagos nytlas, a y_(z) szdgvaltozas,
a «,(z) fajlagos elcsavarodds és a x (z) fajlagos elfordulds formdjaban kell figyelembe

venniink. A nyir6er6kbdl szarmazo alakvaltozasokat elhanyagolva a belsd virtualis munka igy
alakul:

W,==[£.(2) SN(2)dz - [ x.(2) SM_(2)dz — [ i, (2) S M (2) dz,

ahol a ON(z), oM (z), OM_(z) virtudlis igénybevételek (normalerd, hajlitd- ¢és
csavaronyomaték) a felvett virtualis erd filiggvényei. Példaul oQ Dbeiktatdsa esetén
ON(z)=0N(z,00), oM (2)=06M (2,00), OM_(z)=06M _(z,060). Mivel allando
keresztmetszetl gerendanal a valddi alakvaltozasok:

M, (z)

e2=0 (=D =KD

EA’ GI, EI,
a belsd virtualis kiegészité munka szamitasi képlete:
~ M M
577, [NOING) jp MDOM() ), (MIM()
f EA f GI, EI

/ x

- - A teljes virtualis kiegészité munka példaul egy abszolut eltol6das meghatarozasa esetén:
N(z) 6N(z,80,) M (z) M ,(z2,60,)
dz — I dz.
EA ) EI

A tetsz8leges 00, kikiiszobolese utan a kompatibilitasi egyenlethez jutunk, amely a keresett

éVN/:éVN/k +5V17b:ey 5Q‘ —J.
!

elmozdulést adja. Mivel a virtudlis erdk tetszélegesek, itt is egységnyinek vehetjik fel dket.
Ekkor peldaul a 6 O, =1 felvetelével az el6z0 keplet igy alakul:

o [NELNE) . (M) ),
y EA El

! !
ahol ON(z) és oM _(z) az egységnyi virtudlis er6bdl szarmazo normalerd- és hajlitonyomatéki
abra.

b



F/4. A virtualis erok tételének alkalmazasakor felmeriil6 integral-kifejezések kiszamitasa
Lattuk, hogy a belsd virtualis kiegészitdé munka olyan hatarozott integral-kifejezés, amelyben két
fliggvény szorzata szerepel. Amennyiben legalabb az egyik fliggvény lineéris, az j‘ f(z)-g(z)dz
alakl szorzatintegralok kiszamitasanal felhasznalhat6 az alabbi tétel: ”

Legyen példaul a g(z) fliggvény linearis, az f (z) pedig tetszdleges linearis vagy nemlinearis
fuggveény. Az integral ertékét ugy kapjuk, hogy a tetszbleges f'(z) fuggvény alatti 4, teriiletet
megszorozzuk a linearis g(z) fuggvénynek az A, terilet silypontja alatt leolvasott g,
ordinatajaval. Ekkor tehat

b
[re)g@)d=4, g,
Ha mindkét fliggvény linedris, akkor a miiveletek felcserélhetdk, és igy
b
[f(2)g(2)dz=4,-g, =4, f,

Ha mindkét fiiggvény nemlineéris, akkor ez a moddszer nem alkalmazhatd, mas modon kell
kiszamitani az integralt. Fontos megjegyezni, hogy a fenti szorzatban szerepld tényezok mindig
eldjeles mennyiségek.

|

hatdrozott integral meg-
hatarozdsa c)



Mintapélda

Hatarozzuk meg a konzolvég fliggdleges eltolodasat!
A tart6 hajlitomerevsége allandd. A konzol végén levd K keresztmetszetnél fliggdleges 6 O

virtualis er6t helyeziink el, nagysagat az egyszeriiség kedvéért egynek valasztjuk. Az elsé
nyomatéki dbra (M(z)) a tényleges terhelésbdl keletkezik, mig a mésikat (6 M (z)) a virtudlis

erébdl szamitottuk. A kiilsé virtualis munka értéke 5Vl7k =00v, =1-v,. A bels6 virtualis

kiegészité munkat a virtualis er6kon, azaz a o M(z) virtudlis hajlitonyomatékokon a
2a

tényleges «(z) fajlagos relativ elforduldsok végzik: o Wb:—jé M (z)x(z)dz, ahol
0

linedrisan rugalmas anyag esetén a fajlagos elfordulasok és a nyomatékok kozott fennall a

X

Osszefliggés. Mivel a teljes virtualis kiegészitdé munka értéke zérus, a keresett

2a
eltolddas értéke meghatarozhato a o W=6 Ovy, —ﬁ .[ OM(z)M(z)dz=0 kifejezésbol.
x 0

v, L [ oM (2) M (2)dz=

‘ EI
_ JuEade. L (_paay_2a| (_paa)_5a)l_
. A" E]x 2 2 3 2 4 6
‘aa
SA=8Q =1 éB=26Q=2 _ EF"3
| g 48 EI,
S
m M (z)
-6Q-z -uzg { —;Q-nz—o
\ L\ 6M (2)
z kg ey
3 6
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