
Többszabadságfokú rendszer harmonikus gerjesztése. 
 

 
Az állandósult rezgés számítása harmonikus gerjesztésnél a rezgésegyenlet közvetlen megoldásával 
 
Abban az esetben, ha a csillapítással nem kívánunk számolni, a rezgés mátrix-differenciálegyenlete egy  - a tωsin  
szerint változó - harmonikus erᔐvel való gerjesztésnél 

 
( ) ( ) tqtxKtxM ωsin=+&&  

 
alakú lesz.  
 
Amint korábban az egyszabadságfokú rendszerek vizsgálatánál láttuk, az inhomogén egyenlet partikuláris megoldása 
alkotja a rezgés állandósult részét. Keressük a partikuláris megoldást   
 

( ) txtx gg ωsin
0

=  
 
alakban. Behelyettesítve a mátrix-differenciálegyenletbe: 
 

tqtxKtxM gg ωωωω sinsinsin
00

2 =+− . 
 
 A kapott egyenlᔐség t  minden értékénél fennáll, így, ezért tωsin -vel egyszerᜐsítve: 
 

( ) qxMK g =−
0

2ω . 
 
Feltéve, hogy az együttható-mátrix nem szinguláris (ami azt jelenti, hogy determinánsa nem zérus, azaz ω  nem 
sajátkörfrekvencia) az amplitúdóvektor: 

( )  
12

0
qMKx g

−
−= ω  . 

 
Természetesen nincs szükség az inverz mátrix elᔐállítására, az  

0gx  vektor az egyenletrendszert megoldva számítható.  
 
Az eljárás - amely kétségtelenül egyszerᜐ - nem ad információt a gerjesztᔐ frekvencia és a különbözᔐ 
sajátkörfrekvenciák viszonyáról, a rezonanciaveszélyrᔐl és nem képes figyelembe venni a mindig jelenlévᔐ csillapító 
hatásokat. 
 
A kétszabadságfokú rendszer ez esetben egyszerᜐen tárgyalható. Ekkor: 
 

                                            




















−

−
=













 −

2

1
1

2
2

2221

121
2

11

g

g

0,2

0,1

q
q

mkk
kmk

x

x

ω

ω
. 

 
Az inverz mátrix: 
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A rezgésegyenlet megoldása a sajátvektorok ismeretében 
 
Az ortonormált sajátvektorok és a hozzájuk tartozó sajátértékek ismeretében vizsgáljuk ismét az               
 

( ) ( ) tqtxKtxM ωsin=+&&  
 



mátrix-differenciálegyenletet. Ha bevezetünk egy új ismeretlent az   
 

( ) ( )tyVtx =  
 
összefüggésnek megfelelᔐen és ezt behelyettesítjük a mátrix-differenciálegyenletbe, majd megszorozzuk az egyenletet 

balról  TV  mátrixszal, akkor az alábbiakat kapjuk: 

( ) ( ) tftqVtyVKVtyVMV ωω sinsinTTT ==+&& . 
 
A kapott egyenlet struktúrája az alábbi lesz: 
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Itt az rf  a TV  mátrix r-edik sorának (azaz az r-edik sajátvektor transzponáltjának) és a q vektornak a skaláris szorzata      

qvf ⋅= T
rr  lesz. Elvégezve a vektorokkal való szorzásokat: 
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Vagyis a mátrix-differenciálegyenlet most is N számú független - egyszabadságfokú rezgésnek megfelelᔐ - 
differenciálegyenletre esik szét, ahol az r-edik egyenlet:  
 

( ) ( ) tftyty ωω sin+ rr
2
rr 0 =&& . 

 
Az egyszabadságfokú rendszer inhomogén differenciálegyenletének partikuláris megoldását  
 

                                                                              ( ) tyty ωsin = rr gg  
 
 alakban keresve:                                
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Az   ( ) ( )tyVtx =  összefüggés ismeretében az ( )txg  vektort úgy kapjuk meg, hogy a  V  mátrix oszlopait - amelyek a   

rv  sajátvektorok - szorozzuk az ( ) rg ty  függvényekkel és összegezzük ᔐket: 
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Az eredménybᔐl látszik, hogy minden sajátkörfekvenciához tartozik egy  
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rezonanciatényezᔐ. Ennek nagysága a gerjesztᔐ frekvencia és az adott sajátkörfrekvencia arányától függ. Ugyancsak 

minden sajátvektor szorzódik az       
2
r0

1

ω
        tényezᔐvel. Ez a tényezᔐ annál kisebb, minél nagyobb az adott 

sajátkörfrekvencia. Végül minden sajátvektor szorzódik a qvT
r  tényezᔐvel, vagyis az egyes sajátvektoroknak a 

megoldásban lévᔐ hatását a sajátvektor és a tehervektor skalárszorzata is befolyásolja. Ha a két vektor egymásra 
merᔐleges (például az egyik szimmetrikus a másik ferdén szimmetrikus)  ez a tényezᔐ zérus is lehet.   
 
Ha a gerjesztᔐ frekvencia bármelyik sajátkörfrekvenciával egybeesik végtelen nagy amplitúdót kapunk. A valóságban a 
mindig meglévᔐ szerkezeti csillapítás miatt errᔐl nem lehet szó. A szerkezeti csillapítás hatására a  rezonanciatényezᔐk 
módosulnak: 
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Miután a 
γ

µ
1=maxr,   a rezonanciatényezᔐ maximális értéke, az amplitúdók rezonancia esetén sem végtelen nagyok. 

Mivel az   2
r0

1
ω

  tényezᔐ a magasabb sajátkörfrekvenciáknál egyre kisebb, érthetᔐ az a mérnöki gyakorlat, amely csak 

korlátozott számú sajátvektort von be a megoldásba. Korábban láttuk, hogy csillapított rezgésnél a gerjesztᔐ erᔐhöz 
képest fáziseltolódás van. Az adott r-edik rezgésalaknál a fáziseltolódás: 
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Az állandósult rezgésrész pedig: 
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Elméleti összefoglaló a tankönyvben a  173-176oldalakon. Példa: 3.15 


