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1. KINEMATIKA

1.1 Témegpont kinematikaja
A kinematika a mechanikanak az az aga, amely a mozgésoknak csak a leirasaval foglalkozik
anélkil, hogy a mozgasok keletkezését, okét vizsgadlna. A kinematikat (és késdbb a kinetikét
is) amozgo anyagi test jellege szerint osztdlyozhatjuk, beszél ink

az anyagi pont

az anyagi pontrendszer és

amerev test mozgasarol.
A mozgo testet akkor tekintjuk anyagi pontnak (tdmegpontnak), ha méretei a mozgas mérete-
ihez képest elhanyagolhat6an kicsinyek. Ilyenkor az egész test mozgasat egyetlen pontjanak
mozgasaval jellemezhetjik. Hogy egy test anyagi pontnak tekintheté-e, az tehdt a vizsgalt
mozgéstol flgg. Példaul egy bolygd a Nap kortili mozgésat tekintve anyagi pontnak tekinthe-
t6, de atengelye korlli forgasét vizsgdlva méar nem.
A haladé test egyetlen pontta helyettesithetd, ha a test egy pontjanak mozgaséit ismerjuk, ak-
kor az egész test haladd mozgését ismerjuk. A kinematikaban az anyagi pont és a merev test
mozgésviszonyait targyaljuk, az anyagi pontrendszerekkel csak a kinetik&ban foglalkozunk.
Az anyagi pont helyzetét és mozgasat a térben mindig valamely koordindtarendszerhez képest
kell megadni, illetéleg vizsgdlni. A miszaki gyakorlatban a Foldhdz kotott koordindtarend-
szert hasznaljuk.
Vaamely tetszélegesen megvélasztott koordindarendszerben az anyagi pont pillanatnyi hely-
zetea r =r(t) vektor-skalér fiiggvénnyel adhaté meg. (1.1 &bra)

r=0P=x +)j +&
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1.1 4bra
Az anyagi pont mozgésa kinematikailag meghatarozott, haaz  vektort mint az id6 fuggvé-
nyét ismerjik, pl. derékszogi koordindtakkal kifejezve;

x=xt)  y=yt) z=2()

Azr = f(t) Osszefliggést mozgastorvénynek nevezzik. Ez afuggvény folytonos. A mozgo
pont dAtal befutott folyamatos gorbét pdlyanak nevezzik. Matematika szemsz6gébd| nézve a
r =r(t) figgvény atérgobe paraméteres egyenlete.
A mozgasok leirésanak egy tovabbi lehetdsége, hogy megadjuk a pdlyét és azt, hogy valamely
pontj&bdl indulva mekkora s utat fut be tidé alatt.
gy amozgést az s= s(t) alakil mozgastorvény jellemzi. Az s (t ééjeles skalar mennyiség.

palya

1.2 abra
A mozgésok a pélya a akja szerint osztédl yozhatok. 1gy beszéliink egyenes vonalil mozgésrol,
kdrmozgésrol, sikmozgésrol.

Az anyagi pont mozgasa harom adattal jellemezhet6, hdrom szabadsagfokavan. (pl. x, y, 2)
Az anyagi pont mozgasanak igen fontos jellemzéje az idéegység alatt befutott Ut, a sebesség.
El6sz0r vizsgéljuk meg a kdzepes sebesseg fogalmét.
A tdmegpont a mozgés soran t = t; idépontban legyen az A pontban, a t, =t, + Dt idépont-
ban pediga B pontban. (1.3 &bra)
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1.3 abra
A két pont helyzetét az r, és r, vektorok hatdrozzak meg. A (t,,t,) idészakban a témeg-

7

pont mozgasarajellemzé Dr =r, - 1, vekort e mozdulas vektornak nevezzik.

Ay, = g hényadost kdzepes sebessignek nevezzilk. Dimenzidja [mle

A kozepes sebesség parhuzamos az elmozdulés vektorral. A v, kdzepes sebesség az AB sza-
kaszon végbemend mozgéasrél csak kozelité képet ad. Ha a Dt értékét minden hatéron tul
csokkentjuk, Ugy a v, kozepes sebesség hatérértéke hi képet ad a mozgésrol at; idépontban,
illetveaz A pontban.
1.1.1 Sebesség
A kozepes sebesség hatérértékea v

vElimu = lime =y =

DI® 0 meo Dt dt r
vektor a mozgas sebessége at = t; idépontban.
Ha a mozgéstorvény az ivkoordinata segitségével adott:
F=r(s), s=s(t)

7= g_l. Drbs_,,
Mo M os o

__ar e .

e =— , az &int6é egységvektor

S
_ds . .

v-a apalyasebesség.
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A sebességvektor a palya érintéjével parhuzamos. A vatozasarol szemléletes képet kapunk,
ha a sebességvektorokat k6zos pontbdl felmérjik. A sebességvektorok végpontja egy gorbét
hataroz meg az Un. hodogréfot. (1.4 &bra)

palya A hodograf

1.4 abra

1.1.2 Gyorsulas

Ha a sebesség az idében nem allando, akkor vatozé mozgasr6l beszé iink.

A gyorsulés a hodogréf érintéje.

Ha a mozgéstorvény az ivkoordinéta fliggvényében adott, a gyorsulasvektor a kdvetkez6

alakban irhat6.
= lim 2 ()= [ ev 0= e iy = B - v
oo Dt oo e Dt 1] oo Dt Ds
Mivel: %:ﬂ
Ds r

r —apaya gorblleti sugara, megegyezik a smulé kor sugaraval

a — palyamenti vagy tangencialis gyorsulas

A témegpont egy adott helyén az a, normdlis gyorsulds mindig a palya gorbiileti kozéppont-
jafelé mutat.
Az egyenes vonall mozgés
Az egyenes vonalll mozgas palyéja egyenes vonal, amit azonosnak tekinthetiink a koordinata-
rendszer x tengelyével, igy a mozgastorvény

r(t) = x()i; x(t)=s(t) aakban irhato.
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Beszél hetlink egyenes vonall és valtozd mozgasrdl.

A
Y

\J

1.5 abra

Egyenletes mozgas esetén a sebesség nagysaga dlando, tehét
dv

a =—=
dt

A kinematikai vizsgalatok célja a mozgés harom jellemzéjének elédlitédsa az id6 flggveényé-

V = Vp=Ccong;

ben.
A hédrom idéfluggveény a kdvetkezé: Gt, sebesség, és gyorsulés.
Egyenletes mozgéas esetén:
X=X(t) =Xo+ Vot
vV = V(t) = vp = const
a=at)=0
A hérom flggvényt grafikusan is szokéas dbrézolni, ezeket kinematikal vagy foronémiai gor-

bének nevezzik.
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A
X
A
Xov .
t
A
\Y
A
Vov .
t
A
a
a=0
g
1.6 abra

Egyenletesen valtozo, egyenes vonall mozgéasndl a sebességvatozas az idével aranyos, igy
a= a(t) = const
A mozgéstorveny a kovetkez6 aaku lesz:

a
X=X, +v0t+5t2

A sebesség-fuggvény:

V=V +at
Az egyenletesen valtoz6 mozgés forondmia gorbét egy példa kapcsan tanulmanyozzuk.
1. Példa
A metro-szerelvény két, 1 km tavolsagban levé megdll6 kézott 20 méasodpercig gyorsit, illetve
lassit. A gyorsités, illetve lassitas mértéke 1m/s”. A kozbenss 30 mésodpercben egyenletesen
mozog a szerelvény. Rajzoljuk meg a forondmia gorbéket a szdmszerii értékek meghatarozé-
saval.
A gyorsités és lassitas Gtja

at® _ 100

31:33:7

=200m
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s(m) A
1000

200

v(m/s) | 1)

207
10

Lagll

~y

a(m/s®) A 20 50 70

+1

-1
1.7 abra

Az egyenletes sebesseg:
_s_600
vV=—=

t 30

=20m/s
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1.1.3 A kérmozgas

Ha egy anyagi pont valamely sikban Ugy végzi mozgését, hogy kdzben egy kijeldlt pontbdl
azonos r tévolsigra marad, akkor kdrmozgést végez.

A mozgés padydjaegy 0 kdzéppontl és r sugart kor. Az Gt-id6 flggvényt a befutott iven

s = g(t) aakban adhatjuk meg.

S=rj

<lI

1.8 abra

Ha a mozgd pont a korpdlya A pontjdbdl a B pontba jut, kbzben az iven s utat tesz meg.
Egyenletes kbrmozgasrél akkor beszéllink, ha a mozgas soran a payasebesség nagysaga nem
valtozik, tehat

A mozgés harom idéfuggvénye felirhatd kertleti és poléris jellemzékkel is
s=s(t) = s, +V,t j =] (t):j o TWl
v=v(t) =v, = const w, =w(t) = const
a =0 a =0 szbggyorsulas
A kdrmozgés mozgéstorvénye felirhatd még a kdvetkezoképpen is:

F{ )=R(icosj +jsinj)
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A
y
vl=all
R r
S
] :
0 a X
1.9 4bra

F(t)= R[fcos(j o FWot)+jsin( , +W0t)_|
v - szOgsebesség, vektormennyiség a padlyasikra meréleges ésaz 0 ponthoz kothetd, mér-
tékegysége: 1/s.
V=V X

A tdmegpont gyorsulasa:

A kapott gyorsulas érték a pdlya kdzéppontja elé mutat a pontbeli normélissal parhuzamosan.
A kdrmozgés egyenletesen gyorsulé, ha széggyorsulas a = all.

Ebben az esetben

L 1
i =i, +W0t+§at2

A tangencidlis gyorsulas most nem 0, hanem a =r a
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1.1.4 Harmonikus rezgémozgas
A harmonikus rezgémozgés értelmezhetd, mint a kdrmozgas vetilete.

1.10 abra

Egyszerii kisérlettel igazolhatd, hogy a fliggéleges sikban megfelel6 fordulatszamu egyenletes

kdrmozgést végzé pontszerii test vetlilete és arugora fliggesztett golyé rezgése egyforma.
y=rsinwt
Legyenr = A, alegnagyobb kitérésigy:
y=Asnwt
A rezgé test sebességét a kormozgas sebességének vetlilete adja
v=Asnwt
A normdiranyu gyorsulés vetllete pedig:
a=-Aw sinwt = -W’ y

Rezgésidonek vagy periddusidének nevezzilk azt az id6t, amely aatt az y értéke megegyezik

akitéreés kezdeti értékével.

o

w

A frekvencia pedig arezgésido reciproka: f = i
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1.1.5 Hajitas

A ferde hajités két mozgéas eredéjeként foghato fel. Vizszintes iranyban mint egyenletes moz-
gas, amikor is a tdmegpont vox sebességével halad, fliggéleges irdnyban pedig egyenletesen
valtozd mozgasrél beszélhetiink, amikor is az indul6 sebesseg voy és a gyorsulés pedig g az

an. nehézségi gyorsulés.

A
y
‘ —
VO
\Y _
o VC_VOX *‘r
C
Al 4a R
A o
- Vox parabola
g
‘ H
h,
\ B VBX:\E’X > \/
X
vByI
L \
h "
1.11 abra

A vizszintes, illetve fliggdleges mozgasegyenletek:
x = (v, cosa )t

y=h, +(v,sina)t- %tz

Haaz elsb egyenletbél a t értékét a masikba helyettesitjik, a payagorbe egyenletét kapjuk.

g

2
y=xtga - x> ——~——
2vZ cos’a

+h0

Ez az 6sszefliggés egy parabola egyenlete. A mozgéspdya v, Is g vektorok sikjaba esé pa-

rabola lesz.
A mozgaspélyéara vonatkozo levezetésiink csak églires térre érvényes, ha a légellendllast is
figyelembe vennénk akkor Un. ballisztikus gorbét kapunk.
A hajitési feladatok megoldasanal a kovetkezé kérdésekre kell valaszolunk.
Mennyi ideig tart a mozgas, milyen magasra emelkedik az anyagi pont és mekkora a megtett
Ut vizszintes tavolsaga.
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Elészor hatédrozzuk meg az emelkedés t; idgét ésaz emelkedés H magassagét.
A test addig emelkedik, amig s fliggéleges iranyl sebességkoordinata zérus nem lesz.

vV, =V, xdna =gx,; =0
Az emelkedésidgie:
_V,€na
g
A legnagyobb emelkedés magassagara irhaté az egyenesvonalll, egyenletes mozgas képlete

b

alapjan:
v, >dn®a
29
A C pontbdl a B pontbaannyi id6 alatt ér le az anyagi pont, mintha fliggélegesen leesne.

2H
g

t=t1+ 10

H :h0+V0y>¢1';g)¢12:h0+

igy az estsidge:

A mozgés idge tehét

A mozgés vizszintes tdvolsdga ezek utdn meghatérozhato:
L =v, cosa %

2. Példa
A vizszintes talgj folott hy = 100 m magassagban lévé A pontbdl anyagi pontot hajitunk el a
vizszintessel a = 30°-0s szoget bezard vy = 80 m/sec sebességgel (1.11 dbra). Hatdrozza meg
az emelkedés és az eses idgjét. Milyen magasra (H) emekedik az anyagi pont?
Mekkora a hgjités vizszintes tavolsaga (L) ? A szémitésokban g = 10 m/s”
M egoldas
A sebesség Osszetevok:

Vo, =V, ’sina =69,28m/s

Voy =VpSina =30m/s
Az emelkedésidgje:

b= g

g

A legnagyobb emelkedési magassag:
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H =h, +V, %, - Lotz =100+40%4- 110547 =180m
2 2

Az esésidge:

tZ:\/2|_| :\/360:6$C
g 10

A mozgésidge:
t=t, +t, =10sec
A hajitas vizszintes tavol saga:
L =v,, % =69,28X.0 = 6928 m
Sok esetben a mozgéas sebesség ido fliggvénye ismert, nézzilk meg egy egyenesvonalll mozgas
esetén, hogyan hatarozhatd meg a megtett Gt.

1.1.6 A tavolsag vagy megtett it meghatarozdsa.
Ha egyenletes mozgéssal van dolgunk, a tdmegpont sebessége és az eltelt id6 alapjan a meg-
tett it szdmolhato

X=s=Vpt
Nehezebb a feladat, ha a sebesség valtozik. Ha pl. egy gépkocs atal megtett utat akarjuk
meghatéarozni, akkor percenként vagy félpercenként leolvassuk a sebességmérot. igy a megtett
at szamolhato:

s=Q vit, ot
A szémitas nem ad pontos eredményt, mert a Nt ido alatt a sebesség valtozik egy kicsit.

A Dt csbkkentése révén a pontossag fokozhatd, apontos s érték

s=|ima vit.)ox

Dt® 0
A matematikus erre a hatarértékre — a differencidlhoz hasonléan — egy szimbdlumot vezettek
be, ez pedig az integral jel.

b

s= oyt)at

to
A fentiek azt isjelentik, hogy a v(t) diagram alatti terllet a megtett Uttal ardnyos, ha v(t) > 0.
depl. az 1.12. dbrénak megfeleléen
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t

to

1.12 &bra

ami a kezdéponttol vald elmozdulés, de a megtett Gt

s= 26/(t)dt

tto

1.2 A merev test kinematikéja
A merev test olyan képzelt test, amely alakjét és méreteit a mozgés sordn nem valtoztatja.
A merev test kinematikgjanak feladata a merev test mozgésanak, helyzet valtozasanak leirdsa
Altalanos esetben a test mozgasat harom, nem egy egyenesbe esé pontjanakmozgasa megha-
tarozza. A hdrom pont koordindtajdnak minden idépontban val6é ismerete ermészetesen em
kilenc ismeretlen meghatarozasat feltételezi (kilenc koordinéa) ui. a pontok tavolsaga a moz-
gas soran alandé.
A merev test mozgasét 6 fliggetlen adat egyértelmiien meghatérozza, ezért mondjuk, hogy a
merev test szabadsagfoka: 6.

A
z .aP
A T
L------1---DC
FA - | /l
re >
g, YR
A >
y
X
1.13 &bra
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Az 1.13 &rén |&hat6 hdrom pont egy tetszélegesen kijeldlt D pont helyzetét egyértelmiien
meghatarozza barmey idépontban ui. a pontok relativ tavolsaga nem valtozik. Gondoljunk
arra, hogy a négy pont tetraédert hat&roz meg és ha egy lapjat kijel6lé6 haromszdg ismert, a
tetraéder negyedik pontja egyértelmiien meghatérozott. Mivel a merev test két pontjanak té&-

volsaga nem valtozik a mozgés soran, igy atavolsag négyzete sem.

a er = 2rAB\7AB = 2FAB (\78 - VA) =0

A fenti feltétel két esetben teljeslll, ha v, =v, illetvehav, =0 és v, " V,; - re
Ekkor legyen vy =V X T,

Az esb esetben haladé mozgasr6l beszéliink, a mésik esetben tengely korili forgd mozgasrol.

1.2.1 Sebességallapot

A legéltaldnosabb eset, haa merev test egy adott v, sebességgel mozgo tengely korul forog,
vagyis.

Vg =V, +V XTI

Ha ismerjik a merev test Gsszes pontjanak sebessegét, akkor ismerjik a sebessegéll apotét.

A fenti képlet alapjan a v, és v ismeretében barmely pont sebessége meghatarozhato,

termeészetesen a merev test geometrigjét ismertnek tételezzik fel.

1.2.2 Gyorsulas allapot
Haaz A pont mozgasellemzéit ismerjuk, abbdl B pont gyorsuldsét is meghatérozhatjuk.

1.14 abra

ERFP - DD2002 — HU — B — 01 PROJECT 4. MODUL 18
Ipari hatterti alternal 6 képzés el6készitése a Gépészmérndki szakon

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

A B pont gyorsulasa az dabbiak szerint irhato (levezetés nélkiil)
a,=a,ta XFg+v x{v XFy)
A merev test elemi mozgésai. A merev test mozgasa vegtelen kis mozgésok sorozata. Az

ilyen rovid ideig tartd végtelen kis mozgast elemi mozgasnak nevezzik. A valdsagban a tes-

tek véges mozgésokat vegeznek.

A merev elemi mozgésai a haladd és a forgd mozgasok.

A halad6 mozgast szokas még transzlacionak is nevezni.

Ha egy merev test haladd mozgést végez, akkor a tetszélegesen kivalasztott két pontja altal
meghatarozott egyenes vonaldarab mozgas kdzben 6nmagéval mindig parhuzamos marad.

A haladé mozgés végz6 test mozgésanak leirdsahoz elegendé egyetlen pontjdnak mozgésat
ismerni.

A merev testr6l akkor mondjuk, hogy helytallé (fix) tengely korul forgdb mozgést végez, ha a

két pontjanak a mozgas sorédn mindvégig nyugalomba marad.

1.2.3 Elemi Osszetett mozgasok.

Haladd mozgéasok dsszetétele.

Ha atest egyidejtien tobb haladé mozgast végez, akkor az eredé mozgéas ismét haladé mozgas
lesz, és az ered6 mozgés sebességvektora a komponens mozgasok sebességvektorainak ereds-
je. Az elemi haladd mozgasok Osszetételének probléméja jelentkezik a folydn vald atkel ésnél
is.

Az egyik elemi halad6 mozgést a viz végzi, mely magaval sodorja a hgjét v, sebességgel, a
mésik elemi haladé mozgést a hajé végzi, melynek sebessége v,

B
SLLLL LG S S S S
T ——

1.15 abra
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Elemi forgdb mozgasok Osszetétele. Két egymast metszé tengely korll végbemend egyidejt
forgas eredé mozgésa forgas, aforgas szogsebessegét és ezzel tengelyét is a vektor paraeog-
ramma atléja adja

A forgasok Osszetételére az 1.16 dbrdn mutatunk be példéat.

» ‘
T

A

VA
\

Nl
=) I

\
£l

A
1.16 &bra

Az &borén vézolt kerék a vizszintes tengely korll w, szdgsebességgel és ugyanakkor az O
pont kordl w, szdgsebességgel forog.
Az eredd szogsebességet a szogsebesség vektorok vektoridlis Osszege adja. A kdvetkezékben

targyalt sikmozgés az elemi haladd és forgd mozgasok Osszetételébsl szérmaztathato le.

1.2.4 A merev test sikmozgasa

Ha egy merev test gy mozog, hogy minden pontja sikgorbét ir le és ezen gorbék sikjai mind
parhuzamosak az alapsikkal, akkor a mozgast sikmozgasnak nevezzilk. A sikmozgast végzo
merev testnek a mozgasallapota egyértelmien meghatarozott, ha ismerjik ké& pontjanak egy-
mé&stol flggetlen mozgasét. Mivel az v és a vektorok az alapsikra merélegesek, ezért
elegend ezeket skalar mennyiségkent kezelni.

Az xy sikkal parhuzamos mozgés esetén v =wk; a =ak

yA VB
A W Ov 7_ _
e - W r,,
_ AB - Va
— D\ V
ry V, B B
[
s
1.17 abra
ERFP-DD2002 - HU — B — 01 PROJECT 4. MODUL 20

Ipari hatterti alternal 6 képzés el6készitése a Gépészmérndki szakon

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com



http://www.pdffactory.com

Eqgy tetsz6leges B pont sebességvektora vy =V, +V XT g

A fenti vektoregyenletet az 1.17 abrén meg is szerkesztettik. Keressiink olyan P pontot,
amely haladé mozgast nem végez, tehét v, =0 =V, +V X',

[lyen pont mindig van, hiszen r,,xv =v,. A P pontot meghatarozo helyvektor meréleges a

v, - ra. A pillanatnyi forgastengely P doféspontjat sebességpdlusnak is nevezzik.

A

Skalér osszefliggés Alapjan: T, = VW

A sikbeli mozgéas megadasahoz harom adatra van szilkség. A hdrom adat a kbvetkezo:

Vax Xp Vax
Vay Yp Vay
" W Vg hatésvonaa

3. Péda

Adott az 1.18 dbran 1évé rid alakd merev test. A pontjanak sebessége va = 2 m/s ésj =30°,
valamint a szbgsebesség w = 1/s. Hat&rozzuk meg a pillanatnyi forgastengely helyzetét és a
rad B pontjanak sebességét, ha AB = 2,5m.

A _
/ N Vi B v
A — -
VA><
Ve
P
1.18 abra
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Aﬁer:V—A:g:Zm
w 1
NP =r, =r, cosj

NB=AB- AN =15m

g = W - ]"730 =23m
cosb cos41l
tgb = N8 =0,865

r.N
Vg =Wrg =2,2m/s

A példa kapcsan megfigyelheté, hogy a rid irdnydba esd sebesség-dsszetevék nagysaga €s

iranya megegyezik. Ez arudiranyd sebességek tétele.
Egyszerii 6sszefliggés irhato fel a sikmozgast végzé merev test pontjainak gyorsulasa kozott
is. Az el6zéekben felirt Gsszefliggés:
ag=a,+a X - Wiy
Gyorsulaspdlusnak nevezzilk a sikmozgést végzé merev tst azon pontjét, melynek a gyorsulé

sa zérus.

4. Példa
Az 1.19. dréanlahatd r = 1 m sugart korong a sikjara meréleges tengely kordl forog. A kert-
letén lévé A pontjanak sebessége és gyorsulasaismert.

A

y
B
;
A -
45° X
a a X
Vi i v, g
v,=1,5m/s a,=2m/s’
1.19 abra
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Haté&rozzuk meg a forgaspontot (P), valamint ajeldlt B pont sebességét és gyorsulésat. Mivel
akorong P pont koril foroga P pont a sebességpolus.
A sebességpdlus helye:

=Va
AP
w

A gyorsulés két dsszetevije, atangencidlis és normalis gyorsulasok nagysaga megegyezik:

-

a, =a,=a, sn45’ =1x414m/s’

A sebességpdlus helye:
e =1591m
A forgés szdggyorsulasa:

a =& - Lala 0889 . B Pont gyorsulasa:

1591

r.AP
A, =a, +axi,, - Wiy,

re =l +1j [m]

a, = (L4147 - 1,414])+0889( + ) =- 0364 - 1,414] SL';

a,|=013+2=146 ]

1.2.5 Kulisszas hajtomii kinematikaja

A szerkezetek kinematikai vizsgdata nagy fontossagu a gépészetben. A szerkezet definicidja:
Kényszerekkel alkalmas médon egyméshoz és az alé kornyezethez kapcsolt testek dsszessé-
ge, amelyek eréfelvételre vagy eré tovabbitasra alkalmasak.

A most vizsgalt szerkezet labilis és egy szabadsagfoku.
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\ } )
3

1.20 &bra

A kulisszés hajtomii aforgé mozgast egyenes vonallva alakitja &. Hatarozzuk meg a B pont
mozgasjellemzéit, ha aforgattyd kar alland6é szogsebességgel forog.
A B pont sebessége:
Vg =V, X0N] =1 3V, xsinw,t
A B gyorsulésa:
dv,

a, :d—tB:rxNgmoswoﬁ

Az Utidé fuggvény integraléssal dlithatd eo:
t z

t N
< N _ e 1 u_

Xs = Pe (t)dr =1 W, Cpinwt dt = )Wog W—coswotg— r(l— coswot)
0 0 0

A fentiek alapjan rajzoljuk meg a kulisszamozgés kinematikai diagramjait (forondmiai gorbé-

it).
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i =w,t

i =w,t

NTO

YE: 20 | —wit

-rw
1.21 abra

1.2.6 Ellenérzé kérdések

1.

© 0o N o g M 0w DN

o
P O

Ismertesse az anyagi pont helyzetének megadési maédjait.

Ismertesse a sebesség fogalmét.

Ismertesse a gyorsulas fogalmét.

Mi ahodograf gorbe?

Milyen kapcsolat van aforondémiai gorbék kozott?

Ismertesse a kbrmozgés jellemzgit.

Ismertesse a ferde hgjlitést.

Mekkora a szabadségfoka a merev test dtaldnos mozgésanak.

A merev test sikmozgéasa milyen adatokkal oldhaté meg egyértelmiien.

. Mi a sebességpolus?
.Irjafel egy tetszoleges pont gyorsulését ha az egyik pont gyorsulasa és a merev test

szdgsebessége és szbggyorsulasaismert.
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2. KINETIKA

2.1. Tdmegpont Kinetikaja
A kinetika (dinamika) mélyebben hatol a mozgésok vizsgalataba, mint a kinematika, mert a
mozgés okét is kutatja, és célja, hogy a mozgas okénak ismeretében a mozgast meghatarozza.
A kinetikat néhany alaptéelre épithetjuk fel. Ezeket Newton foglalta egységes rendszerbe
1687-ben, azéta Newton-torvények a szokasos megnevezésik.
|. Minden test megmarad nyugvo vagy egyenes vonalu, egyenletes mozgo
alapotéban, amig egy réhat6 er6 mozgasillapoté& meg nem valtoztatja
I1. A mozgés véaltozasa egyenesen aranyos a mozgato erével, és abban az
egyenes vonalban torténik, amelyben az er6 hat.
I11. Két testnek az egymésra gyakorolt hatésai mindig egyenldk és ellentétes
értelmiiek.
A mozgésvéltozast Newton az | = mxv szorzattal méri, a torvény a mozgasmennyiség vélto-
zéséra vonatkozik. A mozgasmennyiseget szokds még impulzusnak vagy lenduletnek is ne-
vezni.
2.1.1 Impulzustétel
A kinetika alaptorvenye tehét, ham = dlando:

A tomegpont az F, = (i =12... n) erék egylttes hatasra gy mozog, mint egyetlen, az

er6kkel egyenértékii eré hataséra. Ezt az Osszefliggést impulzus-tételnek hivjuk.
1. Példa

A G =10,0 kN slilyu terhet kotéllel

a=4 m/s’ gyorsulassal bocsétjuk le.

Mekkoraeré éored akotélben?

g=10 m/s’
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(G>K) N
G
2.1 4bra
g
aF=G+K=mxa
i=1
Megoldaés: G- K=mxa
K =mggl- 80-1020,6=6,0kN
9g

Mérnoki gyakorlatban a kinetika alaptorvényé az alabbi alakban irjuk:
F-mxa=0
A (- mxa) kifejezést tehetetlenségi vagy inercia erének szokés nevezni.
Azinercia-eré fogalmanak bevezetése utan D’ Alambert elve tehét:
A tdmegponton a valban mitk6dé erék ereddje és a képzeetbeli inercia-eré egyenstilyt tart.
Példaul, ha egy m tomegi anyagi pontot
fona hoz rogzitiink és az kdrpalyan mozog, a
n tdmegpontra (ha a stlyt e hanyagoljuk) csak a

m
fonalerd hat. Ezt centripetdliserének hivjuk.
B B Fp =m>a
¢ Fee —’—o
2.2 dbra
A két erérendszer eredéje egyenértékii! D’ Alambert elve értelmében:
a ECF = _ V2 _
Fs =m>xa = m>~? N

ahol n sugarirényu, a kor kozéppontjabdl kifelé mutaté egysegvektor.
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Az inerciaerét itt centrifugélis erének is hivjuk.
A kinetika alaptorvényének egy masik alakja:

D(m>\7)_ o =
Dt _ai i

2. Pdda
200 tonna témegii indulé vonat K = 60 kN vonderé hatésara és E = 20 kN vonatra hat6 ellen-
allas esetén mennyi id6 alatt gyorsul fel v = 10 m/s= 36 km/h sebességre?

ngorsité = 4OkN
Fx, =mx,
3
= 2000 3?{LO 50 sec
4040

Ha a kinetika alapegyenletét 1 helyvektort 0 kezdbponttdl mérjik, akkor az egyenlet jobb
oldaldnaz 0 pontra szamitott nyomatékot kapjuk.

xF =M

=

Legyen impulzus nyomatéke P = rxm>v , més néven perdiilet.

A perdilet megvaltozésa:

D(r xmov) _ D Xmx\,/”)(D(m>v)
Dt
Dr_
az elso tag 0, mert —|v
o o
2.1.2 Perdilet-tétel DP _w
Dt
vagy D=3 M,
1

D - aperdilet derivélt
vagy 32' ﬁl:é. Mlth
A tdmegpont tetszéleges pontra vett perdiletének véaltozasa az idéegyseg alatt a tomegpontra

hat6 er6nek ugyanarra a pontra szamitott nyomatékaval egyenlo.
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2.1.3 A munkatétd:

Az m tomegpontra hatd erének mun-
kda DW .

DW = F »Dr = |F|>cosj *Ds
Az erének csak az elmozdulas irdnya-

ba es komponense végez munkét.

F, =|F|>cos]

Dv Dv Ds Dv
F X— = MX——=mMx/
T O Ds Dt Ds

2

Az MY mennyiség a mozgési vagy kinetikai energia. Jelolése: T

A munkatétel tehét:
atomegpont kinetikus energigjdnak valtozasa a tdmegpontra hat6 eré munkéjaval egyenls.
T- T =W,

2.1.4 Teljesitmeény:

A V. sebességgel mozgé m tdmegi
pontra F erd hat.

A teljesitmény: P =F %,

A munkatételt mas alakban irva az
Energiatéet kapjuk:

2.3 4bra
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D 1 _ Dv?_ 1 v

=M= —mXx—xw=maxw =P

Dt 2 Dt 2 Dt
A tdmegpont mozgési energidjanak az id6é szerint derivéltja (azaz megvaltozasa) a tbmegpont-
ra hat6 erék teljesitményével egyenlé.

Az F eb [t,,t,] idsszakaszban végzett munkga:

W, =& Por

3. Példa

A tdmegpont kényszerek hatasara egyenes vonal mozgast végez.
Adatok: Kérdés:

M.g=30N j =7

g=10 m/s’ Fa=?

a=34m/s’ Fa— tdmaszeré

Sarlédés nincs.

2.4 4bra

M egoldas. Impulzustétellel: mxa =G +F,

mxa=mxg>&nj - S,
ahol S, aslrlodasi eré, most S, =0

0=-mxgxos] +F,

j =19°50' és F, =282 N
4. Példa
Szabadmozgés
Adatok: v, =10m/s;a =60°,h=18m G =4 N; g =10m/s
Kérdések: becsapddasi sehességvg =?; H="?

A munkatétel bol:
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TB - TA :WA,B

;mxv;— ;mx\/i =-Gxh
Vg =4/Vi - 2gh =/100- 36 =8m/s
1 2 1 2
—mxv, - —mxv; =-mxgxH
5 M™e = 5 MYy g
H=375m
|
A \
C
H1
B
H
A7
h
/
/777777777777
G
2.5 abra
5. Pédda
Matematikai inga
Azinga m tomegi tomegpontbdl és
Sulytalan radbol al. [/
a="?
D, =M, j
- RXmxa, = Rxmxg >»§inj
a, =-g>sinj
2.6 abra
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2.2. Az anyagi pontrendszer kinetikaja

Az anyagi (tdmeg) pontra megismert torvényszeriisegek kissé dltaldnosithatok, ha egy idében
tobb tdmegpontot vizsgdlunk.

A vizsgélt pontrendszerek egyik csoportja a kilonallo (diszkrét) tomegpontok altaldnos pont-
rendszere. A tdmegpontok dtaldban szabadon mozoghatnak, egymasra azonban valamiféle
erét fejtenek ki, és éppen ezek az erék fuizik a ttmegpontokat pontrendszerré. A rendszernek
alland6an ugyanazon pontokbdl kell dinia. Ilyen pontrendszer, példaul a Naprendszer bolygo-
ival és holdjaival.

A pontrendszer mésik csoportja az altalanos pontrendszer egyik egyszerii esete: a merev test.
A merev testek esetében a képzeletbeli tomegpontok k6zé merev, de e hanyagol hat6 tdmegii
rudakat kell képzelni.

Az n tdmegpontbdl 416 pontrendszer minden pontjéra irhaté:

ahol atetszéleges tomegpont témege m, akiilss erék eredsje F, , abelsské pedig F,.

Az egyenleteket 6sszeadva:

o DZF_o
amy—a Fie

A belss erék é_ F, eredsje eltiinik, mert a belss erék egyenstlyban 1évé erérendszert alkot-

nak.
A pontrendszer mozgését a tomeg kdzéppontjanak mozgasaval jellemezhetjuk. A tdmegko-

zéppont, mint egy sulyozott &lag a kdvetkez6 képlettel szamolhato:

05
|

m

_1
I
1
KN
=

TKP

'QJO: )

m

i=1

Ip - tomegkozéppont (stlypont) helyvektora
A tomegpontra felirt impulzus-tétel akalmazhat6 tomegpontrenszerre is, ha az egyik oldalon
a tomegpontrendszerre hat6 erék eredsjét vesszilk, a masik oldalon pedig az 6ssztémeget és a

tomegkozéppont (stlypont) gyorsulasit.
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A tomegpontra fdlirt perdulet- és munkatétel is dltalanosithatd pontrendszerre, de ezek a téte-
lek a merev testre felirt tételekhez hasonl 6ak, ezért itt most nem térgyaljuk.

2.3. Merev testek kinetikgja

A merev test mozgésa mindig el6dlithatd
egy halado és egy forgd mozgés eredéjekeént.
A haladb mozgés a test tdmegkdzéppontjanak
mozgésaval leirhato ésigy vizsgalata meg-
egyezik a tomegpont kinetikgaval. Vizsgé-
juk

meg a merev test forgd mozgésat (2.7 &ora)

v, = WX,
vagy skalérisan
v, =k

2.7 4bra

A kinetikus energia:
T :;é m x =;é m X w; =szé m :;'z w?
|, — az-tengelyre szémitott tehetetlenségi nyomaték.
A tehetetlenségi nyomaték mértékegysége: [1]=[M] >{k2J = kg xm?.
A merev test dltaldnos mozgasat a sulypont sebességével haladd és egy a sulyponti tengely
korul forgd mozgés eredsjeként tekintjuk.

7=1sm >«\/§+1><Is>w2
2 2

Hé&romféle tehetetlenségi nyomatékot szoktak
M egkil onboztetni.

7 z 7 . _ 9 2
a skraszamitott: 1, =g mxz

b. tengelyre szémitott: 1, =g mx?
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o} 2
l,=a mx

C. pontraszamitott :

— 2 2 2
r=\re+r+r;

2.8 abra

Néhany egyszerii test tehetetlenségi nyomatéka a stlyponti tengel yekre:

Si |
38l T
! = XA)&
m=p 4

n A ,.2 "Zl:I 2 2
A m k2 = pxaxt 0o @ + 840 = mddt - M
i=1 4 338 g e8 24 128 12,8

A
Y

1
12 i 12 rad
1
1
1
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! henger

' R
|<—>
I, == xmxR?
goémb
I, :gxmeZ
5
Steiner- tétel:
Lt 2
i
|
|
|
|
|
m I
|
i d i
1< >
|  a
I, =1, +mxd? : t ;
2.3.1 A szabad tengely

A tetszéleges al6 tengely koril forgd merev test tengelyére killonb6z6 erék hatnak. Ezek az
erék részben a testre hat6 kulsd erékbdl, részben a test tdmegének tehetetlenségének réveén,
mint tdmegerék hatnak. Magas fordulatszamnal, kilondsen ha a test tomege is jelentds, ezek a
tomeger6k igen nagyok lehetnek.

A kovetkezokben vizsgalt merev test esetében hanyagoljuk el az aktiv eréket (még a stlyerst
is) és a passziv erdktol is eltekinthetiink, ha a csapagyazést surldésmentesnek tekintjik. A
tengelyre ilyen korilmények kodzott csak a tomeg forgasébdl szarmazd témegerdk hatnak.
Minden merev test esetén talalhatd olyan tengely (6sszesen harom), amely korll forgatva a

testre semmiféle eré nem hat. Az ilyen tengelyt szabad tengelynek nevezzik.

A 2.9 doran feltintetett merev test egy Onkényesen vélasztott X, y, z derékszogii koordinata

rendszerben a z tengely kordl forog.
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2.9 abra
Az m; tdmegpont forgasabol a tdmegpontra hat6 tdmegers:

F, =m X, »w?
Ennek komponensai:
Fi =M xw?>cosj | = mxw?
Fey = Mxw?ssinj ; = myw?
Az elemi er6k nyomatékai az x, y tengelyekre:
m, =-Fy, %z =my,zw’
m, =- Fy, Xz =mxzw?

A fentiekben meghatéroztuk az m; tbmegpont hatasét a tengelyre, most nézzilk meg az egész

tdmeg hatasat.
F.=a Fi = a mxw? = mxx w?
Fy =a Fay =@ myw’® = mxyw?
Az eredd eré pedig:

F, =\ F& +Fo =mw? X +yZ =mrw?

Az eredd centrifugalis eré nagysagban akkora, mintha a teljes témeg pontszeriien a stilypont-
ban hatna

Nézzik meg most a nyomatékok Gsszegét:
Mx = é. mmiy = _Wzé. my,z = _WZJyz
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J,, - itt az un. sikpdyara szamitott tehetetlenségi nyomatek.

My:é. my:_szé. mx z :WZsz

Ezek utén meghatarozhatjuk a centrifugdlis eré hatésvonalét. A centrifugdlis erék eredéje un.

erokereszt.
Az F, esetében:
2
, - - W JyZ
’F
cy
Az F_ eseteben:
w?xJ
z, =
F

A targyalt eset a legaltaldnosabb, azonban segit megérteni azt a tényt, hogy egy forgd test
kiegyenstlyozésa két sikban torténhet.

Altaldban egy forgd test esetében azt szeretnénk elérni, hogy a forgas tengely un. szabad ten-
gely vagy més néven tehetetlenségi fétengely legyen. A probléma témeg hozzéadassal, vagy
elvétellel lehetséges. Az eljarast tdmeg kiegyensillyozasnak nevezzik.

A gépkocs kerekek kiegyensilyozasa tomeg hozzdadasiva az un. felni két oldaan lehetsé-
ges.
Rogzitett tengely kordli forgés:

‘levl‘ =,

P :é. ro; :é. I AT, %, :Wxé.mi .

V, =W

P=1,aw
A Dt idéegység alatti perdilet vatozas:

DP

—1,x

Dt

Dv N .
a= E; szbggyorsulas

Mésrészrol:
DP o D. o
—=ahrx—=arx¥ =M
Dt al- I u al- I I z
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2.3.2 A perilet-tétd:
l,a =M,

A fenti Osszefliggés a dinamika alaptorvényét kifejez6 F = m>a képlethez hasonlithato.

6. Példa y“

Fizikal inga (2.10 &bra)
A vizszintes tengely kordl
lengd, Sllypontjafelett
felfliggesztett merev test

adatai:
G=100N
g=10m/s
S$=0,2m
j 0=60°
wWo =4l/s
ls= 0,15 kgm? 2.10 abra
Hatérozza meg:
a, =?
F,=?
Az impulzus-tétel dkalmazéséval:
ma, = F=G+F,
mxa,, =Gcosj , +F,,
a, =S, W?(0,246=32m/s’
F. =82N
A perlilet-tétel akalmazasaval:
DA = M A
|, =1 +s2xm=015+0,04x0 = 0,55 kg’
l,a=M,
V3
.- G>xs, sinj , 100><O,2><? :3l45i
I8 0,55 s?
a, =a»0,2=6,3m/s’
Ujraaz impulzus-tételt alkalmazhatjuk:
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mxa, =G+F, X
-mxay =-Grainj , +F,;

V3

Fi =-10%6:3+100x" > =236 N
F, =236 +82>x1 N
a, =63 +32n 1

S

7. Példa

A kdzos tengely korul forgd hengerek egyit-
tes tehetetlenségi nyomatéka: |1 = 1 Nms” = 1
kgm?

Hatérozza meg a szoggyorsulast és a kotél-
erdket!

G1=300N

G,=400N

K, =G, +m a

K,=G,-m,xa,

M=K, xR- K, x =1

a=rxa , a=Ra

R>G, - 1>G,

a= =1018 52
G _..G >
|+ x?+ 2 xR G G
g g 1 2
K,=362 , K,=275N
2.11 abra

8. Példa
A z tengely koril forog egy henger. Haté&

rozza meg a széggyorsulast !

R=04m
g=10m/s )
M =80 Nm
m = 500 kg
a="?
2.11 abra
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A perdilet-tétel felirdsaval:

M:I2>a®a:|\|/IZ

z

I, = ; MR? = ; %500>0,4° = 40 kgm®
9. Pdda Hatérozza meg arendszer szdggyorsulésat !
Mo=1,5kNm
G;=0,5kN
lo = 300 kgm?
R=05m

t = 0 iddpillanatban, vo= 2 m/s

YG
2.12 abra
A munkatétel az aldbbiak szerint atal akithato:

DT =W, 1
DT _W_,

Dt Dt

DT _ D& 2= L s = mwa
Dt Dt é2 g 2 Dt
mv:a="P

m,w>xa=M,xw- G, w

|
m, =m, + %
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a=—"—~——=2ms’? a=—=4s"?

2.3.3 Merev testek esetén:
Impulzus (vagy stlypont)-tétel
mxa, = F(s)
Azt jelenti, hogy atest gy mozog kuilsé erérendszer hatasara, mintha az egész test a stily-
pontjaba koncentrél 6dna.
Perduilet-tétel:
DP _W.
Dt
2.3.4 A testre vonatkozd munkatétel:
mx2 | ow
+
2 2
Tz - Tl :Wk

T =

A merev test mozgasi energigjanak valtozésa akilsé er6k munkgjaval egyenlé.

10. Példa
Az egyenletes tomegel oszlast stlyos rud az egyik végén 1évé 0 vizszintes tengely kordl fo-
roghat. Hatarozza meg a végpont v, sebességét, ha az az A-bdl A;-be lenduil!

I
T,- T, =-mxgx-
0 S, A, 2~ h g >
N -—---- G G-
A J ; l, :;xmxlz
‘ // /I
// — // W:E
B |
7 -2 / 2
. > e —}>@1>¢n>42>&:—mxg>i
/ 23 E 2
mxgy S V, =+/3xg %
Y - .
A Vo
2.13 abra
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A rud kezdeti energidja kifejezheté még:

2 2
_ mxyg +|S>W

T
! 2 2

dakban is.

11. Példa

Gordulés surl6désos payan.

F - K, =ma,
K, = mxmxg
mxg =K,
aM, =0=K,xR- 1 =0
o = KOoR

A
4 /4 S

K

y

2.14 abra

Ha a, =r>»a csliszésmentes gordulésrél beszéltnk.

Henger és goly6 gordulése lejton.

k =R>»dna
l,a =M,
a=R»a

| x2 = mxg xRS
p X5 = Mg Rosina

g mxR? .
PN a= xg>sina
K e
m>y
Y
a
2.15 abra
A Steiner-tétel akalmazasaval
a—mxg)g'na
mxR? +1
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igy homogén gémbné a=_ eina
€s tomor hengernél a= 3 xg>sina

Egy ures hengernél (cssnél) a» ; xg>sina

A ¢35 lassabban gordil atémdr hengerndl.
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3. Utkozés
3.1 Az Uitk 6zés jelensége, egyszertisitések.
Azt feltételezzik, hogy az Utkozéshen résztvevo testek merev testek, amelyek az Utkdzés fo-
lyaman csak az érintkezé A1 és A, pontok kornyezetében szenvednek alakvaltozast. Az (t-

kdzésben résztvevs merev testek az Utkdzés elétt egyenletes haladd mozgast végeznek.

. , |
simulé sik |
|

3.1 abra
Az tkdzo testek érintkezési pontjaban értelmezett simulé sik érintkezési ponton &mené nor-
maisit itkozési normélisnak nevezzilk. Ertelme pozitiv, hatestbd| kifelé mutat.
Utkozés akkor jon létre, ha a két test érintkezési pontjai sebességeire fenndll a
v, A v,
Az Utkozés folyamatét két szakaszra bontjuk: Osszenyomodas szakasz
tagulas szakasz
Osszenyomaddas (kompresszios) szakasz
Utkozéskor a két test mechanikai kolcsonhatasba keriil, az érintkezési pontban erék |épnek
fel. A két test afellépé er6k hataséra deformaddik, és ugyanakkor az érintkezé pontok sebes-
sege is valtozik. Az |. test sebessége csokken, a 2. testé n6, ez a folyamat addig tart, amig a
sebességek normélisha esd komponense megegyezik. Ha a testek képlékenyek, azaz tokélete-
sen rugalmatlanok, az itkdzés folyamat befejezédik.
Tagulas (expanzids) szakasz
A val6sagos anyagu testek az er6hatés megsziinte utén tobbé-kevésbé visszanyerik eredeti
alakjukat. Ennek eredményeként a két test az érintkezési pontban még mindig kolcsonhatés-
ban marad, kozottik |étezik tovébbrais er6hatés. Ezért az 1. test érintkezési pontbeli sebessé-
gének normadl irdnyl Osszetevéje tovabb csokken, a 2. testé tovabb né. Ez addig folytatédik,
amig az a akvaltozas rugalmas része meg nem sziinik, azaz amig a testek érintkeznek.
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3.2 Az Utk 6zések osztélyozasa
A két test egyméshoz val6 viszonya alapjan beszéliink centrikus és excentrikus Utk6zésrél.
Centrikus Utkdzés akkor jon létre, ha az tkdzés normalis hatasvonala illeszkedik mindkét
test stlypontjara.
A jegyzet csak ezt az esetet targyalja
Tovabbabeszélhetlink még: egyenes és

ferde Utkdzésrol.

Egyenes tkdzéskor a v, ésV, sebességek az n, normdlisba esnek.

Ferde Utkdzéskor a v, ésV, sebességek nem esnek a normalisba, 1asd ..&ora.

3.3 Az litk6zés folyamat mechanikai vizsgalata.
Elész0r az Uitk6zés legegyszertibb valtozatét az egyenes centralis Utkozést targyaljuk.
Az Utkdzés pillanaté dbrézoljaa 3.2 dora

\

3.2 abra
Az tkozés 1. szakaszat; ideig tart. Az my tOmegi test v, sebességgel tkozik az m, tdmegi

testnek, amely v, sebességgel halad. Az elsd szakasz vegén a két testnek kdzos u sebessége
van.
Az Utkdzésben résztvevo testek anyagi pontrendszert alkotnak, ezek mozgasmennyiségének

Osszege nem valtozhat.

a mv, = allandé
m, v, + 1M, X, =M Xu+m, U
Az elst szakasz végén a kozos sebesség:
m, Xy, +m, »v,
m, +m,

u=
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Ugyanerre az eredményre jutunk, ha az impulzus téedt alkalmazzuk. Az m; témegre akal-

mazva a tételt

t

- dflzdt =mu - mV,
0

Az m, —re dkalmazva a tételt

4

d:Zl:mZU— m,Vv,

0

A Kkét egyenletet dsszeadva és figyelembe véve hogy F,, = F,,

- (M- mps ) = myu- m,
Ha az egész iitkdzési folyamat t, ideig tart, a mésodik periédus hossza: (t, - t,)
A mésodik szakasz azzal kezdédik, hogy a két test u sebességgel halad, majd a két test de-
formécidjateljesen (k = 1), vagy csak részben (k < 1) sziinik meg.
Az Utkdzés tényezd: k melynek értéke: O0<k<1
Alkalmazzuk az impulzus tételt a 2. szekaszra.

Az Utkozés utani sebességek uy ill. us.

tp
- 6:1,2dt:ml>ﬁl' rnle
ty

t

dfz,ld'[:mzsz'mz>1j

&1
A két egyenletet Osszeadva
- (>, - myu)=m, sy, - m,
U,-u=u-u,
Az 1. szakaszra kapott eredmények alapjan:
U-u=u-v,
U,-u=u-Vv,
u =2u-v,
u, =2u-v,
A relativ sebesség kil 6nbségek ugyanakkordk Utkozés e6tt és utan.

U, - U =V, - v,
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3.4 Részben rugalmas ttk6zés
A 2. periddusban az impulzus az 1. periddusban szamolt k szorosa

t, ty
OF ot = K(F 0t
ty 0

Az impulzusok értékeinek helyettesitésével
m, >y, - mou = k(mou - mxv,)
m, XU, - mzm:k(mzm' mzwz)
A tdmegek sebessége a 2. periodus végen:
u, = (1+k)u- kxy,
u, =([1+ku- kxv,
Az utdbbi ké egyenlet kivonasabdl kdvetkezik:
u,-u = k(Vl - Vz)

u, - u, _ Utkozésutani sebesség kiildnbség

k =
v, - v, Utkozes eldlstsebesseg kiilonbség

A kapott eredmények konnyen dtalanosithatdk ferde Utkdzésre is, ha meggondoljuk, hogy az
Utkozeés el6tti sebességek normdishba est dsszetevéje fog csak valtozni.
Az Uitkzés uténi sebességek szerkesztéssel is meghatarozhatdk a Maxwell-féle Utkdzési diag-
ram segitségével. A diagram szerkesztését a kovetkezok segitik.
A Kkét testbdl 816 rendszerre vonatkoz6 impulzustétel szerint akils eré hidnya miatt irhato:
a_5 vagyis | =m>xy, = all
dt
ahol m = my + m, arendszer tomege, v, pedig arendszer S silypontjanak sebessége, amely
nem valtozik az Utkdzés folyamén.
t= 0id6 pillanatban:
MV, =M, %, + M, %,
A v, sebesség a kovetkezé modon szerkesztheté meg, mérjuk fel egy pontbdl av, és v,
sebességvektorokat és a vektorok végpontjdban helyezzilk a témegeket. A tdmegek sulypontja
megadjaa v, sebességet.
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3.3 4bra
A sebességek Valtozésa az (itkdzés normdlisaban torténik.

3.4 4bra
A v, sebesség valtozasa az n, iranyaban torténik.

k = El >(7:1
A B,
Hasonl6képpen a 2. test sebessegvatozasaaz n, irényaban torténik.
— §2 >(7:2
A, *B,

Az Utkdzés utani sebességek vektorainak vegpontjaa C; ill. C, pont.
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11. Példa
Azm; = 3 kg és m, = 1 kg tdmegii golydk centrikusan egymasba Uitkdznek az Utkdzés e 6tti
sebessagek:
v, =12i +9 m/s ; |v|=15m/s
vV, =8 m/s
Az Utkdzés tényezd: k = 0,6
Hatérozzuk meg a golyok Uitk6zés utani sebességét szerkesztéssel és szamitassal. 3.5 aora

M egoldas.
Hatérozzuk meg el6szor a kdzos sebesseget.
U= 312-1>8 _36- 8
4
u, =16x7- 0,6X42=4m/s
u, =1,6x7+0,6>X8=160m=m/s

=7m/s

Az Utkdzés utani sebességek tehét:
U, =4i+9m/s
u, =64 m/s

Szerkesztéssel:
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3.6 abra
Kovetkezékben azt vizsgéljuk meg, hogy az Utkdzésben részt vevé testek dsszenergidja mi-
ként alakul.

Az €sb szakaszban a deforméci 6s munka:

+m,u®> 1 mxm
(ml mz) _im Z(Vl-Vz)

1 1
W, :Em“’f’LEmz ;-

2 2m +m,
A teljes deforméciés munka:
_1 2 1 21 2 2 _1 rnl>¢n2 2 2
W, ==mxv, +—mxv;, = + == - v; - k
d 2m 1 2m 22(rnl)q'll m2m2) 2rnl+m2(vl VZX )

- haatestek teljesen rugalmasak k = I, akkor Wy = A&, vagyis az elsé szakaszban a de-
formaci6 raforditott energia visszatéril, atestek visszanyerik eredeti alakjukat.

- Haatestek tokéetesen rugalmatlanok (k = A) akkor Wy = W1, vagyis az 1. szakasz-
ban a deforméaciodra forditott energia véltozatlan marad, a testek is megmaradtak de-
formdlt alakjukban.
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3.5 A k Utkozés tényezé kisérleti meghatérozdsa.

Ha az m; tbmegl goly6ét H magassagbdl az m; = ¥ tOmegii nyugvo testre gtjik, akkor az
Utk6zés utan h magassagra pattan vissza. 3.7 dora.

O
O

Y

m2
i/

3.7 bra

A hajitas elméletébdl ismert, hogy agolyo v, =/2gH sebességre tesz szert.

A k tényezére korabban felirt tsszefliggés:

u, - u - u
Kk =—2 1 — 1

V-V, \Z
| = kv,

A negativ el6jel azért adddik, mert a sebességek kiildnbdzé iranytak.

u, =4/20*%

A Kk tényez6 tehdt:

k=
H
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Ellenérzé kérdések

Mi amozgasmennyiség, az impulzus, aperdulet?
Ismertesse az impulzus, és aperdul ettételt.
Ismertesse a D’ Alambert elvet.

|smertesse a munkatételt.

Ismertesse a tehetetlenségi nyomatékokat.

Ismertesse a Steiner tételt.

Ismertesse az impulzus és perdulettételt merev testre.
|smertesse a munkatételt merev testre.

Mi a szabad tengely?

10. Ismertesse a két test Utkdzésének |efolyasit.

© © N o gk~ wDNPRE

11. Milyen Utkozéseket ismer?

12. Hogyan hatérozhat6 meg kisérletileg az titk6zés tényez6(k) értéke?
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