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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

A lejté egy un. egyszerii gép. A kdvetkezd problémaban
eldszor a lejtét rogzitjik, és egy m témegl test surlédas nélkal
lecsuszik rajta.
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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

A mozgasegyenletek a kdvetkezok:

mgsin(a) = ma (1)
mgcos(a) = N (2)
mgsin(a) = ma
Ha surlodé a lejté felllete:

mgsin(a) —upN=ma
mgsin(a) — pmgcos(a) = ma
a = gsin(a) — pgcos(a)
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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

Ha a lejtd rogzitését feloldjuk, el6z6 meggondolasaink nem

lesznek tdbbé érvényesek: a # gsin(a) és N # mg cos(«a)!

Nx

— Ay
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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

A mozgo lejtére és a lecsuszo testre vonatkozo
mozgasegyenletek a kdvetkeztok:

mg — Ny = may,

(1)
(@)
Ny =May (3)
mg — Ncos(a) = mapsin(«) (1)
—Nsin(a) = m(apy — aycos(«))
Nsin(a) = May

«O0>» 4« Fr» « >

<

it
v

DA



Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

Az egyenletrendszer megoldasa alapjan a kovetkez6
eredményekre jutunk:

a gsin(a) (m+ M)
msin(a)? + M’

mg cos(«) sin(«)
msin(a)2 + M ’

ay

Mmg cos(«)
msin(a)? + M’
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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

érvényes eredményeket!

Diszkusszi6: Ha az M tdmegl lejté tdmege sokkal nagyobb
mint m, hatarértékben vissza kell kapnunk a régzitett lejtére

. ogsin(e) (g +1)
ao = ,fim o sin(a)? + 1

= gsin(«)
. mgcos(a)sin(a)
Gu = M“—r>noo msin(a)2+M 0
N — mg cos(«)
M—sco 17 Sin(ar)? + 1

= mg cos(«)
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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

surlédasmentesek?

Tekintslk a kdvetkezd két lejtdbdl 6sszeallitott rendszert. Hogy
mozog a m témegdl test, ha a nagy lejtd rogzitett és a felliletek

e
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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

A mtdmegl test csak fliggblegesen slllyed, mert vizszintes
iranyban nem hat ra erd!
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Fizika

L Dinamika

A lejtdé mint kényszer

A kényszerfeltételt matematikailag igy fejezhetjik ki

sin(a) = &m

M
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Fizika
L Dinamika

A tdmeg

Newton masodik axiémajabdl kiindulva a tdémeg a test
gyorsitassal szembeni ellenallasanak mértéke. Ez azt jelenti,
hogy két test kézll annak a testnek nagyobb a témege,
amelyiket ugyan akkora erd, ugyan annyi id6 alatt kisebb
sebességre gyorsit fel. Masképpen fogalmazva két test kozdl
annak nagyobb a tdémege, amelynek azonos mértéki
gyorsitasahoz nagyobb eré sziikséges.

Azonban a testeknek van egy jél ismert masik hatésa a
gravitacios vonzas. Két my és m, témegi test kdzott fellépd
gravitacios vonzast a kbvetkezdképpen szamithatjuk ki:

mymy
1M o
2

Fgrav =7
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Fizika
L Dinamika

A tdmeg

ahol v az Un. gravitaciés allandé v = 6,67 x 10~ "1 Nm? /kg?. A
minusz elbjel azt fejezi ki, hogy a kdlcsdnhatas mindig
vonzasban nyilvanul meg.

A = r/|r| az egyik test felél a masikba mutaté egységnyi
abszolut értékl vektor. Ha a Foéld feluletétdl nem vagyunk tul
tavol, akkor az el6z6 egyenletet a kdvetkezd alakba irhatjuk:

Fneh = G = Myray 9,
ahol

Y Mrsig
9= Rrsid
Itt Mrgig @ FOId tdmege, Rrsiq @ FOld sugara. Ez utdbbi

egyenletben megjelent tomeget Un. gravitaldé témegnek
neVGZZUk «O0>» «F» «=>» «

~9,8N/kg.
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Fizika
L Dinamika

A tdmeg

A FOld nehézségi erbterében mozgé testre vonatkozo
mozgasegyenlet:

M O = Mgrav 9

A tapasztalat szerint — ha a kézegellenallastdl eltekintiink — a
Fold gravitacios terében minden test azonos gyorsuléassal
mozog a = g amibdl az kdvetkezik, hogy mien = Mgrav. Azaz a
tehetetlen tbmeg pontosan megegyezik a gravitalé tdmeggel.

Eo6tvds Lorand mutatta ki elészoér, hogy ez az egyezés igen
pontos.
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Fizika

L Dinamika

A munka, ernergia, teljesitmény

Tegyiik fel, hogy egy test, allandé erd hatasara gyorsul! irjuk fel
a harmadik kinematikai egyenletet v2 = vy2 + 2a(x — xp) a
kdvetkezd alakban:

2 = v?42a(xp — Xx)
F m
2 2
Vo© — = — .
] Vq 2mAX (X2>
L
a
2 2
mvo mvyq
— = F-Ax
2 2 | |
E, E;
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Fizika
L Dinamika

A munka, ernergia, teljesitmény

ahol E-t transzlaciés kinetikus energianak (réviden kinetikus
energidnak), W-t pedig a munkanak nevezzik. Az energia a
test allapotara, mig a munka két allapt kdz6tti folyamatra
jellemzd! Az el6zd egyenletiink témér megfogalmazasa pedig

AE =W.
Ezt munkatételnek nevezzik! A munkatétel jelentdsége abban

rejlik, hogy segitségével bonyolult problémak egyszeriien
kezelhetok.
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Fizika
L Dinamika

A munka szamitasa

Ha egy test erbhatas kévetkeztében elmozdul munkavégzésrol
beszélink. A munkavegzés sordn az egyik test altal a
masiknak atadott energiat munkanak nevezziik:

W = F Ax.

Ez a képlet csak akkor alkalmazhato, ha az er6 a folyamat
soran végig allandé és az erd és az elmozdulas vektorok
parhuzamosak egymassal.

A munka eléjeles skalar, mértékegysége Nm=1J.
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Fizika
L Dinamika

A munka szamitasa

A munka kissé altalanosabb kiszamitasat teszi lehetdvé a
kovetkezd definicio:

W=F.-Ar=|F|-|Ar| -cos(a).

Ekkor a munkat az er6 és az elmozdulés vektorok skalaris
szorzataként értelmezzik. A képlet akkor alkalmazhato, ha a
vektorok o szdget zarnak be egymassal de az er6 nagysaga a
mozgds soran nem valtozik. Ha az eredd er6t abrazoljuk a
pozicié figgvényében, a grafikon alatti teriilet szamértékileg
megadja a végzett munkat!
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Fizika

L Dinamika

A rugd megfeszitéséhez szilkséges munka
Egy idedlis rugé altal kifejtett ero:

F(x) = —Dx

Ezt linearis er6térvénynek nevezzik. A rugd megfeszitéséhez
szlUkséges erd F(x) = Dx, ellentétes a rugderdvel, a munka
pedig W = 3Dx - x = 3 Dx2.

Dx

Dx

—Dx
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Fizika
L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

Egy kezdetben nydujtatlan, D rugéallandéju rugbéhoz egy m
tdmegl nyugvo testet helyeziink. Hasson a testre F, = alland6
nagysagu vonéerd! Meddig jut el az m témegi test a kiindulasi
pozicibhoz képest?

Abrazoljuk az ered erdt a pozicié

flggvényében!
D m
VV VIV |:| v F
Xmax Fy
F(x)=F, —Dx
D m
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Fizika
L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

Nem lehet az a pozicié a mozgéas vége, ahol a testre hat6é
eredd erd nulla. Az eredd erobdl csak a gyorsulasra
kdvetkeztethetlink, a sebességre nem! Igaz, hogy ebben a

poziciéban a test gyorsulasa nulla, de a sebessége maximalis,
mert idaig gyorsult.
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Fizika
L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

Mit olvashatunk ki a munkatétel-b6l?

I'I')Vg2 I’7’7V12 .
2 2
| N D SSS— |
0 0 0
Mivel a kezdeti (vq) és a végallapoti (v») sebesség nulla, a
munkatétel miatt az ered6 er6 munkaja nulla kell legyen! A
grafikon alatti tertilet nem lehet nulla, de ugyanakkora

nagysagu, negativ eléjel munkat hozzaadva az 6sszmunka
zérussa valik:

W+ (-W)=0
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Fizika

L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

A két terUlet csak akkor egyenld, ha Xmax =

2Fy

D O
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Fizika
L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

Miért lesz a végzett munka negativ? Azért mert az eredd er6
iranya és az elmozdulas a mozgas mésodik szakaszan
ellentétes. Masként fogalmazva az elmozdulas és az eredd er6
kdzo6tt bezart szog  (radian), igy FArcos(w) = FAr(—1)!

D F m
W Ar
F
Fv
F(x)
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Fizika

L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

Mivel az erBvektor valtozasa linearis, ebben az esetben
szamolhatunk F/2 atlagos, alland6 nagysagu erdvel!

W, = (F)-Ax - cos(m) = —(F)

—
Fv
2

4
(=1

o
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Fizika

L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

wo (B (R
2 2 '
Tehat a munkatétellel csak akkor vagyunk ésszhangban, ha a
test maximalis elmozdulsasa
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Fizika
L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

Melyik poziciéban lesz maximalis a test sebessége, és
mekkora ez a maximalis érték? A sebesség akkor lesz
maximalis, amikor a testre haté eredd er6 nulla! Azért mert
addig a pozicibig a test gyorsult. A test kinetikus eneridja a
munkatétel alapjan:

1_ Fv mv?
2D T 2
F2  mv2
20 7
y =
vmD

Végezetil a test maximalis gyorsulasa 4 = :l:%
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Fizika

L Dinamika

A munkatétel ,ereje”

Mire jutnank munkatétel nélkiil? A kévetkez6
differencidlegyenletet kell megoldani:

. D F,
X+—=-x-——< =0
m
Ez természetesen megoldhatd, késdbb a rezgéseknél
visszatéruk ra!
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Fizika

L Dinamika

A mechanikai energia megmaradas torvénye

B
mvs® va /F x)dx
2
A
mvB va .
2 2 - G(X) A
M T G(B)-G(A)
2 2
2 2
m;“ G = ™M G
mvs2 2
Ay VA

mvg
—

5+ V(B)
potencialis e

| IS

potencialis e
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Fizika

L Dinamika

A mechanikai energia megmaradas térvénye

Kpa+Vy =

KA +V(A) = K(B)+V(B)
Kg+ Vg

A mechanikai energia megmaradasa rendkivil fontos. Csak
olyan er6terekben érvényes melyekre:

j{F(r)-dr:o

Az ilyen erdterekben végzett munka flggetlen a palyagérbe
alakjatél. Az ilyen erdtereket konzervativ vagy potencialos
erdtereknek nevezziik.
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Fizika

L Dinamika

A mechanikai energia megmaradas térvénye

A Foéld nehézségi erbtere konzevativ, igy érvényes a
mechanikai energia megmaradas tétele.

Ekvipotencialjs fellilet

Er6vonalak

A potencialis energia most azzal a munkaval egyenld, amely
egy m témegi test h magassagba emeléséhez kell.

2
mgh = mv-
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Fizika
L Dinamika

A mechanikai energia megmaradas térvénye

A mechankia energia megmaradas térvénye miatt mindegyik
test kinetikus energiaja, igy sebessége is a P pontban azonos
lesz. Amirél semmit nem tudunk az energiamegmaradas

alapjan az az, hogy az egyes testek mennyi id6 alatt jutnak el a
P pontba.
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