1. Gyakorlat

Y Maple ismerkedés

Maple-rl altaldban, ajanlott maple konfiguracio, maple dokumentumtipusai,

dokumentumszerkesztés, hasznos gyorsbillentyk, context menii, 1D/2D mdd, szovegmez vs.
| kiértékelési mez, case sensitivity

Gyorsbillentyk:

F5 - valtas matematikai/szoveges beviteli mod kozott

Enter - kiértekelés

Ctrl+= - inline kiértékelés

Jobbra nyil - kilépés indexbl/tortbl

Tab - placeholderek k6zotti navigalas

F1, Ctrl+F1, Ctrl+F2 - Maple helpek

F2 - Maple help kulcsszoéhoz

Esc - szimbolum-kiegészités

Ctrl+Del - input/output torlése

Shift+Enter - 0j sor kiértékelési mezben

?parancs - parancs sugoja

:= - értékadas

-> - hozzérendelés, fiiggvény, lambda

= - egyenlet

Menii:

Edit/Delete Element;Remove Output

View/Palettes;Zoom Factor;Show/Hide Contents;Collapse All Sections
Insert/Section;Subsection;Image; Table;Code Edit Region;Label
Format/Indent;Outdent;Convert To

Tools/Options;Assistants;Math Apps;Tutors

Help/Quick Reference;Manuals, Resources, and more

Menii ikonok

|_Palettak/Favourites

Utasitasok lezarésa ; vs. :, beépitett help, alapvet adattipusok, szam vs. szimbolikus kifejezés,
aritmetikai mveletek, értékadas, kiértékelési lanc, with, restart, fliggvények hivasa, diff, int, solve,
fsolve, isolate, plot, %, eval, evalf, cat/||, sum, unassign, op, nops, length, table, kétféle felsvessz,
__Lindexelés, programozasi alapismeretek (vezérlési struktiarak)

Y A valoszinség fogalma

A fogalom hattere

Y Determinisztikus és véletlenszer folyamatok



Bizonyos folyamatok kimenetele a koriilmények "elég jo" ismeretében "elég jol" leirhato. Pl. a
megfelel fizikai torvényszerségek ismeretében meg tudjuk mondani, mi torténik egy
vasgolyoval, ha vakuumban, levegben, vizben stb. elengedjiik - szamolva a gravitacio, a
kozegellenallas stb. hatasaival, és a kezdeti paraméterekkel, mint pl. az ejtési magassag vagy a
kezdsebesség. Ki tudjuk szamitani (bizonyos pontossaggal) az esés idejét, a becsapddas
sebességét stb.

Az ilyenek az Un. determinisztikus (j61 meghatarozott) folyamatok. Az ilyen jelleg
folyamatoknal érdemes torekedni a mkodést befolyasold tényezk mind pontosabb
megismerésére, a kezdeti feltételek minél pontosabb meghatarozasara, a szdmitési eljarasok
tokéletesitésére, mert ezekkel van remény a folyamat egyre pontosabb leirasara, és végallapot
meghatarozasara. Jol meghatarozott, kiszdmithat6 folyamat sordn juthat el pl. egy reszkoz
egy tavoli bolygora.

Ezzel szemben vannak olyan jelenségek is, melyek kimenetele nem josolhat6 adott szinten
hatékonyan, mert pl. olyan bonyolult torvényszerségek irjak le és/vagy olyan pontatlanul
mérhetk a kezdeti feltételek, hogy egy adott kisérlet lefolyasara és végallapotara nem lehet
érdemi (elfogadhatd hiban beliili) elrejelzést adni. Az ilyeneket szoktdk a determinisztikus
folyamatok ellenpontjaként véletlenszer jelenségnek nevezni. Pl. gyakorlatilag teljesen
véletlenszernek tekinthetjiik a pénzérmével vagy kockdval valo dobas végeredményét - hogy
csak a legegyszerbbeket emlitsiik.

Filozoéfiai értelemben persze nincs éles hatdr a determinisztikus és a véletlenszer folyamatok
kozott.

Egy golyo leesésének vizsgalata elméletileg viszonylag egyszer, de az esés idejére vonatkozo
elrejelzésnek is hibaja van, mivel a kisérlet, valamint a mérés sem végezhet el kétszer
egyformén. Korrekten soha nem mondhatjuk azt, hogy az adott kisérleti 6sszeallitdsban goly6
esésének ideje pl. éppen 3 masodperc volt, hanem csak annyit, hogy pl. 0.1 vagy 0.01
masodperc pontossaggal annyi. Vagyis itt is megjelenik a véletlen, de a bizonytalansag az
adott szinten elfogadhatd mértéken beliil marad, raadasul a kisérlet egyre jobb kivitelezésével
csokkenthet, és elvileg ez cél is.

Ezzel szemben bar a pénzérme feldobéasakor is jol ismert fizikai folyamatok mkddnek, ezek
annyira 0sszetettek, ¢és annyira fliggnek a kezdeti feltételektl (eldobas sebessége, szoge,
perdiilet, esési magassag), hogy hétkoznapi koriilmények kozott gyakorlatilag nem
reprodukalhat6 kétszer egyforman a kisérlet. Az érme porogve esése soran a két kimenetel
(fej-iras) lehetsége olyan gyorsan valtozik, hogy a repiilés josolhaté idejének hibajan beliil is
mindkett tobbszor elfordul, ezért gyakorlatilag véletlenszernek tekinthet. Valojdban
lemondunk arrol, hogy egy adott kisérlet kimenetelére érdemi (értelmes hibahataron beliili)
elrejelzést tudjunk adni, lemondunk a folyamat részleteinek a vizsgalatarol. Erre azonban ne
feltétlentil valamiféle kényszer megalkuvasként tekintsiink, hanem mint a vilag izgalmas
sokszinségének egyik alapvet megnyilvanulasara, ami nem is kezelhetetlen, csak megfelel
szemléletmoddot és eszkdzoket igényel.

Valoszinségszamitas és a statisztika

Ha a fentiek szerint lemondunk arrdl, hogy egyetlen adott kisérlet eredményére
determinisztikus uton adott szinten elfogadhat6 elrejelzést adjunk, ez még nem jelenti, hogy
teljesen eszkoztelenek lennénk. El kell fogadnunk, hogy a vildg tul bonyolult ahhoz, hogy
mindig minden kérdésre egyszer és pontos legyen a valasz, ¢s hogy a lokalisan
bizonytalannak tn események mogott is lehet rendszer.

Filozofiailag érdekes kérdés lehet altalanositva, hogy egy ilyen rendszer megismerhet-e
mindig a tudatunkkal, ill. ha nem, akkor nevezhetjlik-e egyaltalan rendszernek (vagy ez mar
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az, amit inkabb "Isten"-nek szokas). Mindenesetre a valoszinségszamitdsban egy még
matematikai eszk6zokkel targyalhato szép példat talalunk a lokalis bizonytalansagok mogott
megbujo rendszerre.
A valo6szinségszadmitds sordn lemondunk arrdl, hogy egy adott esemény bekovetkezésére
konkrét joslatot adjunk, mivel elfogadjuk, hogy tobbféleképp is bekdvetkezhet. Elképzeljiik
viszont, hogy ha azonos kériilmények mellett sokszor elvégeznénk ugyanazt a kisérletet, akkor
az esetek milyen ardnyaban kovetkezne be egy adott kimenet (esemény). Pl. a pénzfeldobas
esetén értjiik, hogy egy adott kisérletnél nem lehet tudni, fej lesz-e vagy iras (marpedig csakis
egyik), ugyanakkor azt is érezziik, nincs okunk feltételezni, hogy barmelyikiik bekdvetkezése
mellett érvek szolndnak a masik rovasara; ebbl azt gondoljuk, hogy ha sokszor dobjuk fel a
pénzt, akkor a kimenetek kozott fej €s irds is szerepelni fog, nagyjabol egyenl (50-50%)
aranyban. Ez az, amit Gigy neveziink, hogy pl. a "fej" dobdas valoszinsége 0.5 (50%).
Valojaban a nagyon sok (elméletileg végtelenbe tartd szamu), azonos koriilményekkel
elképzelt kisérleteken beliili relativ gyakorisag (hatarértéke) tehat a valdszinség. Szoktuk azt
is mondani, hogy egy érme feldobasakor a "fej" valoszinsége 50%, de ennek kdzvetlen
jelentése egyetlen kisérletnél valojaban nincs, csak az elépzelt sok kisérlet soran
megmutatkozo6 arany vetiil vissza ebben a megfogalmazasban. Ugyanakkor gyakorlati
szempontbdl egyetlen (vagy nem til sok) kisérletnél is lehet értelme a valdszinség
ismeretének, mert segitheti a dontést. Ha pl. valaki ajanl egy egyszeri fogadést, hogy
pénzfeldobaskor "fej" esetén fizet pl. 1000 forintot, de "iras" esetén nekiink csak 100-at kell,
eldonthetjiik, érdemes-e megprobalnunk.
Vegyiik észre, hogy ezzel az egyszer példaval modellezett helyzettekkel valéjaban nap mint
nap talalkozunk, életiink sordn folyamatosan bizonytalan kimenetel eseményekkel
kapcsolatban kell dontéseket hoznunk a kockazatok €s a varhatd nyereségek elemzésével
(természetesen nem csak szdmszersithet dolgokrdl van sz6). Ekdzben a begyjtott
informacidk soran folyamatosan kalibraljuk a fejiinkben a dolgokhoz tartozé valdszinségeket,
eldontve, mit érdemes bevallani, mit nem. Hosszabb tadvon az nyer, aki a valdszinségeket jol
itéli meg, és azokhoz mérten hozza a dontéseit. Aki ezt jol csinalja, azt szokta a kozvélemény
"tapasztalt"-nak tartani. Ezt a képességet trenirozzak (persze specialis helyzetekre) a kiillonféle
szerencsejatékok is - pl. a jo pokerjatékost is gyenge lapjarasnal egy-egy alkalommal
barmelyik kezd megverheti, de hosszabb tavon a tapasztalt jatékos mégis nyer, mert jobban
méri fel a helyzeteket és a hozzajuk tartoz6 valdszinségeket - tudja, mikor érdemes tobbet
kockaztatni, €s mikor kell veszni hagyni esetleg kevesebbet.
Azt szoktdk mondani, hogy a valdszinségszamitas valami elméleti konstrukcidbol probal
kovetkeztetni a valdszinségre, ebbl pedig egy kisérletsorozat soran megfigyelhet relativ
gyakorisagokra. Pl. amikor fentebbi meggondolasaink alapjan azt mondtuk, hogy érme
feldobasakor a "fej" valdszinsége 50%, ezzel azt allitjuk, hogy egy sokdobésos
kisérletsorozatban az esetek kb. felében lesz fej az eredmény.
Ehhez képest a statisztika egy konkrét véges mintabol probal kdvetkeztetni a hattérben huzodo
valdszinségi modell paramétereire. Pl. ha egy 1000 dobésos kisérletsorozatban 619-szer jon
ki a "fej", akkor vizsgalhatjuk, mennyire hihet az adott érmére az 50-50% megoszlas, van-e
valami szignifikans tényez, ami ezt torzitja, vagy az eredmény belefér a véletlenszer

| ingadozasba. Kideriilhet a vizsgélatbol, hogy mas valoszinségi modellt kell hasznalni.

1. Pénzfeldobas szimulacioja
A valbdszinségszamitas soran tomegjelenségeket vizsgalunk, egy-egy kisérlet sokszori elvégzését

crer

matematikai tartalom mellett parhuzamosan a Maple rendszer kapcsolodo részeit is attekintjiik.



Bevezet példaként a pénzfeldobas egyszer esetén tekintjiik at az alapokat.

Mindenek eltt javasolt alaphelyzetbe allitani a program allapotat (az utasitasokat gyakran
pontosvesszvel zarjuk):
[> restart;

V¥ Pénzfeldobas, elképzelt szimulacié

Adjuk meg egy egydimenzios listaban egy tiz kisérletbl all6 dobés-sorozat elképzelt
lefolyasanak eredmeényét:

[> elkepzelt dobasok := [F,I,I,F,I,F,F,I,F,I];

Ez egy programozasbdl is ismert tombként viselkedik. Pl. megkérdezhetjiik, hany elem a
lista:

|:> nops (elkepzelt_dobasok) ;

R4 is kérdezhetlink barmelyik elemére. (Az indexelés 1-tl kezddik!)

> elkepzelt dobasok[1l], elkepzelt dobasok[2],
elkepzelt dobasok[3];

A nem létez indexek lekérdezésekor hibat kapunk:
[> elkepzelt dobasok[0];
| |:> elkepzelt dobasok[1l1l];

¥V Pénzfeldobas valodi érmével

Vegylink el egy valodi pénzérmét, hajtsunk végre egy valodi 10 elem dobds-sorozatot és
rogzitsiik az eredményt egy listaban:

[> dobasok := [F,F,F,I,F,F,I,F,I,F];

Ellenrizziik a dobasok szamat:

_|:> nops (dobasok) ;

V¥ Pénzfeldobas szimulacio a Maple segitégével

[> restart;

A sziikséges apparatus a Statistics csomagban van, elbb ezt be kell hivni. Olyan ez, mint pl.
amikor Java-ban kiils osztalyokat importalunk.

[> with(Statistics):

Az utasitast ezuttal kettsponttal zartuk le. Probaljuk ki, mi torténik, ha pontosvesszvel
zarjuk (majd ENTER). (Felsorolja a csomagban elérhet eljarasokat.)

Létrehozunk egy valoszinségi valtozot. Ez a Maple-ben tobb, mint egy egyszer
véletlenszam-generator, de annak is hasznalhat6. Olyanra van sziikségiink, ami két értéket allit
el: pl. 0, 1.

[> Y := DiscreteUniform(0, 1);

Ezzel generalhatunk valahany elem mintét. R6gzitsiik hozza a darabszamot egy valtozoban,
hogy azon keresztiil egységesen hivatkozhassuk (és modosithassuk) a folyamat kiilonboz

pontjain.
|:> darab:=10;
[> minta := Sample(Y, darab);

Ha a fentieket (‘restart' paranccsal egyiitt) Gjra és jra lefuttatjuk (pl. végig ENTER-ezziik),
mindig ugyanazt az eredményt kapjuk - ha 'restart' nélkiil (akar csak magat a mintageneralast),
akkor mindig mast. Ennek az a magyaréazata, hogy a véletlenszam-generator valojaban egy
determinisztikus matematikai algoritmus szerint mkodik, mely adott (a restart altal alapra




allitott) kezdértékbl inditva mindig ugyanazt a szamsort generalja.

Ha ténylegesen véletlenszervé akarjuk tenni a generalt szamokat, akkor a kezdértékét
inicializalni kell:

|:> randomize () ;

Ez az utasitas a bels o0rabol kiolvasott értékkel inicializalja a véletlenszdm-generatort, igy az
ismételt futdsokkor mar ténylegesen mas €és mas, véletlenszer értékek keletkeznek:

|:> minta := Sample(Y, darab);

A 0,1 értékek megfeleltethetk mas (pl. F, ) szimbolumoknak. Vegylik fel egy listaba a kivant
kimeneti értékkészletet:

[> ertekek := [F, I];

Egyszer szekvenciaval atirhatjuk a mintat az 0j értékkészletre:

B generalt dobasok := [seq(ertekek[round(minta[i] + 1)], i=
1..darab)];

Ezek utan ez természetesen nagyobb darabszami mintara is hasonloan elkészithet - akar a
parancsok egyetlen blokkba 6sszemasolasaval:
> darab := 100;

minta := Sample (Y, darab);
generalt dobasok := [seq(ertekek[round(minta[i] + 1)], i=
1..darab)];

Erdekes megfigyelni, hogy a valosagos folyamatban (valédi pénzfeldobassal, ill. a valodi
helyzetet helyesen szimulalé Maple segitségével generalt sorozatban) konnyen
elfordulhatnak olyan 4-5-szori ismétldések, amiktl a taldlomra, fejbl generdlt sorozatnal
| tartozkodtunk. Ez szamitasokkal is alatdmaszthatd, de itt most nem cél ennek részletezése.

¥ A "fej" dobas relativ gyakorisaganak alakulasa egy

kisérletsorozatban

Generaljunk egy dobas-sorozatot az elzek szerint. Elszor egy kisebb darabszdmmal
nézziik, hogy jobban érthetek legyenek a 1épések. (Shift+ENTER végrehajtas nélkiil torhetjiik
az utasitasblokk sorait, hogy attekinthetbb kodot kapjunk.)

> darab := 10:

minta := Sample (Y, darab):
generalt dobasok := [seq(ertekek[round(minta[i] + 1)], i=
1..darab)];
Szamoljuk 6ssze, hogy azi. kisérletig hanyszor lett fej, és ezt az adatot (gyakorisag) rogzitsiik
egy tombben.
> fej := 0:

for i from 1 to darab do
if generalt dobasok[i]=F then
fej:=fej+l1 end if: gyakorisagok[i] :=fe]

end do;
Az elfordulasok darabszama természetesen kumulativ jelleggel monoton novekszik - igazi
informacidértéke az elfordulasi aranynak van az 6sszes elvégzett kisérlet kozott.
Ezen értékeknek (gyakorisagoknak) az addigi kisérletek szdmahoz mért ardnya a relativ
gyakorisadg. Ennek alakulasat rogzitsiik egy listaban:
|:> relativ_gyakorisagok := [seqg(gyakorisagok[i] / i, i = 1..

darab) ] ;
Rendezziik az adatokat sorszamaikkal vett parokba, hogy abrazolhaté pontok koordinatait
kapjuk:




|_> pontok := [seq([i, relativ_gyakorisagok[i]], i = 1..darab)
1;

Ezeket mint koordinata-parok listajat pontként abrazolhatjuk diagramon:

|:> plot(pontok, style=point)

Ha tobb dologbdl szeretnénk rajzolni egy abrat, akkor az egyes részabrakat kiilon valtozokban

kell tarolni, majd a 'plots' csomag 'display' parancsaval egy rajzban dsszemasolni ket. A

1
pontok mellé rajzolunk egy vonalat is 5 (a fej dobas valdszinsége) magassagaban:

> pontok _plot := plot(pontok, style=point):
vonal plot := plot(l1/2, x = 0..darab, y=0..1, color=green)
: vonal plot:
plots[display] (pontok _plot, vonal plot);
A relativ gyakorisag a kisérletek végén (a kevés szamu kisérlet miatt a valészinség nem
feltétleniil tal jo kozelitéseként):
[> relativ_gyakorisagok[darab]; evalf (%)
Foglaljuk 6ssze az eddigi folyamat utasitasait egyetlen utasitasblokkban (Shift+ENTER
sortorésekkel) - a felesleges koztes eredmények kiirdsa nélkiil (kettspontra cserélve a
pontosvesszket). Csupan az egyesitett abra és a végleges relativ gyakorisag jelenjen meg az
eredményben - ezek mogott hagyunk pontosvesszt:

> Y := DiscreteUniform(0, 1):
darab := 1000:
minta := Sample (Y, darab):
generalt dobasok := [seq(ertekek[round(minta[i] + 1)], i=
1..darab)]:
fej := 0:

for i from 1 to darab do
if generalt dobasok[i]=F then

fej:=fej+1
end if:
gyakorisagok[i] :=fe]j
end do:
relativ_gyakorisagok := [seqg(gyakorisagok[i] / i, i = 1..
darab) ]:
pontok := [seq([i, relativ_gyakorisagok[i]], i = 1..darab)

1:

pontok_plot := plot(pontok, style=point):

vonal plot := plot(l1/2, x = 0..darab, y=0..1, color=green)
: vonal plot:

# gyok plot := plot({1/2+1/(2*sqrt(x)), 1/2-1/(2*sqrt(x))}
, X = 0..darab, y = 0..1, color=black): gyok plot:

# plots[display] (pontok plot, vonal plot, gyok plot);
plots[display] (pontok_plot, vonal plot);
relativ_gyakorisagok[darab]; evalf (%)

E fenti blokk tjra és Ojra futtatdsaval jol lathatoan mas és mas (véletlenszer), de jellegében az
elméleti valoszinséghez konvergalo értékeket kapunk.

A darabszamot mint paramétert valtoztatva jol latszik, hogy a kozelités egyre magasabb
darabszamokkal egyre jobb lesz.

V¥ 2. Két pénzérmét dobunk fel egyszerre vagy egy pénzérmét dobunk
fel kétszer. Eseménytér és az elemi események valdszinségei.
|




2. FELADAT
Adjuk meg az eseményteret, ha a kisérlet soran egy pénzérmét dobunk fel kétszer!
Adjuk meg az eseményteret, ha a kisérlet soran két pénzérmét dobunk fel egyszer!

Milyen valdszinségeket kell adnunk az elemi eseményeknek, ha az érme szabélyos?
Vonjunk le kovetkeztetést!

;Megoldés:
1. modell. Egy pénzérmét dobunk fel ketszer.

| Meg tudjuk kiilonbdztetni a dobas sorrendjét!

> restart;

> alap := [0, 1];

> M[1l] := Matrix (2, 2, (elso, masodik) -> [alap[elso], alap
[masodik]]) ;

Szabalyos esetben P((0,0)) =P((1,0))=P((0,1))=P((1,1)) :%

=> Omega[l] := Matrix(2, 4, [convert(M[1l], list), [seq(l/4, k =
| 1..4)11);
| 2. modell. Kett pénzérmét dobunk fel egyszerre.

;Nem tudjuk a sorrendet megkiilonbdztetni!

> M[2] := {[O0, O], [O, 1], [1, 11}:

1 1
P((0,0))=P((1, 1)) =7, P((1,0))=~.
> Omega[2] := Matrix(2, 3, [convert(M[2], 1list), [1/4, 1/2,
| 1/411);
Kovetkeztetés.

_LHasznaljuk inkabb az 1. modell eseményterét, mert ott minden kimenetel egyforman valdszin!

V¥ 3. Kocka dobas kétszer. Eseménytér, események, mveletek
eseményekkel. Valoszinségek.

3. FELADAT

Két szabalyos 6 oldalu dobdkockaval dobunk. Jeldlje 4 azt az eseményt, hogy az dsszeg 4, 5

vagy 6 lesz, mig B azt, hogy mindkét dobas paros

A={(a,b)|a+ b=4vagy5vagy6,ahola,b € {1,2,3,4,5,6} },B={ (a,b)|a,b E {2,
4,6}}

(i) Adja meg az Q eseménytér elemeit Maple segitségével!

(ii) Adja meg az A és B eseményeket halmazokkal! Szamolja ki a P(4) és

P(B) valoszinségeket!

(ii) Hatarozza meg az AN B egyiittes eseményt szavakkal és adja meg az elemeit Maple-ben!

MEGOLDAS
| (i) Két kocka dobasnal az Osszes variaciot egy 6 x 6 méret matrixban célszer megadni!
[> restart;
| Omega := Matrix(6, 6, (i, j) -> [i, Jj1):

Itt az Q matrix 6 sorbol és 6 oszlopbol all, azaz egy 6 x 6 méretii matrix. A matrix i-edik sor j-
edik oszlopaban az [i, ] lista all, amely azt jelzi, hogy az els dobas értéke i és a masodik dobas
érteke j lettés i,j € {1, 2,3,4,5, 6} lehet. Ebbl konnyen kiolvashato, hogy az dsszes
parositasra 6-6 =36 lehetség adodik. Az eseménytér, mint halmaz a fenti matrixbol halmaz




| konverzidval a kovetkezképpen kaphato meg a Maple-ben.
> eseménytér := convert(Omega, set);
| N := nops(eseménytér) ;
| (ii) Adja meg az A ¢s B eseményeket halmazokkal!
Az AZ{ [i,] ]|i +j=4,5, 6} esemény megaddsdhoz készitiink egy olyan 6 x 6-0s matrixot,

melyben a megfelel sor és oszlop indexek Osszegei szerepelnek. Az igy kapott matrixbol ki kell

| gyjteni az Osszes 4, 5 és 6 szdmokhoz tartozé sor és oszlop indexet!

[> 6sszegek = Matrix (6, 6, (i, j) -> i + j);

> A := {[1, 31, [1, 41, [1, 51, [2, 21, [2, 31, [2, 41, I3, 11,
[3, 21, [3, 31, [4, 11, [4, 2], [5, 11};

nA := nops (A);
| PA := nA/N;
Lathatd, hogy az 4 esemény nAd = 12 — féleképpen kovetkezhet be. Mivel minden kimenetel
12 1
egyforman valdszin, ezért P(4) = 363

A B = {mindkét dobas paros} ={[i,j]| i,j € {2, 4, 6}} esemény Maple megadasdhoz
| hasznaljunk két egymasba dgyazott sorozat képz seq eljarast, melyben a 1épték 2.
[> B := {seq(seq([i, j1, =2 .. 6, 2), i=2..6, 2)};
nB nops (B) ;
| PB nB/N;
A kiils sorozattal az els dobas i értékét allitjuk el, mely 2 és 6 kozott valtozik 2 1épéskozzel.
A bels sorozat a masodik dobés j értékét valtoztatja hasonld médon. fgy a B halmaz elemeinek

9 1
szama nB =3-3 =9. Mivel minden kimenetel egyforman valoszin, ezért P(B) = 36 4

| (iii) Hatdrozza meg az AN B egyiittes eseményt szavakkal és adja meg elemeit Maple-ben!
Az AN B eseményhez tartoz6 kimenetelek mind az 4 és mind a B események "tulajdonsdagait"
orokli. Tehat

AN B={[i,j]| az (i +j) 6sszeg 4, 5 vagy 6 és i, j mindegyike pdros}.
Az A és B események egyiittesen ugy kovetkezhetnek be, ha a két dobas Osszege 4, 5 vagy 6,
valamint mindegyik dobas paros. Mivel paros szamok Osszege csak paros lehet, ezért az dsszeg
nem lehet 5. Igy a B halmaz elemei koziil ki kell valogatni azokat, amelyek 6sszege 4 vagy 6.
Hasonloan, az 4 halmaz elemei koziil ki kell valogatni azokat, amelyek mindkét eleme paros.
| Ezt egyszeren megteszi nekiink a halmazok metszetére beépitett intersect Maple eljaras.

[> A metszet B' := A intersect B;
nAB := nops (%)’
PAB := nAB/N;

[ Tehat az AN B metszet halmaznak 3 eleme van. Mivel minden kimenetel egyforman valdszin,

: _3 .1
ezért P(ANB) = 3% 10
Az alabbi (a)-(c) abrakon rendre sziirke szinnel kiemeltiik az 4, a B események, valamint az

AN B metszet halmaz elemeit az eseménytér 36 eleme koziil.




[1.1] [1.2] [L3] [L4] [L5] [L6] [L 1] [1,2] [1,3] [1,4] [1, 5] [1,6]
[2.1] 102 2] [2.3] [2.4] [2.5] [2.6] [2, 1] [ 2] [2 3] [24] [2 5] [2 &]
[3.1] [3.2] [3 3] [3.4] [3.5] [3.6] [3. 1] [3, 2] [3, 3] [3.4] [3.5] [3 6]
[4 1] [42] [4.3] [4.4] [45] [4.6] [4. 1] [4 2] [4, 3] [44] [4. 5] [4 6]
[5 1] [5.2] [5.3] [5.4] [5.5] [5.6] [5. 1] [5, 2] [5 3] [54] [5 5] [5 6]
[6,1] [6.2] [6.3] [6.4] [6.5] [6.6] [6. 1] |6, 2] [6, 3] [6.4] [6 5] [6 8]

[L.1] [1.2] [L.3] [1. 4] [L.5] [1.6]

[2.1] [222] [2.3] [[2.4] [2.5] [2.6]

[3.1] [3.2] [3.3] [3.4] [3.5] [3.6]

[4.1] [#2] [4.3] [4.4] [4.5] [4.6]

[5.1] [5.2] [3.3] [5.4] [5.5] [5.6]

[6.1] [6.2] [6.3] [6.4] [6.5] [6.6]

(a) az 4 halmaz elemei, (b) a B halmaz elemei, (c) az AN B halmaz elemei

¥ Gyakorlo feladatok

V¥ 3. feladat folytatasa

(i) Hatarozza meg az A — B kiilonbség eseménynek megfelel halmazt! Adja meg szavakkal a
kiilonbség halmazt!

(ii) Szdmolja ki a P(4— B) kiilonbség esemény valoszinségét!

(iii) Mutassa meg, hogy teljesiil a P(4 — B) =P(A4) — P(AN B) azonossag!

(iv) Irjon eljarast, mely TRUE vagy FALSE értéket ad vissza, attol fiiggen, hogy a két
kockadobas eredménye az 4 halmazba esik-e!

Ez alapjan mutassa meg szimulacids programmal, hogy a P(A4) valdszinség szamitasa helyes
__ volt! Hasznalja a kapott eljarasokat!

¥ Kockadobas modellezése a Maple eszkozeivel

a) Készitsen egy valoszinségi valtozot (véletlenszdm-generatort) a kockadobas
szimulalasara!

b) Generaljon 10, 100 és 1000 elem mintakat véletlenszer kockadobas-kisérletek
eredményébl!

c) Készitse el a legnagyobb mintara a 6-os dobasok relativ gyakorisdgénak alakuldsat mutatd
grafikont, és a hozz4 sziikséges adatokat!

d) Foglalja 6ssze a folyamatot egyetlen utasitdsblokkban, melyben a minta elemszamat

| valtozdban tarolva konnyen generalhat6 a grafikon kiilonb6z méret mintékra!




