2. Gyakorlat

Y Maple ismerkedés

Utasitasok lezarasa ; vs. :
?parancs (help)

hivatkozas korabbi %, %%, %%%
kétféle felsvessz,
unassign,

whattype

aritmetikai mveletek,
értékadas, kiértékelési lanc,
with, restart,

op, nops,

eval, evalf, evalb,

solve, fsolve, isolate,

cat/||,

sum,

alapvet adattipusok: numerikus tipusok, string, symbol, algebrai tipusok, sorozat, lista, tomb,
indexelés, halmaz
figgvények definidldsa, hivasa
diff, int,
plot,
| programozasi alapismeretek (vezérlési strukturak)
;> restart;

sum(n*2, n = 1..5);
%, %%, %%%;
unassign(a) ;
unassign('a');

a,
a
a
a,
unassign('c', 'd', 'e');

c, d := -1, -2;

with (combinat) ; #package importalasa
?with

5;
lal .
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> ‘ez egy hosszu nev valtozd ékezetes és specialis (&Q#*?!)
karakterekkel™ := 0;

;> restart;
>

b ;= c;

a, b, c;

a := 3;

a, b, c;
whattype (a) ;
whattype (g) ;
whattype (2/3) ;
whattype (0.5) ;
whattype ("Hello!") ;
whattype (x+y) ;
whattype (x=y) ;
whattype([1, 2, 3, 4, 5]);
type (b, integer);

S := "Hello!";

v "V IIV "V "V IIV "V "V IIV "V "V IIV "V "V IIV "V "V [

S[1];

S[-1];

S[2..4];

length(S) ;

cat(sS, " Bye!");

S||" Bye!";

cat(g, S);

as$h;

restart;

eql := 3*x + 7 = 11;

nops (eql) ;

op (eql) ;

op(ll eql), °P(2/ eql);
lhs(eql) , rhs(eql);
solve(eql, x);

fsolve(eql, x);

solve (3*x + 7);
isolate(eql, x);

assign (%) ;

X,

eql;

unassign('x"') ;

egyenletl := 3*x - y = -10;
egyenlet2 := -x + 2*y = -5;
solve ({egyenletl, egyenlet2}, {x, y});
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eval (egyenletl, {x=-5, y=-5});

evalf (2/3);

2/3;

(sqrt(5) - 1)/2;

evalf (%) ; # evaluate float

PA := 0.5; pB := 0.2; pAB := 0.1;
evalb (pA*pB = pAB); # evaluate boolean
PA*pB = pAB;

evalb(5 in {1, 10, 11, 6, 7});

5 in {1, 10, 11, 6, 7};

Y Kombinatorikus valdszinség

Klasszikus valoszinségi mez

Klasszikus valdszinségi meznek nevezziik az olyan esetet, amikor egy kisérlet lehetséges
kimenetelei (az elemi események) véges halmazt alkotnak, és a valoszinség is egyenlen oszlik

. ) 1
meg koztiik: n darab lehetséges kimenet l1étezik, egyenként o érték valoszinséggel. Ilyen pl. a

1 1
pénzfeldobas (2 darab > valdszinség esemény), a kockadobas (6 darab 5 valoszinség

esemény), vagy a lottd (pl. az 6toslotton kozel 44 millié egyenl valoszinség szamotds kihtizasa
mint esemény, egyenként nagyon kicsi (~1/44m) valdszinséggel).

Ilyen esetekben a kiilonféle osszetett (elemi események 0sszességébl allo) események
valoszinségével kapcsolatban feltehet kérdések 1ényegében az adott 0sszetett eseményt alkoto
("kedvez") elemi események, valamint az 6sszes lehetséges kimenetel 6sszeszdmlalasanak
feladatat takarjak, hiszen a valoszinség szamszer mértéke ebben a valdszinségi mezben ezek

k : : 1
aranya (p = ;) - vagy masként fogalmazva: az elemi esemény (mindre egyenl ;)

valoszinségét csupan a kedvez esetek darabszamaval kell szorozni (p =k- % ).Pl.haaza
kérdés, milyen eséllyel dobunk paros szdmot a kockaval, akkor azt kell megszdmolni, mennyi az
Osszes lehetséges dobas, és kozottiik hany paros van (p = % = %), ha az a kérdés, mi a
valoszinsége a lotton az egy szelvénnyel elérhet harmas talalatnak, azt kell 6sszeszamolni,
hanyféleképp tehet 6sszesen fogadas, és ezen beliill mennyi az adott nyerszamokra tehet 3

talalatot ér fogadas. Elbbit konnyebb, utébbit nehezebb dsszeszdmolni, de mindkét esetben
koz0os, hogy az 0sszes, €s azon beliil a kedvez esetek darabszamat kell meghatarozni.

Kombinatorika

A matematika kombinatorika nev aga lehetségek 6sszeszamlalasaval foglalkozik: modszereket,
algoritmusokat, stratégiakat foglal magaba (jol definialt kortilmények mellett) véges sok, de
esetenként igen nagy darabszdmu eshetség szisztematikus kezelésére €s szambavételére. Az
alabbiakban attekintliink néhanyat a kombinatorika alapproblémai koziil, melyek egyszerbb
feladatoknak akar kozvetleniil is megoldésai, bonyolultabbak megoldasdnak megfelel
strukturalassal moduljai, tovabbi modszereknek alapjai lehetnek. Ezek az alapesetek egymassal is



Osszefliggnek; a felosztas inkabb a gyakorlati alkalmazhatosaghoz igazodik.

A Maple rendszerben a kombinatorikaval kapcsolatos parancsok, fiiggvények kiilon csomagban
hivhatok be.

|:> with (combinat) ;

VY Permutaciok

A permutacié elemek egy lehetséges sorbaallitasat jelenti. Az egyik legalapvetbb
kombinatorikai feladat a permutaciok (lehetséges sorbaallitasok) szdméanak meghatarozasa.
Két nevezetes valtozatot kiilonboztetiink meg attol fliggen, hogy a sorbaallitand6 elemek
mindannyian kiilonbdzek-e, vagy vannak koztiik olyan azonosak, melyek egymas kozti
felcserélése nincs érzékelhet hatassal egy adott sorbaallitaskor.

V' Ismétiés nélkiili permutdcio, a faktoridlis fogalma

Ismétlés nélkiili permutacional sorbaallitand6 elemek mindannyian kiilonbéznek. (A
szoban forgd elemek barmik lehetnek, de ahol lehet, az egyszerség kedvéért gyakran
szamokkal modelleziink.)

Listdban megadott elemek egy-egy permutdciodja (sorbadllitisa) maga is egy lista - ezek a
Maple permute parancsa generalja ezek dsszességét (mint listak listajat).

|:> elemek := [1, 2, 3]:;

|:> permutaciok := permute (elemek) ;

|:> nops (permutaciok) ;

A permutéaciok szdmat kozvetlentil (a permutacidk sokasaganak gyakran felesleges
generalasa nélkiil) adja meg a numbperm fliggvény:

|:> numbperm (elemek) ;

Nem kotelez, hogy az elemek szamok legyenek. Ha azonban nem szeretnénk a
szimbolumok hasznalatakor a valtozok elnevezésére vonatkozo bizonyos konvenciokba
itkozni (pl. szokozt, irasjeleket, specialis karaktereket hasznalunk), akkor a Maple
rendszerben altaldban is javasolt a szimbdlumokat * jelek k6zott (AltGr+7) megadni:

> gyumolcsok := [ alma’, ‘korte’ , "barack’ , 'szilva']:
permute (gyumolcsok) ;
nops (%) ;

A permutaciok szisztematikus felsorolasanak egyik tja lehet a dontési fa alkalmazésa. Az
els elagazasi szinten felsoroljuk az 6sszes elemet, mivel barmelyikkel kezddhet a
felsorolas. A masodik eldgazasi szinten minden elsszint csomopontnal valaszthatunk az
azon az agon éppen megmarado elemek koziil, s igy tovabb, amig marad elem. A képzd
fa gyokértl levelekig tartd bejarasai az 6sszes permutaciot tartalmazzak - a permutécidok
szama a fa leveleinek szaméval egyenl. n darab sorbadllitandé elem esetén az els szinten
n elagazas, a masodik szinten (n-1) eldgazas van, s igy tovabb az dsszesen n darab
elagazasi szinten, ahol a sor 2 majd 1 elagazassal (utoljara nincs valddi valasztas, mivel a
végére megmaradd elem mar egyértelm) zarul. Az egyes szinteken tapasztalhato
elagazasok szamat dsszeszorozva megkapjuk a levelek, vagyis az Osszes sorbaallitas,
vagyis az 0sszes permutacid darabszamat.

Ilyen esetben tehat a permutaciok szama mindig a szdmok 1-tl n-ig val6 6sszeszorzasaval
adodik. Ezen gyakran hasznélatos, de nagyobb elemszamok mellett csak koriilményesen
leirhat6 szamitas tomor kifejezésére hasznaljuk a faktoridlis fogalmat, amely egy
felkialtgjellel jelolt egyoperandust mvelet.

n (kiilonbo6z) elem ismétlés nélkiili permutacidinak szama:
nn—1)(n—2)..-2:-1=n!




V' 4 faktoridlis viselkedése

Vizsgaljuk meg a faktoridlis viselkedését:

[> 31=3*%2%1;

[> 41=4*%3%2%1;

[> 10!;

[> 100!;

[> 1000!;

A faktorialis nagyon gyorsan ndvekszik; gyorsabban, mint az elemi esetek koziil

leggyorsabb novekedésként ismert mértani (exponencialis) sorozat. Egy id utan

barmilyen hanyadost mértani sorozatot "lehagy", hiszen mig azok értéke 1épésenként

ugyanazzal az arannyal ndvekszik, itt maga a ndvekedési arany is 1épésrl 1épésre n.

Az aldbbiakban 6sszehasonlitjuk a faktorialis ndvekedését exponencialis

novekedésekkel:

> pontok faktorialis := [seq([i, i!], i=1..10)];

> plot(pontok faktorialis, style=point, symbolsize=20,
title="faktoridlis novekedése’ , color=red) ;

> pontok mertani 2 := [seq([i, 27i], i=1..10)];

> plot(pontok _mertani 2, style=point, symbolsize=20,
title="2-es alapu exponencialis novekedés , color=
blue) ;

> pontok _mertani_ 5 := [seq([i, 57i], i=1..10)]: plot
(pontok mertani 5, style=point, symbolsize=20, title=
"5-6s alapu exponencialis noévekedés , color=green) ;

> plot([pontok mertani 2, pontok mertani 5,
pontok faktorialis], style=point, symbolsize=20,

| color=[blue, green, red]);

Azt latjuk, hogy n = 10 értékig a faktorialis a 2-es alapti exponencialis novekedést

tulszarnyalja, de az 5-6s alaput még nem. Ez nyilvan azért van igy, mert idaig a

faktorialis fejldésének kezdeti fazisaban még 5-nél kisebb tényezk szerepelnek

(szemben azzal, hogy az 5-0s alapu exponencialis sorozat a kezdetektl fix 5-0s

szorzoval novekszik) - €s bar itt mar 1épésrl-1épésre 5-nél nagyobb (és folyamatosan

nov) a faktoridlis novekedési aranya, ez idaig még épp nem volt elég a kezdeti hatrany

behozéasahoz. Két 1épéssel késbb viszont mar bekovetkezik a fordulat:

[> 11! < 5711;

[> 5%12 < 12¢!;

Bar a klasszikus definicidba nem fér bele a faktorialis értelmezése nullara, azonban a
fogalom altalanositasa szerint ill. a faktoridlisra épiil tovabbi kombinatorikai formulak
sz¢ls esetekben is megfelel viselkedéséhez lehet és érdemes 1-nek értelmezni.

[> or;

Y Ismétiéses permuticio

Ismétléses a permutacid, ha a sorbaallitando6 elemek kozott vannak ismétldk -
vagyis legalabb egyik fajta elembl egynél tobb van.

|:> elemek := [1, 2, 2, 3, 3, 31:

A Maple permute eljarasa ilyenkor is képes generalni a sorbaallitdsokat.
|:> permute (elemek) ;

nops (%) ;
A darabszamot az erre szolgalo kozvetlen fliggvény is helyesen adja:
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[> numbperm(elemek) ;

Tegyiik fel, hogy az dsszesen n darab elem koz6tt rendre &, k, ... ismétld van.
Képzeljiik el, hogy dtmenetileg az egyformakat is egyedinek tekintjiik (pl. sorszamozzuk
ket) - ekkor a sorbaallitasok szdma n! lesz. Ha levessziik a megkiilonbdztet jelzést, akkor
a sorbaallitdsokban az egyformak hirtelen megkiilonboztethetetlenné valnak, vagyis
egyformava valik sok olyan permutécio, ami megkiilonboztetéssel még kiilonboz volt. Az
egyforma elemek egymas kozotti sorrendeseréi mar nem latszanak kiilonboznek, raadasul
egy egyforma csoport barmelyik 6nmagan beliil kialakitott sorrendjéhez barmely masik
csoport dnmagan beliil kialakitott sorrendje tarsulhat, vagyis barmelyik sorbaallitdsban az
egyforma elemek & !, k,!, ... darab, 6Gnmagukon beliili sorbaallitasainak lehetségei

szabadon kombinalédhatnak - ez pedig az egyformékon beliili permutéaciok szamanak
Osszeszorzasat jelenti. Vagyis az elemek dtmeneti megkiilonboztetésével szamolt n!
ertekkel k! k! k;!... -szeresen tilszamoltuk a permutaciokat, vagyis ennyivel osztani kell -

igy kapjuk az ismétléses permutaciok szamat.
n darab elem ismétléses permutacioinak szama, ha koztiik rendre k , k,, k3, ... darab

'
ismétld (egyforma) elem van: W
Pl. az elz esetre:

[> 61/(2!' * 31);

A Maple beépitett kdzvetlen fiiggvényt is tartalmaz a szamitashoz:

[> multinomial(6, 1, 2, 3);

Vegyiik észre, hogy az ismétlés nélkiili permutacio az ismétléses permutécio olyan
specialis esetének is tekinthet, ahol egyelem csoportok szerepelnek. Csupa 1!=1
értékekkel vald osztas esetén a formula meghagyja az eredeti n! értékét.

Variaciok
A variacio adott (kiilonbo6z) elemekbl (n darab) képzett valahiany (k) elem sorozat
(melyben tehat szamit a sorrend). Ismétlés nélkiili variacionak nevezziik azt a széls
esetet, amikor minden elem csak egyszer hasznalhato fel a sorozatban, ismétléses
variacionak pedig azt, amikor barmelyik korlatlan szamban (a gyakorlatban persze egy
k elem sorozathoz csak legfeljebb k-szor) felhasznalhato.
A megalkothat6 sorozatok dontési faval modellezhetk, az ismétléses €s az ismétlés nélkiili
eset kozotti kiillonbség csak az, hogy az egyre Gjabb elagazasi szinteken csokken-e vagy
megmarad az elagazasok szama.
V' Ismétiés nélkiili varidacio
A dontési fa els szintjén barmelyik elemet valaszthatjuk, de ha az ismétldés nem
megengedett, akkor a masodikon mar csak (a megmaradok koziil) eggyel kevesebbet stb.
Ez azt jelenti, hogy az egyes szinteken az elagazasok szama n-tl egyesével visszafelé
csokken, vagyis a lehetségek szdma egy k-tényezs szorzat: n (n — 1) (n — 2)...(
n — k + 1). Ez az egyesével visszafelé szorozgatas hasonlit a faktorialis képzésére, csak
nem megyiink vissza fixen 1-ig, hanem (n — k£ + 1) mint utolso tényeznél végetér - vagyis
az (n — k)-tol visszafelé 1-ig tartd szorozgatas (tehat (n — k)!) hidnyzik belle, ezért az

n! .,
W értékkel egyenl.

n!

n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili variacidinak szama: W
n—k)!
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Vegyiik észre, hogy ismétlés nélkiili esetben mindenképpen k& < n, ezen beliil pedig k=n
esetben éppen az ismétlés nélkiili permutécio esetét kapjuk! Ennek a rokonsagnak a jele,
hogy a Maple a variaciokat is a permute eljarassal allitja el. Pl. képezziink 5 elembl 3-
elem ismétlés nélkiili variaciokat:

|:> permute([1, 2, 3, 4, 5], 3); nops (%)

' [> 5"/ (5 - 3)!;

VY Ismétiéses varidcio

Az egyes elemek korlatlanul ismételhet felhasznalhatdsaga azt eredményezi, hogy
egyrészt nincs korlatozas k értékére, masrészt a dontési fa egyes szintjein az elagazasok
szama nem csokken. Az ismétléses variaciok szama tehat egy olyan k-tényezs szorzat,

melyben mindenhol » &ll, igy az ismétléses varidciok szdma egyszeren n".

n elem k-ad osztalyu ismétléses variacidinak szama: n*
Maple-ben ismétléses variaciokat is elallithatunk a permute eljarassal, ha elegend
ismétldéssel vessziik fel az elemeket a kiindulo listaba (pl. 3 elem sorozat esetében
legalabb 3-szor ismételve):
[} permute([1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5, 5],
3); nops (%) ;
_|:> 573;

Kombinaciok

Kombinaciorol beszéliink, ha » megkiilonboztetett tulajdonos kozott osztunk szét k
egyforma objektumot. Ismétlés nélkiilinek nevezziik a kombinaciot, ha egy tulajdonos
legfeljebb egy objektumot kaphat, ismétlésesnek, ha egy tulajdonos tobbet is. (Mindkét
esetben maradhatnak "liresen" tulajdonosok, de az 6sszes objektumnak lesz gazddja.) Tipikus
példa kombinécidra ajandékok szétosztasa emberek kozott.

Y Ismétiés nélkiili kombindcio

Bar jelen kategorizalas szerint a kombinaciok egyik alesetében irjuk le, ez az eset kiemelt
fontossagu. Noha belefér a fenti definicioba, egyszeren ugy is gondolhatunk ra: egy n
elem halmazbdl (igy tehat sziikségképpen kiilonboz elemekbl) hanyféleképp
valaszthatunk ki &k elem részhalmazokat (tehat a sorrend megkiilonboztetése nélkiil).
(Tehat pl. hanytéleképp valaszthatjuk ki azt a k£ darab embert, aki kap (csakis egy)
ajandékot.)

Pl1. nézziik meg, egy 5 elem halmazbol hanyféleképp valaszthatunk 3 elem
részhalmazokat (6t elem harmadrend ismétlés nélkiili kombinacioit). A Maple choose
fliggvénye (szemben a permute fiiggvénnyel) mindig olyan listakat fog csak generalni,
melyek sorrendi atrendezéssel (permutéalassal) nem vihetk 4t egymasba:

[> elemek := [1, 2, 3, 4, 5]1;

|:> choose (elemek, 3); nops(%)

Mint a példabol is latszik, ennek egyik kovetkezetes modja lehet, ha a kimeneti listakban
tartjuk az elemek valamilyen (pl. nagysaguk, vagy az eredeti sorrend;jiik szerinti)
rendezettségét. Ez nem azt jelenti, hogy az eredményben szamitana a felsorolasi sorrend
(pl. [1,2,3] ¢és [3, 1, 2] ugyanazt a kivalasztast takarja), hanem hogy épp erre tekintettel
ezzel a kritériummal keriilhet el az ilyesfajta ismételt beszamitdsa ugyanannak a
kombinécionak.

Az ismétlés nélkiili kombinacidk szama valamilyen alkalmas stratégia definidlasa nyoman




altalanossagban is szamithatd. Egy ilyen lehetséges stratégia: az n elem sorbadllitdsa utan
kivalasztjuk a sor elejére keriil k£ elemet. Az sszes elem sorbadllitdsainak szama n!, de
ezek kozott sok ugyanazon adott k£ elem kivalasztasahoz vezet: az els £ "bejutd" helyen
beliil és az n — k "kimaradd" helyen beliil tetszlegesen permutalhatjuk az elemeket,
ugyanaz a k elem valasztodik ki. Vagyis ugyanazon elemek kivalasztdsdhoz az dsszes
sorbaallitason beliil n! (n — k) ! sorbadllitas vezet, eszerint a kivalasztasi lehetségek
szamat ugy kapjuk, ha az dsszes sorbaallitadsok szamat elosztjuk ezzel az értékkel:

n!
K (n— k)|
!
n elem k-ad osztalyd ismétlés nélkiili kombinsciinak szima: m - (Z)

n n n
k) -"n alatta k".

Ezt mint két paraméteres mennyiséget un. binomidlis egyiitthatonak is szokas nevezni,
melynek szamitasara kozvetlen beépitett fliggvény is van, mely példankra azonnal megadja
a kombinacidk darabszamat:

[> binomial(5,3);

Ez egy olyan kiemelt fontossagu formula, hogy kiilon jel6lést is kapott: (

Eszrevehetjiik, hogy az ' formula megegyezik 0sszesen n darab, kétféle elemet

n!
k! (n — k)
(k 1ll. n — k darabot) tartalmazo ismétléses permutaciok szamaval. Ez 6sszhangban all pl.
egy olyan stratégiaval, melyben az elemeket szinek tarsitdsaval valasztjuk: mondjuk
embereket szines polok kiosztasaval. A sorbadllitott emberek szamara kiosztott kétféle
szin polok felvételével kialakuld szinsorozatok ismétléses permutaciokat jelentenek,
melyek egyben alkalmasak kivéalaszasra is (pl. "kék polosok 1épjenek ki"), tehat az
ismétléses permutaciok az ismétlés nélkiili kombinaciokkal parosithatok - szamuk egyenl.
Az ismétlés nélkiili kombinacidk az ismétlés nélkiili varidciokbol is szarmaztathatok.
Mivel az ismétlés nélkiili varidciok és kombinacidk kozott csupan az a kiilonbség, hogy
mig elbbinél megkiilonboztetjiik a sorrendet, utébbinal nem, utébbiak szamat megkapjuk,

(n—k)!
(k!) osztjuk, ami ugyancsak a fenti képletre vezet.
Vegyiik észre azt a szimmetriat, miszerint egy »n elem alaphalmaz esetén k ill. n — k elem
kivalasztasi lehetségeinek szama egyenl. A formulaba helyettesités is ezt mutatja, és
konnyen érthet is, tekintve, hogy k elem kivalasztasa kozvetve a megmarad6 n — k elem
kivélasztasat is jelenti.

ha a variaciok szamat ( ) a kivalasztottakon beliil elallithatd sorrendek szamaval

Y Binomidlis egyilitthatok

Az ismétlés nélkiili kombinacidok szaménak kiszamitasara szolgald, két paramétert
n

tartalmazo ( i

leirt kombinatorikai tartalommal 6sszhangban) ezek az egyiitthatok jelennek meg egy

kéttagt 6sszeg n-edik hatvanyanak kifejtésében, és ezek alkotjak az un. Pascal-

haromszoget is.

) formulat szokés binomidlis egyiitthatonak is nevezni, mivel (az 4ltala

Kéttagu kifejezés masodik hatvanya kézismerten:
[> expand((a+b)*2);

Ennek altalanositasaként két tag egyre magasabb kitevj hatvanyainak kifejtése (az tn.




binomialis tétel szerint):
> for n from 0 to 10 do
expand ( (a+b) *n) ;
end do;
A tagok tényezinek hatvanykitevi jol kdvethet mintadzatot mutatnak (balrdl-jobbra
haladva az a kitevje csokken, a b kitevje n). Ha ezektl eltekintve a csak a mellettiik
allo szamszer egyiitthatokat figyeljiik, azok a kovetkez mintazatot adjak (két Maple-
megoldas szerint is kiirva):
> for n from 0 to 10 do
row:="":
for k from 0 to n do
row:=cat(row, cat(binomial(n,k), " ")):
end do:
print(cat(" ", row));
|  end do:
> plottools:-rotate(plots:-textplot([seq(seq([i-]j, ],
binomial(i, j)], =0 .. i), 1 =0 .. 10)], axes =
none) , -3*Pi*(1/4));
Ez az Gn. Pascal-haromszog, melynek elemei €pp a binomialis egylitthatok, melyek
érdekes Osszefliggései mutatkoznak meg ebbl az elrendezésbl:

* Az n. sor k. eleme épp (Z) (a sorok ¢€s azon beliil az elemek szdmozasat is nullatol
kezdve).
Ez azért van igy 0sszhangban a kéttagu 6sszeg hatvanyainak kifejtésével, mert pl.

n=>5 és k=3 értékekhez a kifejtésben az a 10 a’b’ tag tartozik, mely épp azokbol a
kombinaciokbol all 6ssze, amikor az

(a+ b)5= (a+b)-(a+b) (a+Db) (a+b) (a—+ b) szorzat felbontasakor az 5
darab kéttagli tényez koziil éppen 2-bl valasztjuk az a-t és 3-bol a b-t. Mivel ez

5
kombinatorikailag ( 3) =10 féle modon kovetkezhet be, a kifejtés soran keletkez

ilyen tagok 0sszesen ennyien lesznek, melyekbl 6sszevonds utan all ossze a

10 &°b° tag. Ez mondhato el az Gsszes tobbire is, ami maga a binomialis tétel,
melynek preciz alakja:

n_(R) n ny n,—1 ny n—2,2 n n—1 n\ n
(a+b) —(O)a + (l)a b+ (z)a b"+..+ (n_l)ab + (n)b

n
n\ ,—
_ 2 (k) 4k
k=0
Az alakzat szimmetrija 0sszhangban van a mogotte all6 kombinatorikai feladat

szimmetridjaval (a kivalasztassal komplementer értelemben a nem-kivalasztottak is
kivalasztodnak).

* A Pascal-haromszog peremén 1-esek allnak, mivel (8) = (Z) =1

* A Pascal-haromszog belsejében allo (nem 1 érték) minden elem az dbrazolt
elrendezés szerint a felette (jobbra és balra) all6 elemek Osszege. Formélisan ez a
binomialis egylitthatok kozott érvényes ( k41 ) = ( k) + ( pa 1) azonossag.

Ennek szemléletesen érthet kombinatorikai tartalma az, hogy eggyel tobb (n + 1)
elembl eggyel tobb (k + 1) elem kivalasztasanak probléméja felépithet annak a két



esetnek az egyesitésébl, hogy 1.) a kivalasztasba garantaltan bekeriil az ) elem és
ekkor a maradék k darabot az eredeti n koziil valasztjuk ( (ZJ lehetség), vagy 2.) a

kivélasztasba garantaltan nem keriil be az 11j elem ¢és igy mindet az eredetiek koziil

valasztjuk ( ( L _’i | ) lehetség).
Ez formalisan is levezethet. Az egyenlség két oldalat a definici6 szerint kifejtve:
A bal oldal:
n+1Y) (n+1)! _ (n+1)!
(k-l-l) (k+ 1) ((n+1)— (k+1))! (k+ 1)l (n—k)!

A jobb oldalon a kifejtés utan a tort tagok megfelel atalakitasaval egyenként
probaljuk megkozeliteni a fenti eredmény nevezjét, majd a kozos nevezj tortek
Osszeadasaval belatni, hogy az 0sszeg szamlaldja (és igy a két eredeti kifejezés is)
megegyezik a két oldalon:

1)+ )

_ n! n! _
k- (n—k)! * (k+1)l-(n— (k+1))!
_ n! n! _
Ckl(n—k)!  (k+ 1) (n—k—1)!
_ n!(k+1) + n! _
(k+ 1) (n—k)! (n—k)!
(k+ 1)1 o —
n!l(k+1) n!(n—k)

(k+1)!-(n—k)! (k+1)!-(n—k)!
n'(k+1+n—k)

(k+ 1) (n—k)!
nl(n+1) _

S k+ 1)l (n—k)

_ (n+1)!

C(k+ 1)1 (n—k)!

* A Pascal-hdromszog n. soraban az elemek 6sszege éppen 2" - pl. az 5. sorra:

1+5+104+10+5+1=32=2
Ez koénnyen indokolhat6 azzal, hogy az n. sor binomialis egytitthatéinak dsszege

éppen az (1 + 1)" kifejtésével allithato el (ekkor a kifejtés minden egyes tagjaban
1év 1 alapt hatvanyok értéke 1).

VY Ismétiéses kombindcio

Ismétléses kombinaciod esetén Uigy osztunk szét egyforma objektumokat tulajdonosok
kozott, hogy egy tulajdonos tobbet is kaphat.

PL. tekintsiik azt a feladatot, hogy 5 ember k6zott osztunk szét 3 egyforma targyat ugy,
hogy egyvalaki tobbet is kaphat. Egy-egy lehetséges kiosztast modellezhetiink pl. ugy,
hogy 3-elem listakat készitiink a tulajdonosokrol, akik ajandékot kapnak. Ehhez a
tulajdonosokbol listat (sokasagot) készitiink, legalabb annyiszor megismételve a listadban
mindenkit, ahany ajandék van (hogy modellezhet legyen az is, hogy széls esetben
minden ajandékot egy ember kap), majd ebbl valasztunk ki megfelel elemszamu (ahany
sz¢étosztando ajandék van) rész-sokasagokat.




L? tulajdonosok := [1, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5,
5, 51;

[> choose (tulajdonosok, 3); nops (%),

Latjuk, hogy a Maple szisztematikusan felsorolja a lehetségeket a sz¢€ls esetek kozott
(mindharom ajandékot az els ember kapja, kettt kap az els és egyet a masodik, ... stb. ...
mindharmat az utolso kapja). A felsorolt esetek kozott az segiti az ismétldések elkertilését,
hogy az egyes eseteknél emelked sorszamok szerint sorolja a tulajdonosokat. 35 eset
lehetséges.

Hogy lehet kombinatorikai formulat adni a lehetségek szamara? Képzeljiik el, hogy egy
sorban elhelyeziink (hézagosan) n — 1 darab (az emberek szamanal eggyel kevesebb)
elvalaszto-jelet (pl. "|"). Ez a széleken kialakul6 helyekkel egyiitt éppen n darab tartomany
- minden embernek egy. Az ajandékok kiosztasat ugy modellezziik, hogy k darab jelet (pl.
"+") szorunk el a sorban az elvalaszto-jelek kozott. Két elvalasztojel koze és a szélekre is
juthat barmennyi (0-t6l k-ig): akar minden jel kertilhet egy tartoméanyba, de maradhatnak
tiresek is. Ezek szerint minden egyes kiosztasi lehetség modellezhet egy olyan
jelsorozattal, melyet n — 1 darab "|" szeparator és k darab "+" jel alkot. A kiosztasok
szdma annyi, ahanyféleképp az dsszesen n + k — 1 elem jelsorozat dsszeallhat. Ez akar
ismétléses permutacidval, akar ismétlés nélkiili kombinacioval gondolkodva (n + l]i 1 ) .

Pl. esetlinkben:

| [> binomial(5 + 3 - 1, 3);
Y Kidolgozott példafeladatok

V¥ 1. Kartya keverése

a) Hanyf¢le keverése l1étezik a "magyar kartya" paklinak?
b) Mekkora a valdszinsége, hogy a kevert pakli aljan épp a "z6ld also", tetején a "piros asz"
lesz?

Y Megoldis

| > restart; with(combinat):

)

| A kértyak halmaza:

B Deque := [seq(segq(cat(i, j), j in ["7", "8", "9",6 "10",
B "A" , "F" , "K" , "A"] ) , i in ["Z" , "P" , "T" , "M"] ) ] ;

[> n := nops(Deque); # 32-t varunk

A lehetséges keverések szamat az n kartya permutéacioinak szdma adja (minden kartyabol
| 1 db van a pakliban és a sorrend szamit):
[> N := n!; # factorial(n) is mkédik

Eredmény konvertalasa normalalakba: Jobb klikk az eredményre > Numeric formatting >
Scientific
=A11itsuk at a tizedesjegyek szamat 3-ra.

| Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha kozvetleniil a Deque permutacioit szimoljuk dssze.
| > numbperm (Deque) ;
_b)

Az eseménytér: Q = {magyar kartya pakli keverései} .




| Ennek szamossagat épp az a) pontban hataroztuk meg.

;> nOmega := N;
Jeldlje A azt az eseményt, hogy a kevert pakli aljan épp a "zold also", tetején a "piros asz"
lesz. A P(A4) valoszinséget kell meghataroznunk. Mivel barmely kartyasorrend azonos

e . . . . , kedvezo eset
valoszinséggel all el, ezért a valoszinségi mez klasszikus, igya ————
osszes eset

| képlettel szamolhatunk.

Kedvez esetek:
Ha ler6gzitjiik a pakli aljan és tetején 1év lapot, akkor csak a maradék 30 lapot kell sorba
| rendezni. Ezek halmaza:
[> Deque2 := remove(x -> x in {"PA", "ZA"}, Deque) ;
;> k := nops(Deque2); # most 30-at varunk
| A kedvez esetek szama a 30 lap permutacioinak szama:
:> nA := k!;
Eredmény konvertalasa normalalakba: Jobb klikk az eredményre > Numeric formatting >
| Scientific, majd allitsuk at a tizedesjegyek szamat 3-ra.
| Ugyanezt kapjuk, ha kozvetleniil a Deque2 permutacioit szamoljuk Ossze.
;> numbperm (Deque?2) ;
| A keresett valoszinség:

> PA := nA/nOmega; evalf(%); # az evalf paranccsal
lebegpontossa alakitjuk az elzleg kiszamolt
valdészinséget

:Nagyjéb(’)l 1000 keverésbl 1-szer kovetkezik be az 4 esemény.

V 2. Kettes taldlat a lotton

a) Egy adott héten hanyféle szelvény-kitoltés mellett lehet kettes taldlatunk a lotton?
b) Mennyi esélyiink van a kettes talalatra?
Y Megoldis
| > restart; with (combinat) :
)
Képzeljiik el egy pillanatra, hogy tudjuk az adott héten kihtzott 5 szamot! Az altalunk

kitoltott szelvénnyel akkor ériink el kettes taldlatot, ha a kihtuzott 5 szdmbol pontosan
| kettt, a maradék 85 szambdl pedig pontosan harmat jeloliink be.

5
Az 5 nyerszambol kettt kivalasztani ( 2) -féleképpen lehet, hiszen a kivalasztas

sorrendje nem szamit és egy szdmot csak egyszer valaszthatunk (ismétlés nélkiili
| kombinacio).

85
Hasonldan, a 85 nem-nyer szambol harmat kijeldlni ( 3 ) -féleképpen lehet.

[ A fent leirt két kivalasztas egymastol fliggetleniil megy végbe, igy a szorzas szabaly

| alapjan a szorzatuk adja a keresett esetek szamat:

| > K := binomial (5,2) *binomial (85, 3) ;

Lb)

| Az eseménytér: Q = {lottoszelvény kiilonbozd kitoliései'} .

Jeldlje A azt az eseményt, hogy kettes talalatunk lesz a lotton. A P(A4) valdszinséget kell




meghataroznunk. Mivel véletlenszeren toltjiik ki a szelvényt, barmely kitdltés azonos
e, e . kedvezd eset

valdszinség, igy a valdszinségi mez klasszikus, a —— képlettel

osszes eset

| szamolhatunk.

Az Osszes esetek szdma, azaz az eseménytér szamossaga egy ismétlés nélkiili

| kombinécidval irhatd le, mivel 5 (kiilonboz) szdmot kell kivalasztani a 90-bl.

;> nOmega := binomial (90,5);

| A kedvez esetek szamat az a) pontban hataroztuk meg.

;> nA := K; f#kedvez esetek szama

| A keresett valoszinség:

;> PA := nA/nOmega; evalf (%)

| Tehat nagyjabol 2.2% eséllyel lesz kettes talalatunk.

Y 3. Uj rendszamtablak

A Magyarorszagon nemrég bevezetett jfajta rendszdmtablak 4 betbl (A4-2) és 3
szamjegybl (0-9) allnak. Hany 0j gépjarm regisztralhato, mieltt ismét j rendszam-
formatumot kellene bevezetni?

YV Megoldas
;> restart; with (combinat):

A kérdés a lehetséges j tipust rendszamok szama. Osszesen k=7 helyre kell
szimbdlumot valasztani. Az els 4 hely mindegyikére 26 bet koziil, mig az utolso6 3
helyre 10 szamjegy koziil valaszthatunk. A kivéalasztasok egymastol fiiggetlenek, igy a
| szorzas-szabalyt alkalmazhatjuk az esetek leszamlalasara.
>k =7

k1l := ,4; # betk szama
k2 := 3; # szamjegyek szama
nl := 26; # betk szama
n2 := 10; # szamjegyek szama
k=17
kl =4
k2:=3
nl =26
n2 =10 (2.3.3.1.1)
[> N := nl*kl*n2°k2;
N :=456976000 (2.3.3.1.2)

_Megj egyzés: ugy is gondolhatunk a problémara, hogy két ismétléses variacid szorzatat
vessziik, melyek a 4 betbl, ill. a 3 szamjegybl allo szimbdlum-sorozatok szamat adjak
meg. Azért ismétléses variaciorol van sz, mert szamit a szimbolumok sorrendje €s egy
szimbolum tobbszér is elfordulhat. A tanult 1* képlet alapjan igy az Osszes

ko k

rendszamtablak szama: N =n 1-n2 2= 264' 103.

1

V¥ 4. Szamok alkotasa szamjegyekbl
a) Hany kiilonb6z haromjegy szam alkothat6 az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbl, ha egy
szdmjegy csak egyszer hasznalhat6 fel?




b) Mekkora valoszinséggel lesz a szam paros?

Y Megoldis
| > restart; with(combinat):

)
| A szamjegyek listaja:
=> s :=[1, 2, 3, 4, 5];

Hérom (kiilonb6z) szamjegyet kell valasztanunk az 5-bl, és a sorrend is szamit, ami egy
ismétlés nélkiili variacio. Mivel egyik szdmjegy sem 0, ezért minden esetben érvényes
| haromjegy szamot kapunk.

|> n := nops(S); # felhasznalhaté szamejegyek szama
| > k := 3; # kivalasztandd szamjegyek szama
| A megoldas:

|> N :=n!/(n-k)!; # vagy N := numbperm(S, 3);
| A permute paranccsal tudjuk felsorolni az 6sszes elkészithet 3 jegy szamot.
| > L := permute (s, 3);
| Ellenrizhetjiik, hogy jol szamoltunk-e:
| > evalb (nops (L) =N) ;
Lb)
Az eseménytér: Q= {1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl képezhet6 3 jegyii szamok} .
| Ennek szamossagat €pp az a) feladatrészben hataroztuk meg.
| > nOmega := N;
Jelolje A azt az eseményt, hogy a kapott 3 jegy szam paros. A P(A) valoszinséget kell
meghataroznunk. Mivel minden elkészithet 3 jegy szam azonos valoszinséggel adodik,

kedvezo eset
ezérta ————— képlettel szamolhatunk.
osszes eset

| Kedvez esetek szama:
Péros szamot Ggy kaphatunk, ha az utolsé szamjegy paros, azaz 2 vagy 4. A 3. helyre igy
2 szamjegy koziil valaszthatunk.
A 2. helyre mar nem valaszthatjuk az elbbi szamjegyet, de barmely masikat igen, igy 4
valasztasi lehetségiink van.
Az 1. helyre a koradbbiakat mar nem valaszthatjuk, igy 3 valasztasi lehetséglink marad. A

| kedvez esetek szama a szorzés szabaly alapjan tehat:

;> nA := 2%4*3;

| A kedvez eseteket fel is sorolhatjuk a select eljaras segitségével:

[> L2 := select(i -> i[3] in {2,4}, L);

| Ellenrizhetjiik, hogy jol szamoltunk-e:

;> evalb (nops (L2)=nA) ;

| A keresett valoszinség:

;> PA := nA/nOmega; evalf(%);
Tehat 40% eséllyel kapunk paros szamot. (Ez ugy is latszik, ha csak az utolsé szdmjegyet
vizsgaljuk: az 5 lehetséges szamjegy mindegyike azonos valoszinséggel keriilhet az

2
utolsod helyre (egyik sem kitiintetett), és koziiliik 2 jo, 3 rossz, igy 5 a kérdéses

| valoszinség.)



V 5. Sz6 kiolvasasa bettablazatbél

Hanyféleképp olvashato ki egy 6x5-0s tablazatbol a MATEMATIKA sz6?

\ 4

Megoldas

;> restart; with (combinat):

| A tablazat:

[> T := Matrix(6, 5, (i,3)->"MATEMATIKA"[i+j-1]);

A kérdés arra vonatkozik, hogy a bal fels sarokbol hanyféleképpen lehet eljutni a jobb
also sarokba tigy, hogy csak jobbra (J) és lefelé (L) 1épéseket alkalmazunk. Kénnyen
lathato, hogy minden ilyen 1épéssorozat a MATEMATIKA sz6 egy kiolvasésat adja,
mivel az "M" bettl indulunk és barmely bettl jobbra vagy lefelé¢ lépve a sz6
| kovetkez betjét kapjuk.

A MATEMATIKA sz6 egy kiolvasésa tehat megfelel egy olyan 1épéssorozatnak, melyben
csak jobbra és lefelé 1épiink és a bal fels sarokbol a jobb alsé sarokba jutunk. Péld4ul
JILLLJJLL. Vegyiik észre, hogy minden ilyen lépéssorozatnak 9 1épésbl kell allnia,
melyek kozott pontosan 4 darab J €s 5 darab L 1épés van (mindenképp 4-et kell jobbra
1épniink ahhoz, hogy az elsbl az utols6 oszlopba jussunk és 5-6t kell lefelé¢ 1épniink
| ahhoz, hogy az elsbl az utolso sorba jussunk).
Forditva, minden 4 J és 5 L betbl képzett sorozat egy olyan 1épéssorozatot kddol,
| mellyel a bal fels sarokbdl indulva a jobb als6 sarokba jutunk.
A feladat megoldasa tehat az ilyen 1épéssorozatok szdma. Rogzitett példanyszamu
szimbolumok 0sszes lehetséges sorrendjét kell megszdmolnunk, ami egy ismétléses
| permutacio.
(> j, 1 := 4, 5; n := j+l;
| A megoldas:
[> N :=n!/(3'*1'); # N := numbperm(["J"$4, "L"$5]); is jé
| Tehat 126-feleképpen olvashato ki a MATEMATIKA sz6 a tablazatbol.
| A permute paranccsal felsorolhatjuk az 6sszes megfelel 1épéssorozatot.
(> L := permute(["g", "g", "g", "g", ", "L, "L", "L",
| "L"]);
| Ellenrizhetjiik, hogy jol szamoltunk-e:

| > evalb (nops (L)=N) ;

V¥ 6. Kéttagu osszeg hatvanyanak Kifejtése

(a+b)*=2

\ 4

Megoldas

| > restart; with (combinat):

n
A binomialis tételt alkalmazzuk: (a + b)" = z (Z) a" Rk
| k=0
Megjegyzés: fenti képlet a kovetkezképpen bizonyithaté: ha az (a + b)" n-tényezs
szorzatban elvégezziik a szorzasokat (felbontjuk a zardjeleket, minden tagot minden
taggal szorzunk), akkor az eredmény minden tagja tigy adodik, hogy minden (a + b)
tényezbl kivalasztjuk a-t vagy b-t és ezeket dsszeszorozzuk. Ha k-szor vélasztunk b-t,

akkor értelemszeren (n — k)-szor valasztunk a-t, tehat az eredmény a"~*p* alaku




n
k
| darab b-t kivéalasztani az n tényezbl.
:> n = 12;

;> sum (binomial (n, k)*a”*(n-k)*b*k, k = 0..n);

| Az expand paranccsal is elvégezhet a zarojelek felbontésa:

;> expand ( (a+b) *n) ;

Lathatjuk, hogy a két kifejezés megegyezik. Az egyiitthatokat akar Pascal-haromszogbl
| is kinyerhetjiik, ha felépitjiik a 12. szintig.

tagokbol all. Egy ilyen tag 6sszesen ( j -szor adodik, mivel ennyiféleképpen lehet k&

V¥ 7. Kockacukrok szétosztasa

10 ember 6sszesen 8 kockacukrot kap a kavéjahoz - hanyféleképp osztozhatnak meg rajtuk?
Y Megoldis

| > restart; with (combinat) :

Minden egyes kockacukornél el kell dénteni, hogy melyik ember kapja. Igy 6sszesen 8
embert valasztunk a 10-bl. A sorrend nem szamit (a kockacukrok egyformak), viszont
egy ember tobb kockacukrot is kaphat (akar mind a 8-at), igy ismétléses kombinaciorol

| van sz0.

[> n := 10; # ennyi emberbl valasztunk
;> k := 8; # ennyi embert valasztunk ki
| A megoldas:

[> N := binomial (n+k-1,k) ;

A kockacukrok Osszes lehetséges elosztasa a choose paranccsal irathato ki. Ehhez elbb el
kell késziteni az embereknek egy olyan listajat, ahol minden ember 8-szori ismétléssel
| szerepel.
:> emberek := [seq(i$k, i = 1..n)];
[> L := choose (emberek, k): L[1..30]; # az output nagyon
hosszi lenne, ezért csak az els néhany elemét iratjuk
ki!
| Ellenrizhetjiik, hogy jol szdmoltunk-e:
:> evalb (nops (L) =N) ;

V 8. Pénzfeldobas-sorozat

a) Egy érme tizszeri feldobasakor milyen valoszinséggel lesz pontosan 3 fej az
eredményben?

b) Milyen valdszinséggel lesz ennél tobb?

¢) Milyen valdszinséggel lesz éppen 5 irds?

Y Megoldis

| > restart; with (combinat):

2)

| Az esemeénytér: Q = {10 hosszu Fej — Irds sorozatok)

A kisérlethez tartozo valoszinségi mez klasszikus, mivel minden 10 hosszi Fej-fras

sorozat ugyanakkora valdszinséggel adddik (az érme szabalyos). A keresett valoszinség

kedvezo eset
szamolhat6 a ———  képlettel.
osszes eset




> n := 10;

A 10 dobas egymastol fiiggetlen és mindegyiknél két kimenetel lehetséges, F vagy I. gy
| az Osszes esetek szama:
;> nOmega := 2”n;
A kedvez esetek szamat ugy kapjuk, ha megszamoljuk az olyan 10 hosszu F-1

10
sorozatokat, melyekben pontosa 3 darab F szerepel. A 3 F helyét ( 3 ) -féleképpen

| valaszthatjuk ki (ismétlés nélkiili kombinacio).

[> k := 3;

;> nA := binomial(n,k);

Megjegyzés: ismétléses permutacidval is szamolhattunk volna, ahol 3 Fejet és 7 irast kell
| sorba rendezni.

| A keresett valoszinség:

;> PA := nA/nOmega; evalf(%);

Lb)

Jelolje B azt az eseményt, hogy 3-nal tébb fejet dobunk. Erdemes az ellentét esemény

| valoszinségét kiszamolni: P(B) = P(legfeljebb 3 Fejet dobunk) =1 — P(B).

Az Osszeadas — szabaly alapjan,

P(B) =

P(nem dobunk Fejet) + P(1 Fejet dobunk) + P(2 Fejet dobunk) + P(3 Fejet dobunk)
| Az 6sszeadanddkat az a) részhez hasonldan szamitjuk ki.

[> PBc := binomial (10,0) /nOmega+binomial (10,1) /nOmega+

| binomial(10,2) /nOmega+binomial (10,3) /nOmega; evalf (%) ;

| A megoldas:

;> PB := 1-PBc; evalf (%),

_©)
Jelolje C azt az eseményt, hogy pontosan 5 Irast dobunk. Az a) részhez hasonldan
| okoskodhatunk, csak most Fej helyett az frasok szamat tekintjiik.
[> nC := binomial (10,5) ;
PC := nC/nOmega; evalf(%);

V¥ 9. Sziiletésnapok egyezése

Egy embercsoportban (barati tarsasag, iskolai osztaly stb.) elfordulhatnak azonos napon
sziiletettek. Lehet, hogy ki-ki talalkozott is mar olyan esettel, hogy csodalkozva felfedezték, a
csoportban vannak azonos sziiletésnaposok. Megvizsgalhatjuk valoszinségelméletileg,
| milyen koriilmények k6zott mennyire szamit kiillonlegesnek ez a helyzet.
A helyzet modellezhet pl. egy olyan elképzelt kisérleti konstrukcidval, hogy az utcarol
véletlenszeren behivott emberek kozott vizsgaljuk a sziiletésnapok egyezését. (A felesleges
bonyolitast elkeriilend figyelmen kiviil hagyjuk a szoknapokat; 365 napos évekkel, és
| ugyanennyi lehetséges sziiletésnappal szamolunk.)
A feladatot a kdvetkezképp fogalmazzuk meg: mennyi az esélye, hogy n db fiiggetleniil
valasztott személy kozott lesz legalabb kett, aki az év azonos napjan (honap, nap)
| szilletett?
A feladatot barmilyen pozitiv n-re (legalabb egy, de véges sok emberre) értelmezhetjiik, és
részletesebb szamitasok nélkiil is rogton tehetiink néhany megéallapitast. Nyilvan kettnél
kevesebb ember esetén nincs értelme feltenni a kérdést, és az is konnyen érthet, hogy 366




vagy tobb ember esetén mar teljesen biztosan lesznek azonos sziiletésnaposok, hiszen ha 365
embernek kotelezen kiilonboz sziiletésnapokat is osztunk, a 366. mar csak foglalt napra
keriilhet, egyezést eredményezve (skatulya-elv).

[Az altalanos megoldas eltt nézziink specialis eseteket:

VY Speciilis esetek

V' Mekkora eséllyel egyezik meg két személy sziiletésnapja?

[ Két ember esetén mindkettnek egymastol fiiggetleniil 365 valasztasi lehetség van a
| sziiletésnapra, igy az Gsszes esetek szama:
| > ket _ember osszes := 365 * 365;

Akkor egyezik meg a sziiletésnapjuk, ha mindketten az év els napjan, vagy

| mindketten a masodik napjan stb. sziilettek - ez dsszesen 365 lehetség.

;> ket _ember van egyezes := 365;

| Ezek nyoman az azonos sziiletésnap esélye két ember esetén:

[> P[2] := ket _ember van egyezes / ket ember osszes;
| evalf(%);

Ez az eredmény 6sszhangban all egy masik gondolatmenettel megkaphatdval (st, meg
is sejteti azt). Onnan is kiindulhatunk ugyanis, hogy az els ember eleve adott
valamilyen sziiletésnappal, és csak a masodiktol kezdiink figyelni: a mar kivalasztott
ember sziiletésnapjaval vald egyezésre az év dsszes lehetséges napja koziil 1/365 az
| esély.

\ 4 Mekkora eséllyel lesznek harom személy kézott azonos sziiletésnaposok?
Vegyiik észre, hogy nem az a kdvetelmény, hogy mindharmuk sziiletésnapja

| megegyezzen, hanem hogy legyen koztiik legalabb kett!

Képzelhetjiik azt, hogy egymads utan hivjuk be az embereket az utcardl.
Mindegyikiiknek egymastol fliggetleniil lehet sziiletésnapja az év 365 napjanak
| barmelyikén:

;> harom ember osszes := 365 * 3;

Ossze kellene szamolni, hogy ezek koziil hany esetben lesz legalabb két azonos
sziiletésnap.
| Az els behivasaval rogzitiink egy sziiletésnapot (365 lehetség).

A masodik behivéasakor két eset lehetséges: megegyezik a sziiletésnapja az els
| emberével (1 lehetség), vagy sem (364 lehetség).

Ha megegyezik, akkor a harmadik személy mar tetszleges sziiletésnappal érkezhetne
(365 lehetség), az azonos sziiletésnap megvan. Vegyiik viszont észre, hogy az igy
megszamlalt esetek kozott az is szerepel, amikor mindharmuk sziiletésnapja azonos!
Ha kizardlag az els két személy sziiletésnapjanak egyezéseit szeretnénk szamlalni,
akkor a harmadik személy lehetségei koziil ki kell venniink az els két személy

| sziiletésnapjat, igy nala csak 364 lehetséggel szdmolhatunk.

;> pont_elso masodik_azonos := 365 * 1 * 364;

Ha nem egyezik meg a masodik személy sziiletésnapja az elsével (365*364
lehetség), akkor egyelre nincs azonos sziiletésnap, a harmadik ember behivasakor
viszont az egyezés rogton kétféleképp is elallhat, mivel a két bent 1év koziil

| barmelyikkel sziilethetett azonos napon (1-1 féle modon):

> pont_elso _harmadik azonos := 365 * 364 * 1;
pont masodik harmadik azonos := 365 * 364 * 1;

Nem zérhat6 ki az sem, hogy mindhdrmuk sziiletésnapja megegyezik (mint azt egy




| fentebbi esetnél emlitettiik, és a kovetkezetesség kedvéért ott ki is szrtiik):

> elso masodik harmadik azonos := 365 * 1 * 1;

Legalabb két személy sziiletésnapjanak egyezése a fenti esetek 6sszességébl all
| Ossze:
> legalabb ket azonos := pont elso masodik azonos +
pont elso harmadik azonos +
pont masodik harmadik azonos +
L elso masodlk harmadlk azonos;
| Ebbl a val6szinség:
> P [3] := legalabb ket azonos / harom ember osszes;
L evalf (%) ;
Lattuk tehat, hogy a harom emberre vonatkozo6 esetnél mar tobb kombinacios
lehetséget kellett végigszamolni. Ez a bonyolultsag Gijabb személyek belépésével
drasztikusan n - pl. gondoljunk arra, hogy t6bb személy esetén tobb sziiletésnap koriil
alakulhatnak ki valtoz6 létszamu csoportok. Ezek egyre koriilményesebb végigvitele
| |helyett érdemes stratégiat valtani.

V Az dltalanos megoldds

[ Példank jol szemlélteti azt a helyzetet, mikor a feladatban kérdezett esemény
valoszinsége helyett érdemes megprobalni a forditott (komplementer) esemény
targyalasat, mert kozvetve annak valoszinsége is valaszt ad az eredeti kérdésre, hiszen ha
annak P valdszinségét tudnank, 1 minusz annyi lesz az eredeti kérdésre a valasz.
| Marpedig olykor a komplementer esemény elemzese konnyebb.
Valtoztassunk stratégiat: szamlaljuk a komplementer eseményeket! A "létezik legalabb
két ember egyez sziiletésnappal" feltétel ellentéte, hogy "nem létezik legaldbb két ember
egyez sziiletésnappal", vagyis "minden ember mds napon sziiletett". Latni fogjuk, hogy
 erre a feltételre sokkal konnyebb a megfelel esetek szamlalasa.
Két személy esetében ez azt jelenti, hogy az els tetszlegesen vélasztott sziiletésnapja
| (365 lehetség) mellett a masodiknak mar csak az ettl kiilobozeket valaszthatjuk (364):

| > ket _ember nincs_egyezes := 365 * 364;

[Ebbl az eredeti feltételeknek megfelel darabszam megegyezik az ott kozvetleniil
| szamitottal:

[> ket ember van _egyezes := ket _ember osszes -

ket ember nincs_egyezes;

[ Harom vagy tobb ember esetében sem nehezebb a dolog; egyszeren annyi, hogy az tjabb
¢s Ujabb belépk szdmara mindig eggyel kevesebb nap all rendelkezésre az addigiakkal
| valo egyezés garantalt elkeriiléséhez.
> harom ember nincs_egyezes := 365 * 364 * 363;
[> legalabb ket azonos := harom ember osszes -
| harom_ ember nincs _egyezes;
| Ezt probaljuk altalanositani!
[> emberek db := 3; napok db := 365;
B osszes_lehetoseg := napok db * emberek db;
nincs_egyezes := napok db! / (napok_db - emberek db)!;
van_egyezes := osszes_lehetoseg - nincs_egyezes;

van_egyezes valoszinuseg := van_egyezes /
osszes lehetoseg, evalf (%) ;

>
>
>

>




Az altalanositas sikeriilt - a fenti mveletsorban az emberek szdmat valtoztatva, majd ujra
futtatva a parancsokat kiszamithatd az egyez sziiletésnap l1étezésének valdszinsége. Még
igényesebb megoldashoz jutunk, ha a kiszamité algoritmust egy - az emberek szamaval

| paraméterezhet - proceduraba foglaljuk:

> van_egyezes_valoszinuseg := proc (emberek db)

> local napok db, van_egyezes valosz1nuseg,

> napok db := 365

> van_egyezes valoszinuseg := 1 - (napok db! / (napok db
- emberek db)') / (napok db * emberek db)

> return van_egyezes_valosz1nuseg,

| > end proc;

| Ez a procedura kozvetleniil megvalaszolja a kérdést:

| > van_egyezes_valoszinuseg(3); evalf (%)

> van_egyezes_valoszinuseg(10): evalf (%)
van_egyezes_valoszinuseg(20): evalf (%)
van_egyezes_valoszinuseg(30): evalf (%)
van_egyezes va10521nuseg(40) evalf (%) ;
Probalkozassal megtalalhatd, milyen 1étszamnal 1€p 4t a valoszinség egy adott értéket, pl.
| 50%-0t (23 személynél):
> evalf (van_egyezes_valoszinuseg(22)); evalf
_ (van_egyezes valosz:Lnuseg (23)) ;
A procedura ciklikus hivasaval konnyen végigszamolhatok a valoszinségek az 6sszes
| értelmezhet csoportlétszamra:
[> pontok := [seq([i, van_egyezes valoszinuseg(i)], i = 2.
| .365)]:
;> plot(pontok, style = point);
Az abrar6l leolvashato, hogy a 1étszdm novekedésével eleinte rohamosan n az egyez
sziiletésnapok elforduldsanak valoszinsége, majd telitdést tapasztalunk (hiszen nem
1épheti tul az 1-et). (Kb. 130-t6] annyira megkozeliti a valoszinség az 1-et, hogy a
| szamitasoknal kerekitési hibak 1épnek fel, és nem is dbrdzolja tovabb.)
B van_egyezes_valoszinuseg(40): evalf (%)

van_egyezes_valoszinuseg(50): evalf (%)
van_egyezes_valoszinuseg(60): evalf (%)

_Léthat(') hogy 40 fnél mar nagyon valészin (~90%), 50 fnél szinte biztos (~97%) az
| azonos sziiletésnapok elfordulasa.

V 10 Klub elnoksége

Egy 25 {0s klub 3 tagu vezetdséget —elnokat, titkart és jegyzot— valaszt. Hanyféleképpen
tehetik ezt meg, ha

a) barmely elnokségi Osszetétel lehetséges?

a) a kozkedvelt Kovacs urat mindenképpen szeretnék bevalasztani a vezetségbe?

b) a kidllhatatlan Kovacs trnak semmiképpen sem szeretnének tisztséget adni?

c) Kovécs ur és felesége, Kovacsné nem kaphatnak egyszerre tisztséget (de kiilon-kiilon igen)
?

Megoldas
|:> restart; with (combinat):

[a)




25;
3;

n:=25
k=3 (2.3.10.1.1)

Egy n =25 taga klubbol kell k=3 tagot kivalasztani, és egy tag nem kaphat egyszerre
tobb tisztséget (mert akkor nem lenne 3 tagl a vezetség). A sorrend szamit, mert nem
mindegy, hogy valaki elndk, titkar vagy jegyz lesz-e (pl. az 1. kivalasztott lesz az elnok,
a 2. kivalasztott lesz a titkar, a 3. pedig a jegyz). Ez tehat egy ismétlés nélkiili variacio,

! ,
melynek kiszdmitdsara az (n—k)' képlet alkalmazhat6. Igy az elndkség lehetséges
n !

=6sszetételeinek szama:
> nA :=n'!'/(n-k)!;
nA4 := 13800 (2.3.10.1.2)

;Ugyanerre az eredményre jutunk a beépitett numbperm fliiggvénnyel:
> numbperm(n, k) ;
13800 (2.3.10.1.3)

_b)
Az a) feladatrész logikajat kovethetjiik egy kis modositassal. Vegyiik észre, hogy az
ismétlés nélkiili variacidk szama megkaphato ugy is, hogy elbb sorrend nélkiil

25 .
kivalasztunk 3 tagot a 25-bl (ism. nélkiili kombinacio, ( 3 ) ), majd sorba rendezziik

!
=ket (ism. nélkiili permutacio, 3!). Azaz # = (Z) k!
> nA = binomial(n, k)*k!;

13800 = 13800 (2.3.10.1.4)

_Most, mivel Kovacs ur mindenképpen kap tisztséget, mar csak 2 elndkségi tagot kell
24 .
valasztani mellé a maradék 24-bl ( ( ) ) ), majd a (Kovécs urral egyiitt) 3 valasztottat

| kell ismét sorbarendezni (31). Igy a variaciok szama:
> nB := binomial(n - 1, k - 1)*k!;
nB :=1656 (2.3.10.1.5)

o)

A b) feladatrészhez hasonléan okoskodhatunk. Kovacs Gr nem kaphat tisztséget, igy a
24 . :
megmarado 24 tagbol kell 3-at kivalaszatni (( 3 ) ), majd sorbarendezni (3!):

=> nC := binomial(n - 1,k)*k!;
nC:=12144 (2.3.10.1.6)

_d)
Itt érdemes elbb az ellentétesemény eseteit megszamolni, majd kivonni az dsszes esetek
| szamabol.
Ellentétesemény: Kovécs ur és Kovacsné is tisztséget kapnak. Ekkor mar csak a 1 tagot
kell kivalasztani a 23-bol, hogy teljes legyen az elndkség, majd a 3 tagot még sorba kell
| rendezni (ki milyen tisztséget kap):
[> nDc := binomial(n - 2, k - 2)*k!; # = 23%3!
nDc =138 (2.3.10.1.7)




\ 4

LA kedvez esetek szama az a) részben kapott 6sszes esetek szamanak és az elbb

kiszamolt kedveztlen esetek szdmanak kiillonbsége:
> nD := nA - nDc;
nD = 13662 (2.3.10.1.8)

Gyakorlo feladatok

¥ Gyl.

a) Hany 6 jegy szam alkothat6 az 1, 1, 2, 2, 2, 3 szamjegyekbl?
| b) Mekkora a valoszinsége, hogy egy ilyen szam paros?

¥ Gy2.

a) Hany kiilonbdz haromjegy szam alkothato az 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyekbl, ha egy
szdmjegy tobbszor is felhasznalhato?
_ b) Mekkora valdszinséggel lesz a szam paros?

Y Gy3.

a) Hany osztdja van a kovetkez szdmoknak: 10, 11, 12, 13?
b) Altaldban hogyan szamithat6 ki egy természetes szam osztdinak szama a primtényezs
| felbontasa ismeretében?

¥ Gya4.
a) Egy hazibulin egy 9 fs tarsasagbol hanyféleképp lehet dsszeallni egy 4 fs tarsasjatékhoz?
_ b) Ek6zben hanyféleképp alakulhat ki a teraszon egy 5 fs beszélgetés?

¥ Gy5.

a) Hanyféleképp lyukaszthat6 egy (9 cellds) buszjegy pontosan két lyukkal?
b) Es pontosan harom lyukkal?

| ¢) Es tetszleges szamu lyukkal?

¥ Gyeé.
a) Hanyféle eredménye lehet a klasszikus 6t0s lottd sorsolasanak?
| b) Mennyi esélyiink van egy kitoltott szelvénnyel a fnyereményre?

¥V Gy7.
Hanyféleképpen iilheti korbe 7 lovag a kerekasztalt, ha a forgatassal egymasba vihet
| llésrendeket azonosnak tekintjiik?

¥ Gys8.
Egy kis lakas 5 helyiségét akarjuk kifesteni (egyszinre), haromféle festékiink van. Hanyféle
| szinvaltozat johet 1étre a teljes lakasra nézve?

Y Gy9.




Ha az 6t0s lotto sorsolasat ugy végeznénk, hogy a hiizott szamokat mindig visszatessziik a
kovetkez huzas eltt, mekkora lenne a kockazata, hogy nem sikeriil a végén 6t kiilonboz
__nyerszamot produkalni?

¥ Gyl10.

Hanyféleképp olvashato ki egy négyzet alaka tablazatbol a KOMBINATORIKA sz6 (az 5.
__ feladatban latott elrendezés szerint)?




