3. Gyakorlat

Y Geometriai valoszinség

Elfordul, hogy egy esemény kimenetele nem diszkrét értékekbl all, hanem a hozza kapcsolt
valoszinségi valtozo folytonosan vehet fel értékeket. Ilyenek lehetnek pl. események
bekovetkezésének tér- €s idkoordinatai, vagy ezzel 0sszefiigg adatok. Ezeknek gyakran vagy
kozvetlen geometriai tartalmuk van, vagy legalabbis kdzvetetten geometriai modellel targyalhatok,
melyben a valoszinség mint mérték valami geometriai jelleg mértékhez (hosszlsag, teriilet,
térfogat) kapcsolhatd. Ilyenkor beszéliink geometriai valoszinségrl ill. valdszinségi mezrl.

V¥ A valoszinség mint geometriai mérték

Valasszunk véletlenszeren egy pontot a [0, 20] intervallumboél. Mekkora valoszinséggel
esik a valasztott pont az [5, 10] intervallumba?

Mind az 6sszes, mind a kedvez kimenetek szama végtelen, tehat a kombinatorikus valoszinségi
meznél megszokott lehetség-Osszeszamlalas majd eset-szamok aranyitasa itt nem mkodik.
A modell szerinti kisérlet eredménye ilyesmi:
> restart:
with(Statistics):
wi th(plots):
> X: =RandonVari abl e(Uni forn(0, 20)): # véletlen szama [0; 20]
i nterval | unbol
m nt a: =Sanpl e( X, 100):
pont ok: =[seq([m nta[i], 0], i=1..100)]:
di spl ay(pl ot (pontok, style=point), plot(0, x=5..10, color=
green, thickness=3));

Szemlélet alapjan érezziik, hogy a véletlenszeren (egyenletes eloszlassal) kisorsolt pontok az
értékkészletet jelent intervallumon egyenletesen szoérodnak el: a kisérletek sokasdga sordn nem
latunk tendencia-jelleg srsodéseket, két kiilonallo, egyforma hosszlisagu részintervallum
esetén nem gondoljuk, hogy barmelyik mellett sz6lna olyan tényez, hogy rajta tendencia
jelleggel tobb érték jelenne meg (végtelenbe tartd kisérletszam melletti hataresetben nagyobb
volna a ra esés valdszinsége). A valoszinségi mértek elkiiloniilt eseményhalmazokra valo
Osszegzdésével egyiitt mindez (szemléletiinknek megfelelen, és egzaktul belathatdan is) azt
jelenti, hogy a modellbeli intervallum-szer eseményhalmazok valoszinségi mértéke az
intervallum-hosszakkal mint geometriai mértékkel azonosithatok - a teljes eseménytérhez mint
alapintervallumhoz mért arany szerint.

Vagyis a geometriai modellben (a klasszikus valdszinségi meznél megszokott eshetség-
szamok aranyitasa helyett) geometriai mértékeket aranyitunk: tovabbi paraméterek hijan nincs
mas kovetkezetes lehetség, mint Ggy tekinteni, hogy a keresett valoszinség az [5, 10] és [0, 20]
intervallumok mértékének (hosszanak) aranya:

[>p:=(10- 5 / (20 - 0):




Erdekes belegondolni, hogy mi a valdszinsége egy adott szam, pl. a 12 kisorsolasanak. A
szamegyenesen egy adott szamnak mint pontszer objektumnak a geometriai mértéke 0, és a
valoszinséget is annak kell tekinteniink: nem tudunk olyan kicsi pozitiv értéket mondani, amely
aranyaban elvarhatnank, hogy sok kisérletbl stabilan ebben az ardnyban ki fog sorsolodni egy
konkrét szam. Ugyanakkor elfordulhat, hogy épp kijon, hiszen valami mindig kijon, mikézben
kiilon-kiilon barmely pont kisorsoldsanak valoszinségére ugyanez a zérus igaz. Tehat itt arra
latunk példat, hogy egy nulla valoszinség esemény (megfelel valoszinségi mezben) nem
okvetlentil lehetetlen (st, itt az 0sszes elemi esemény nulla valdszinség).

A valdsagban persze ezek a példak is mindig diszkrét értékkészletek, amennyiben rendszerint
egy valodi kisérleti konstrukci6 (pl. fizikai kisérlet valamely paramétere) értékeit is véges
pontossaggal mérjiik, és a véletlenszam-generatorral intervallumrdl valo sorosolds eredményét is
véges pontossaggal fejezziik ki. Amilyen egyszer megfogalmazni, hogy "valasszunk egy véletlen
értéket a [0, 1] intervallumrol", a gyakorlatban ez nem végrehajthat6 feladat. Az egzakt
geometriai modell valdjaban csak a gyakorlatban soha nem elérhet hatareset, de ettl még a ra
felépitett modell a hozz4 kozel all6 esetekre (pl. elég sok tizedesjeggyel sorsolt
véletlenszamokkal) jol kezelheti azokat.

Y Kidolgozott példafeladatok

V¥ 1. Egydimenziés példa

Osszuk két részre a [0,1] intervallumot egy rajta véletlenszeren valasztott x szammal.

5 .
Mekkora valoszinséggel lesz a két rész négyzetdsszege Y -nal kisebb?
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[> restart:
[> hatar := 5/8; evalf(%;
A valasztott x fliggvényében a vizsgalt négyzetosszeget a kdvetkez fiiggvény irja le:
[> negyzetosszeg := x ->x ~ 2 + (1 - x) ™ 2
Rovid kisérletezés utan taldlunk olyan értéket, amire a négyzetdsszeg a hatar felett van, és
olyat is, amire alatta:
> negyzet osszeg(O0. 2);
negyzet osszeg(0. 6) ;
Abrazolhatjuk is a négyzetosszeg alakulasat x fiiggvényében, egyszerre megjelenitve a
kiszemelt hatart is:
> pl ot ([ negyzet osszeg(x), hatar], x
scal i ng=const rai ned) ;
Igy mar lathatjuk, hogy a négyzetdsszeg éppen a felezésnél lesz minimalis, és annal

0..1, y = 0..1,

5
nagyobb, minél jobban eltér a kisorsolt x a felezponttol. Hogy éppen hol l1ép T ala, az a

metszéspontok megkeresésével - egy masodfoku egyenltlenség megoldasaval megtudhato:
[> sol ve(negyzet osszeg(x) >hat ar) ;

5 1 3
Ezek szerint akkor kisebb a négyzetdsszeg ry -nal, ha x-et az [ —, — | intervallumbdl

4° 4
[0, 1] intervallum hosszahoz aranyitva kapjuk a keresett valdszinséget:




\ 4

|> p:=(3/4- 14) 1 (1- 0);

Végezziink is el véletlenszam-generator segitségével egy kisérletsorozatot, melyben

[0, 1]-beli véletlenszdmokat generalunk, és megszamoljuk azon eseteket, melyekben a
négyzetdsszeg a hatar alatt van. Elszor létrehozunk egy [0, 1] intervallumon egyenletes
closzlasu valoszinségi valtozot:

> restart:

with(Statistics):

| X := RandonVari abl e(Uni forn(0, 1));
Aztéan ezzel végrehajtjuk a kisérletet valahanyszor:

> n = 1000;
vel etl enszanok : = Sanple(X, n):
hatar := 5/ 8;
negyzetosszeg := x ->x ~ 2 + (1 - x) ™ 2

frunk egy ciklust, mely megszamolja a feltételeknek megfelel értékeket, majd kiszamitjuk
ezek aranyat az Osszes kisérleten belil:
>jo .= 0:
for i from1l to n do
i f(negyzet osszeg(vel etl enszanok[i]) < hatar) then
jo:=jo + 1:
end if:
| end do:
> jo;
| evalf(jo/ n, 3); # 3 tizedesjegy potossaggal iratjuk k
Latszik, hogy a kisérletben kapott érték kozel esik az elméleti valoszinséghez.

Kiilon tanulméanyozhatjuk a kisérletek soran kapott négyzetdsszegek eloszlasat is.
Helyezziik el egy listaban az értékeket:

> negyzet osszegek : = [seq(negyzet osszeg(vel etl enszanok][i ]
| ), i=1..n)]:

ébrézoljuk a kisérletsorozatban kapott értékeket:

| > pontok := [seq([i, negyzetosszegek[i]], i=1..n)]:

| > pl ot (pontok, style=point);

| > Hi st ogran{ negyzet osszegek, bincount=16);
Mindkét abran jol érzékelhet, hogy a [0.5, 1]-beli értékek a 0.5 felli oldalon srbbek, és
a masik sz¢l felé haladva ritkulnak. Ez 6sszhangban all azzal, hogy fentebbi szamitasunk

1
szerint a négyzetosszeg-ertékek fele 0.5 és 5/8~0.625 kozé (b Y hosszusagu

3 .
intervallumba) esik, mig a maradék fele haromszor olyan hossz (g ) szakaszon oszlik el.

2. Kétdimenzios példa

Vilasszunk két véletlen értéket a [0, 1] intervallumbdl: x, y. Mekkora valdszinséggel lesz a
két érték egymashoz 0.5-nél kozelebb?

Y Megoldas



Hapl. x=0.2 és y=0.3, akkor teljesiil a feltétel:
[> X :=0.2,y :=0.3;, vy - x <0.5
x=0.1 és y=0.7 mellett viszont mar nem:
|:> x :=0.1, vy :=0.7;, y - x>0.5;
x és y fliggetlen valasztasa a [0, 1] intervallumbol modellezhet egy (x, y) pont
valasztasaval a [0, 1] x [0, 1 ] négyzetbl. Az x és y kozott felirt vizsgalt feltétel
koordinatageometriai értelmezéssel egy geometriai feltétellé alakithato.
Az |y — x| < 0.5 feltétel mint egyenltlenség megoldashalmaza a koordinatasik egy
tartomanya.
> restart:
wi th(plots):
| with(Statistics):
> inequal ({y - x <0.5, x -y <0.5}, x=0..1, y =0..1,
opti onsf easi bl e=(col or=yel |l ow), optionsexcl uded=(col or=
white), scaling=constrained);
Az abran szinezett tartomany pontjainak (x, y) koordinatai teljesitik az elirt feltételt, a
tobbiek nem. Mivel az (x, y) pontok egyenletes, véletlenszer kivalasztasat az alkalmazott
analogia szerint az egységnégyzetre pontok egyenletes szordsanak képzelhetjiik, a feltételt
teljesit szamparok elallasanak valdszinsége a pontok szinezett teriiletre vald esésének
valdszinségével egyezik meg - marpedig a szinezett teriilet részesedése az
egységnégyzetbl 75%.
> tOrega (= 1*1
tA = tOmega - 2*(0.5*0.5/2);
PA : = t At Orega;

Végrehajthatunk egy véletlenszam-generatoros kisérletet is:
> n = 10000;

| X 1= RandonVari abl e(Uni forn(0, 1)):

> veletlen_ X :

= Sanpl e(X, n):
veletlen Y := Sanple(X, n):
| veletlen_X[1]; veletlen_Y[1];
| > tavolsag 1= (x, y) -> abs(x - vy);

>jo := 0
for i froml to n do
i f(tavol sag(veletlen X i], veletlen_ Y[i]) < 0.5) then
jo:=jo + 1:
end if:
end do:
> jo;
evalf(jo / n, 3);

| A kisérletileg kapott érték az elméletileg szamitott érték kozelében van.

V¥ 3. Masodfoki egyenlet gyokei



Vilasszunk egy B ¢és egy C szamot véletlenszeren, egymastol fiiggetleniila [ —1, 1]

intervallumban és tekintsiik az x* + B x + C =0 masodfokd egyenletet! Keressiik meg annak a

valoszinségét, hogy az egyenlet mindkét gydke

a) valos;

b) pozitiv!

\ 4 Megoldas

=> restart;

2)

Az eseménytér: Q={(B,C) | B [—-1,1,C€ [—1,1]}=[—1, 17, ami egy 2
oldalhosszlisagl négyzet. Mivel B-t és C-t egymastol fiiggetlentil, véletlenszeren
(egyenletes eloszlassal) valasztjuk a [ — 1, 1] intervallumbol, ezért a valdszinségi mez

geometriai, azaz 2 barmely részhalmazanak valoszinsége aranyos a részhalmaz
geometriai mértékével (teriiletével).

| Q tertilete:

| > TOrega : = 2*2;

;Az egyenletiink:

[> eq = x"2+B*x+C = 0;

K elolje A azt az eseményt, hogy ennek a masodfoku egyenletnek minden megoldasa valds.

| Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha a diszkriminans nemnegativ:

| > Ds := B"2-4*1*C,

>ineq_real :=isolate(Dis >= 0, C; # Cre rendezziuk az
egyenl tl enséget

1 .
Azaz a kedvez esetek halmaza Q-nak a B—>ZB2 egyenlet parabola alatti tartoméanya

| lesz:

> w th(plots):
plot([rhs(ineq_real), -1], B=-1..1, C=-1..1, color=
[ bl ue, blue], thickness=3, scaling=constrained,
gridlines=true, font = [axes, "HELVETICA", 16], filled=

| true);

| Teriiletét integralassal hatarozhatjuk meg:

> TA := 2*1 + int(rhs(ineq_real), B=-1..1); # x-tengely
alatti + gbrbe és x-tengely kozotti terulet; az rhs

| parancs az egyenltlenség jobb ol dalat adja vissza

| Az 4 esemény valOszinsége a geometriai kiszdmitasi mod alapjan:

| > PA 1= TA/ TOrega; evalf(9%;

_b)
| Legyen A2 az az esemény, hogy a fenti egyenlet minden gydke pozitiv.
[ > x1, x2 := sol ve(eq, X);

Lathato, hogy ha van (valos) megoldas, akkor / B—4C > 0, igy mindig x, a kisebbik
| gyok és elég annak pozitivitasat vizsgalni:




| > ineq_pos := x2 > 0;
Ezt az egyenltlenséget algebrai Gton oldjuk meg. Elszor vegyiik észre, hogy B < 0-nak
mindenképpen teljesiilnie kell, kiillonben x, < 0 lenne. Mivel az ?? egyenltlenség til

Osszetett ahhoz, hogy a Maple solve parancsaval kozvetleniil megoldhassuk, ezért

| Iépésenkeénti egyenletrendezessel haladhatunk tovabb.

> | neq_pos;
% + B/ 2; # m ndkét ol dal hoz hozzaadunk B/ 2-t; a "%
m ndig az elz egyenltlenségre hivatkozik
% 2; # mndkét oldalt szorozzuk 2-vel
% (-1); # szorzunk (-1)-gyel, hogy m ndkét ol dal pozitiv
| egyen (enl ékezzink, hogy B<O volt)
map(s->s™2, %; # mndkét oldalt négyzetre eneljik a map
parancs segitségével; ez itt ekvival ens atal akitas,
m vel m ndkét ol dal értéke pozitiv
# innentl mar befejezhetnénk a solve(% C) paranccsal
is, am a Real Range(-infinity, Open(0)) intervall unot
adnd vi ssza, de folytassuk i nkabb az egyenl etrendezést
% + 4*C-B"2; # m ndkét ol dal hoz hozzaadunk (4*C-B"2)-et

| % 4; # veégul osztunk 4-gyel

Természetesen az a) pont feltételének is teljesiilnie kell, kiilonben nem 1étezne valos

megoldas. Tehat a kedvez tartomény a parabola alatti teriilet B < 0 és C > 0

| feltételeknek eleget tev része.

> Pl :=plot(rhs(ineqg_real), B=-1..1, C=1..1, color=red,
t hi ckness=3, scaling=constrained, gridlines=true, font
[ axes, "HELVETI CA", 16]):
P2 := plot(rhs(ineq_real), B=-1..0, C=-1..1, color=red,
t hi ckness=3, scaling=constrained, gridlines=true, font
[ axes, "HELVETICA", 16], filled=true):

| display(P1, P2);

| Szamitsuk ki integralassal az 42 eseményhez tartozo teriiletet:

[> TA2 :=int(B"2/4, B=-1..0);

| Tehat annak a valoszinsége, hogy mindkét megoldas pozitiv:

| > PA2 = TA2/ TOrega; eval f(%;

, 1
Erdekes, hogy ez csak toredéke (% -od része) az a) pontban kapott valdszinségnek,

1
pedig a lehetséges eldjel-kombinéciok alapjan —naiv logikéval— 7 -et varnank. Kidertilt,

| hogy ha van megoldas, akkor jo eséllyel talalhaté nempozitiv megoldas is.

V¥ 4. Ccéltabla

Kor alaka R sugart céltablara 1oviink (a taldlat valoszinsége ardnyos a teriilettel). A céltablat
koncentrikus korokkel 10 részre akarjuk felosztani ugy, hogy mind a 10 részben a taldlat
valoszinsége ugyanakkora legyen. Hogyan kell a korok sugarait megvalasztani?




\ 4 Megoldas

| > restart;
| > R # a feladat parangtere
| > n := 10; # a részek szamm

A céltablat pontosan 9 darab koncentrikus korrel tudjuk 10 részre (korgyrre) felosztani.
Jelolje ezek sugarat novekv sorrendben 0 < ry <r, < ..<ry <r, =R (al0.kor
| sugara maga R).

Ljiink ra véletlenszeren a céltablara! Az eseménytér a céltabla pontjainak halmaza. Ha a
céltablat egy origd kozéppontl kdrnek képzeljiik el a koordinatarendszerben, akkor

Q :{)ﬁ € R? | x| < R}. Ha tényleg véletlenszer pontban talaljuk el a céltablat (de
mindig eltalaljuk), akkor barmely részét annak teriiletével aranyos valdszinséggel
| talaljuk el, ezért geometriai valoszinségi mezt feltételezhetiink.

gy ahhoz, hogy az egyes korgyrket egyenl valdszinséggel talaljuk el, elég az
r, (k=1.9) sugarakat ugy megvalasztani, hogy a keletkez korgyrk egyenl

. . 1
Tgy teriiletek legyenek. Mivel 6sszesen 10 korgyr van, ezért Tgy a teljes teriilet To©

[> Tgy = R2*Pi/n;
Az els k darab korgyr teriileteinek dsszege egyrészt k -Tgy, masrészt pedig ri-n. Ebbl
az egyenletbl r, meghatarozhato.
> k*Tgy = r[k]"2*Pi;
[sol ve(% r[k])];
;Szémunkra csak a pozitiv megoldas az érdekes. Rogzitsiik ezt egy fliggvényben:
| > sugar := k -> sgrt(k/10)*R;
;Végﬁl listazzuk ki a korok sugarait:
>for k froml to 9 do
r[ k] : =sugar (k) ;

end do;
. r[10] := R
| Peldaul, ha R =10, akkor a kordk sugarai novekv sorrendben:
> R := 10:

eval f (seq(r[k], k=1..10), 4); # az evalf parancs

sorozatokra i s nkddi k, az utol s6 argunmentum a

| megjelenitend tizedesjegyek szama

=Abrézoljuk a céltablat koordinatarendszerben. Erdemes polarkoordinatékat hasznalni.

> with(plots):
P1 := polarplot({seq(r[k], k=1..9)}, theta=0..2*Pi,
color=red, thickness=2, gridlines=fal se, axes=none):
P2 := polarplot({0.1, 10}, theta=0..2*Pi, col or=bl ack,
t hi ckness=4, gridlines=fal se, axes=none): # jeldljik a
céltabla szélét, illetve a kbzéppontjat is egy Kkicsi,
nemul | a sugara korre




di splay({P1, P2}); # a két plot kirajzol asa k6zds
koor di nat ar endszer ben

V¥ 5. Kerti locsolo

Egy 50 m x 30 m-es kert négy sarkaban egy-egy locsold van elhelyezve. Mekkora
valdszinséggel kap vizet egy véletlenszeren kivalasztott vetemény, ha a locsolok hatosugara
a) 10 m;
b) 15 m;
c) 25 m?
\ 4 Megoldds
| > restart: with(plots):
_2)
> a, b :=50, 30, # a kert nérete
| rl :=10; # a locsol 6k hat6sugara
| Rajzoljuk fel a veteményest €s a locsolok hatokoret:
> with(plots, inplicitplot):
PO : = inequal ({0<=x, x<=a, 0O<=y, y<=b}, x=0..a, y=0..Db,
scal i ng=constrai ned, font = [axes, "HELVETICA", 16],
optionsfeasible = [color="Wiite"]):
Pl a := inplicitplot(x"2+y*2=r172, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):
P2 a :=inplicitplot((x-a)"2+y*"2=r1n"2, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):
P3_a :=inplicitplot(x*2+(y-b)"2=r1nr2, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):
P4 a = inplicitplot((x-a)*2+(y-b)”2=r172, x=0..a, y=0.
b, color=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):

| display(PO, P1_a, P2_a, P3_a, P4_a);

Valasszunk ki véletlenszeren egy veteményt a kertben. Az eseménytér a kert pontjainak
| halmaza: Q={(x,y) € R*| 0 < x < 50,0 <y < 30}=[0,50] x [0, 30]. Teriilete:
| > TOrega : = a*b;

Jeldlje A azt az eseményt, hogy a kivalasztott n6vény nem lesz meglocsolva! Ez az alabbi
| abran a sziirke teriiletnek felel meg.




30

> Tk _a :=rl1"2*Pi/4; # egy negyedkor teridl ete

| TA := TOrega - 4*Tk_a; # az Ontozetlen rész terllete

| A geometriai kiszamitasi mod alapjan a keresett valoszinség:

| > PA 1= TA/ TOrega; evalf(9%;

=Tehait kortilbeliil 10 névénybl 8 nem kap vizet!

Lb)

[> r2 = 15;

| Rajzoljuk fel a veteményest €s a locsolok hatokoreét!

> wth(plots, inplicitplot):
PO : = inequal ({0<=x, x<=a, 0<=y, y<=b}, x=0..a, y=0..bh,
scal i ng=constrai ned, font = [axes, "HELVETICA", 16],
optionsfeasible = [color="Wite"]):
Pl a := inplicitplot(x"2+y*r2=r272, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):
P2 a :=inplicitplot((x-a)"2+y"2=r2"2, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font [ axes,
"HELVETI CA", 16]):
P3_a :=inplicitplot(x"2+(y-b)"2=r272, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font [ axes,
"HELVETI CA", 16]):
P4 a :=inplicitplot((x-a)”*2+(y-b)~2=r272, x=0..a, y=0..
b, color=red, scaling=constrained, font = [axes,




"HELVETI CA", 16]):
| display(PO, P1_a, P2_a, P3_a, P4_a);
Jelolje B azt az eseményt, hogy egy véletlenszeren kivalasztott vetemény nem lesz
| meglocsolva! Ez ismét a korokon kiviil es rész teriiletenek felel meg.

> Tk _b :=r2"2*Pi/ 4; # egy negyedkor teridlete
| TB := TOrega - 4*Tk_b; # a locsolatlan rész terllete
| A geometriai kiszamitasi mod alapjan a keresett valoszinség:
> PB 1= TB/ TOnega; evalf(%;
| Ebben az esetben mar majdnem a névények fele kap vizet.
L ¢)
[ > 13 1= 25;
| Rajzoljuk fel ismét a vetemenyest és a locsolok hatokorét!
> wth(plots, inplicitplot):
PO : = inequal ({0<=x, x<=a, 0O<=y, y<=b}, x=0..a, y=0..b,
scal i ng=constrai ned, font = [axes, "HELVETICA", 16],
optionsfeasible = [color="Wite"]):
Pl a := inplicitplot(x"2+y"2=r372, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):
P2_a :=inplicitplot((x-a)"*2+yr2=r3"2, x=0..a, y=0..Db,
col or=red, scaling=constrained, font [ axes,
"HELVETI CA", 16]):
P3_a :=inplicitplot(x"2+(y-b)"2=r372, x=0..a, y=0..Db,




col or=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):
P4 a :=inplicitplot((x-a)”*2+(y-b)~2=r372, x=0..a, y=0.
b, color=red, scaling=constrained, font = [axes,
"HELVETI CA", 16]):

|  display(PO, P1_a, P2 a, P3_ a, P4_a);

K elolje C azt az eseményt, hogy egy véletlenszeren kivalasztott vetemény nem lesz

meglocsolva! Ez a kozépen megmaradt, rombuszszer teriiletnek felel meg. Most
=k6r1'j1tekinten kell szamolnunk, mert a locsolt teriiletek atfednek.

[ > Tk_c :=r3"2*Pi/4; # egy negyedkor terllete
Jel6lje 7, azt a teriiletet, amely két locsolo altal is meg van ontdzve (sotétebb piros teriilet
| az abran). Ekkor a sziirke (Ontozetlen) rész tertilete:
> TC := TOmega - 4*Tk_c + T2; # a sOtétebb piros rész
teridl etét kétszer vontuk le, ezért a végén még hozza
| kell adni egyszer
Hatramaradt még 7, meghatarozasa. Tekintsiik a kvetkez abrakat:







Jelolje T, T, ¢s T, rendre az ODE korcikk (z01d), az OEF deréksz6g haromszog (cian)

| és az EFD fél-korszelet (sarga) teriiletét. Ekkor,
T,=4-T =4-(T —T )
s c h

: b .
Tudjuk, hogy OE=r, ¢s OF = ER Jeldlje o az FOE , szbget! Ekkor

2

cosazg T = i és T, :—OE-OF-sinoc
_ OE’ ¢ 2 h 2 '
> CE =713
OF := b/ 2
al pha := arccos(OF/ CE); # a koszinusz flggvény

i nverzével szanol unk

> Tc := r3"2*al phal 2;
Th := OF*OE*si n(al pha)/ 2;
Ts := Tc-Th;
T2 = 4*Ts;

> eval f(TC); # ellenrizzik, hogy értel mes erednényt
| kaptunk-e a nemlocsolt terlletre

| A geometriai kiszamitasi mod alapjan a keresett valoszinség:

| > PC : = TC/ TOrega; eval f(%;

:fgy mar csak a novények kb. 6.4 %-a marad ontozetleniil!

V¥ 6. Téglatest atloja

A [0, 1] intervallumban véalasszunk véletlenszeren harom szamot, X, Y és Z-t. Mekkora a
valoszinsége, hogy az X, Y és Z oldalhosszisagu téglatest testatloja kisebb 1-nél?

\ 4

Megoldas

| > restart;

Az eseménytér: Q={ (X, ¥,Z) € B|0 < X,Y,Z< 1}=[0, 1], ami a 3-dimenzi6s
egységkockanak felel meg. Mivel mindharom szdmot véletlenszeren (geometriai

valdszinség szerint) valasztottuk a [0, 1] intervallumbo6l, ezért geometriai valdszinségi
| mezvel van dolgunk. Az eseménytér terfogata:

> VOrega = 1*1*1;

;Az X, Y és Z oldalhosszusagu téglatest testatloja:

| > e = sqrt (X"2+Yr2+2Z72)

[ Eznem mas, mint a P(X, Y, Z) pont tavolsaga az origdtol a 3-dimenzios térben, vagyis a
hozza tartoz6 p helyvektor hossza.

_Jel('jlje A az e < 1 eseményt. Ekkor

A={(X,Y,Z) ceRlo<xrz<ie/X+P+7 < I}Z{EEQ‘V—’\ < 1}.

[> with(plottools): with(plots):
pl ot 3d(sqgrt(1-x"2-y*2), x=0..1, y=0..1, filled=

[transparency=0.5], style=surface);



Az 4 halmaz az egységgdmb pozitiv térnyolcadba es része, ezért térfogata az

1
egységgomb térfogatanak ry -a:
>r =1,
Vgonb : = 4*r"3*Pi [/ 3;
| VA 1= Vgonb/ 8;
| A keresett valoszinséget a két térfogat aranya adja:

| > PA : = VA/VOnrega; evalf(%;

:Tehét nagyjabol 52.4 % eséllyel lesz a kapott téglatest testatloja kisebb 1-nél.

V¥ 7. Korlap ejtése papirlapra

Parhuzamos egyeneseket huzunk egy (kellen nagy méret) papirlapra. A szomszédos
egyenesek egymastol valtakozva 2 cm ill. 8 cm tadvolsagra vannak. Véletlenszeren leejtiink
egy R=2.5 cm sugara korlapot a papirlapra ugy, hogy a kor kozéppontja a sik barmely
tartomanyéaba annak teriiletével aranyos valoszinséggel esik. Mekkora a valoszinsége, hogy
a korlap egyik egyenesbe se metsz bele?

4

Megoldas
| > restart: with(plots):

A feladat érezheten hasonlit a Buffon-féle tproblémahoz, de mint latni fogjuk, annal
lényegesen egyszerbb a megoldasa.

Mivel a papirlap mintazata periodikus, ezért elég egy peridodust vizsgalni, vagyis egy 10
cm széles tartomanyt, melyet mindkét szélén egyenes hatérol, és tartalmaz egy harmadik
egyenest, mely a tartomany jobb ill. a bal sz¢létl befelé 2 cm ill. 8 cm tadvolsagra van.
Feltessziik, hogy a korlap kézéppontja ebbe a tartomanyba esik.

Jeldlje x a korlap kozéppontjanak a tartomany jobb szélétl vett tavolsagat és jeldlje A azt
az eseményt, hogy a leejtett korlap belemetsz valamely egyenesbe a papirlapon. Vegyiik
észre, hogy az 4 esemény bekovetkezése csak x értékétl fiigg, igy a feladatot
modellezhetjiik a szdmegyenesen.

Az eseményter Q= [0, 10]. A parhuzamos egyenesek az x, =0, x, =2 ésx, =10

pontokban (tavolsagokban) helyezkednek el, a kedvez esemény bekovetkezéséhez pedig
az kell, hogy x-tl mindharom pont tébb, mint 2.5 cm tavolsagra legyen. Ez alapjan
konnyen belathato, hogy 4 =[4.5,7.5].
Mivel a ledobés soran x véletlenszeren (egyenletes eloszldssal) sorsolodik a [0, 10]
intervallumbol (nincs okunk azt feltételezni, hogy barmely tavolsagban "srsodést"
tapasztalnank a leejtett korlapok szaméban), ezért geometriai valdszinségi mezvel van
dolgunk, esemény valdszinségét az esemény €s az eseménytér geometriai mértékének
aranya adja:

P(A) = mAd) _75—-45 3 —03

m(Q) 10—-0 10

_> mOmega : = 10;
_ m\ := 7.5 - 4.5;
> PA 1= mA nOnega,

:Tehét 30 % az esély arra, hogy a korlap nem talalkozik egyenessel a papirlapon.



V¥ 8. Téglalap teriilete

Egy 10 egység hosszusagu szakaszt egy rajta véletlenszeren valasztott ponttal kettéosztunk.
a) Ha a 1étrejov darabokat egy téglalap oldalainak tekintjiik, mekkora lehet a minimalis és a
maximalis tertilet?

b) Mekkora valoszinséggel esik a teriilet a lehetséges tartomany fels felébe?

c¢) Végezziink véletlenszam-generatoros kisérletet a feladatra (a megfelel esetek ciklusban
valo Osszeszamlalasaval), és az eredményt vessiik 6ssze az elméletileg szamitott értékkel!

\ 4 Megoldas

| > restart;
L 2)
[> h 1= 10; # eredeti szakasz hossza
Jeldlje x az osztopontot (0 < x < 10). Egy x hosszl és egy 10 — x hosszu szakasz
| keletkezik.

[> with(Statistics):

| Az eseményter: Q = [0, 10]. Geometriai mérteke:
| > nOrega : = h;

| A téglalap teriilete:

| > terulet 1= x -> x*(10-Xx);

| > terulet(4);

A minimalis teriilet 0, mert x akarmilyen kicsinek valaszthat6, de 10 — x korlatos
| mennyiség. (vagy: x =0-ra 0 a teriilet és negativ nem lehet, tehat 0 a legkisebb).

| A maximalis teriilet:

> T max ;= maximze(terulet(x));
_ T mn := 0;

| b)

;A teriilet lehetséges tartomanyanak fels fele:
| > T fel := T _max/ 2;

K eloljiik 4-val azt az eseményt, hogy a tertilet 7}61 es T koze esik. P(4) akerdes.

_Milyen x-ekre teljesiil, hogy J}el < terulet < T .

| > plot([T_fel, terulet(x)], x = 0..10);
;A grafikonon az az intervallum jo, ahol a parabola a vizszintes vonal felett van.
| > L := [solve(terulet(x) = T fel)];
;Az A esemény geometriai mértéke az intervallum két végpontjanak kiillonbsége:
[ > mA = L[2] - L[1];
;A keresett valoszinség a geometriai kiszamitasi mod alapjan:
> pA = mA nOrega,;
eval f (99 ;
;Tehét nagyjabol 70.7 % eséllyel lesz a teriilet a lehetséges tartomany fels felében.
L ©)
| > X = RandonVari abl e(Uni forn(0, 10));
| > Probability(X*(10-X) >= T fel);




\ 4

[> n 1= 1000; # a kisérletek szama
> mnta = Sanmple(X, n);

| > counter := 0;
> esenmenyA : = proc(Xx)

return eval b(x*(10-x) >= T fel);
| end proc;

> esenenyA(1);
> V := Vector(n);
> for i froml to n do
X = mnta[i]:
i f esenenyA(x) then
counter := counter + 1:
end if:
V[i] := counter/i; # relativ gyakori séag
end do:
> V[100];
> unassign(' x');
PO := LineChart(V, gridlines = true, axes = boxed,
synbol si ze = 3):
P1L := plot(pA x=1..n, y=0..1):
pl ot s[ di spl ay] (PO, P1);

> eval f(V[n]);
| Jol lathato, hogy a relativ gyakorisagok az elméleti valdszinséghez konvergalnak.

9. Vitorlarud

Hajotorottek egy lakatlan szigeten azt tervezik, hogy a viharban dsszeroncsolodott hajojuk
arboc rudjanak felhasznaldsaval j, kisebb hajot épitenek. A vihar a 40 méteres arbocrudat
harom véletlenszer darabra torte sz€t. Ha van olyan darab, amelyik 20 méternél hosszabb,
akkor a kisebb hajot meg tudjak épiteni. Mekkora valoszinséggel talalnak olyan hosszi
darabot, hogy a hajé megépithet legyen, amikor kitsznak a roncsokhoz?

\ 4 Megoldas

[> restart;

Legyen a harom darab hossza rendre x, y, z. A harom darab 6sszesen 40 méter hosszi:
x+y+z=40.

Ahonnan z=40 — x — y és igy elegend az (x, y) fliggetlen valtozé-parral leirni az dsszes

esetet. Mivel z > 0, ezért x + y < 40. Tehat az eseménytér:

Q={(x,y)]0<x<40,0 <y<40,x+y <40}
[> wi th(plots):
>E:=1inequal (x +y <=40, x =0..40, y = 0..40, color =

grey): E
Az eseménytér egy derékszog haromszdg, melynek teriiletmértéke




~40-40
2

[> nOrega : = 40*40/ 2;

Az=40 —x—y = 20az4 = {x+y < 20} halmazon teljesiil, melynek teriilete

20-20
m(4,) ==~ =200.

m(Q) =3800.

> Fl :=inequal ({x +y <=40, x +y <20}, x =0..40, y =
0..40, color =red, transparency = 0.5):
di spl ay(F1, E);

Az A = {x = 20} esemeny teljesiil az alabbi haromszogben, melynek teriiletes

m(A,) = 202'20 =200.

> F2 := inequal ({x >= 20, x +y <= 40}, x = 0..40, y = 0.
.40, color = red, transparency = 0.5):
di splay(F2, E);

Az Ay= {y = 20} esemény teljesiil az alabbi halmazon, melynek teriilete

m(A,) = 202'20 =200.

> F3 := inequal ({y >= 20, x +y <= 40}, x = 0..40, y = 0.

.40, color = red, transparency = 0.5):

di splay(F3, E);
Akkor tudnak épiteni kisebb hajot, ha teljesiil az

A=A +A4 + A4
z X y

esemeény.
[> display(F1, F2, F3, E): # az A esenény
Ezert m(4) =200 + 200 + 200 = 600.

> mAz : = 20*20/ 2;
mAX : = 20*20/ 2;
My : = 20*20/ 2;

[ M = MAX + mAy + Az,
> PA = mA nOrega; eval f(%;

Tehat 75 %-os valoszinséggel talalnak elég hosszu arboc rudat.
Figyeljiik meg, hogy az itt kedvez esemény pont a 7. feladatban szerepl ellentettje: akkor
lenne készithet haromszég a harom darabbdl, ha mindegyik rovidebb lenne 20 méternél!

Y Gyakorlo feladatok

Gyl.

Vialasszunk két véletlen értéket a [0, 1] intervallumbol: x, y.

a) Mekkora valoszinséggel lesz nagyobb a méasodik szam az els kobénél?

b) Végezziink véletlenszam-generatoros kisérletet a feladatra (a megfelel esetek ciklusban



| valé osszeszamlalasaval), és az eredményt vessiik ssze az elméletileg szamitott értékkel!

V¥ Gy2.

Téglalapot szerkesztiink a [0, 10] intervallumbol egymastdl fliggetleniil véletlenszeren
valasztott két értékkel mint oldalhosszakkal.

a) Mekkora valoszinséggel lesz a keriilete 25 egységnél nagyobb?

b) Mekkora valoszinséggel lesz a teriilete 25 egységnél kisebb?

c) Mekkora valoszinséggel lesz az atloja 10 egységnél hosszabb?

| d) Mekkora valoszinséggel lesz az atloja 12 egységnél rovidebb?

V¥ Gys.

Vilasszunk két véletlen értéket a [ —2, 2] intervallumbol: x, y.

a) Mennyi a valoszinsége, hogy az els szam négyzete kisebb a masodik szamnal?
b) Mennyi a valoszinsége, hogy a masodik szdm négyzete kisebb az els szamnal?
__¢) Mennyi a valészinsége, hogy valamelyik szdm négyzete kisebb a masik szamnal?




