4. Gyakorlat

Y Maple ismerkedés

Grafikonok, figgvényabrazolas I.: a plot parancs

X =..., y =.., axes, scaling, discont, color, thickness, symbol, symbolsize, style=point, caption,
| filled=[color=..., transparency=...], font, gridlines=true, labels=[x, y], legend, linestyle, title

:> restart;

:> plot(4 - x*2, x);

[> plot(4 - x*2, x = -4..4);

[> plot(4 - x*2, x = -4..4, y = -6..6);

:> plot(4 - x*2, x = -4..4, y = -6..6, axes = boxed);

:> plot(4 - x*2, x = -4..4, y = -6..6, scaling = constrained);
[> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue);

:> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue, thickness = 3);

> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue, thickness = 3, filled =

L true) ;
> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue, thickness = 3, filled
[color = red, transparency = 0.5]);

=> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue, thickness = 3, gridlines
[ = true) ;
> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue, thickness = 3, linestyle

= dash) ;

> plot(4 - x*2, x = -4..4, color

| egy figgvény");

> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue, thickness = 3, title =
"Ez egy figgvény", caption = "Egy parabolat abrazolunk plot
opcidkkal") ;

> plot(4 - x*2, x = -4..4, color = blue, thickness = 3, title =

"Ez egy fliggvény", caption = "Egy parabolat abrazolunk plot

opcidkkal", legend="Parabolal");

> plot([[1, 1], [2, 1.5], [3, 2], [4, 3], [5, 4]1], x=0 .. 5, ¥y

= 0..5, style = point);

blue, thickness = 3, title="Ez

> plot([1, 2, 3, 4, 5], [1, 1.5, 2, 3, 4], x =0..5, y = 0..5,

style = point, symbol = cross, symbolsize = 20);

> f := x -> piecewise(x <=0, -x, x <=1, 1 - x, x<=2, 2, 3);

'f(x)' = £(x);

> plot(f(x), x = -2..4, discont = true, color = blue, thickness =

4, title = "Nem folytonos figgvény", symbolsize = 30, symbol =

solidcircle);

> plot(f(x), x = -2..4, discont = true, title = "Nem folytonos
figgvény", font = ["HELVETICA", bold, 12], symbol =
solidcircle) ;

> plot([sin(t), cos(t)/t, t = 0..Pi/2], x = -1..2, y = -1..10);

> plot3d(sqgrt(x*2 + y*2), x -1..1, y=-1..1);




VY Feltételes valoszinség, események fiiggetlensége

A valoszinség egy olyan mérték a valdszinségi mez eseményterében, mely szerint a teljes
eseménytér mértéke 1. Viszont még egy egyebként helyes mérték is csak akkor mutatja az egyes
események valoszinségét a kisérletekkel 6sszhangban, ha a kisérletek valoban véletlenszerek a
teljes eseménytéren. Elfordulhat azonban, hogy a kisérlet soran olyan koriilmény meriil fel, mely
azaltal befolyésolja a kisérletet, hogy (konnyebben vagy nehezebben kiderithet médon) az
eshetségek valodi szdmat (az eseményteret) szkiti, bizonyos lehetségeket eleve kizar, és igy a
kisérleti tapasztalat nincs 6sszhangban az elméleti valdszinséggel. Akar éppen ez utalhat a kisérlet
tervezésének vagy az elméleti modellnek a hib4jara. Ilyenkor a szamitas korrigalhat6 azzal, hogy az
elméleti eseményteret leszkitjiik, és a valoszinségeket ezen leszkitett eseménytér mértékéhez
aranyitjuk.

1
Példaul a F6ldon az emberek 5 része kinai. Ez viszont nem jelenti, hogy az utcan mondjuk egy év

alatt veliink szembe jov emberek nagyjabol 6tdde kinai, mert ez fligg a kisérlet kivitelezésétl: mas
eredményt kapunk, ha a kisérletet Pécsen avagy Pekingben végezziik el. Egyikben sem fog kijonni az
elméleti 20 % kortiili arany - Pécsen joval alatta, Pekingben joval felette lesz. Az emlitett kisérletek
ugyanis valojaban nem abban az eseménytérben (az 6sszes ember halmazan) zajlanak, melyben a
kinaiak ardnya (elforduldsi valészinsége) 20 %, hanem egy-egy ersen leszkitett eseménytéren: a
Pécs ill. Peking térségében elfordulé emberek halmazan. A kisérlet eredményei akkor jonnek
Osszhangba a modellel, ha az eseményteret (6sszes ember a F6ldon) leszkitjiik a vizsgalt varos
mas-mas (feltételes) valdszinségekkel szamolunk attol a feltételtl fliggen, hogy a vizsgalatot
Pécsen vagy Pekingben végezziik.

Kiilonféle (véletlenszerséget és logikat egyszerre alkalmazo) jatékokban (és persze az élet véresen
komoly dolgaiban is) fontos a menet kozben befoly6 informacidk nyoman a valdszinségi modell
—gyakran az effektiv eseménytér, a feltételes valoszinlis€ég— folyamatos korrekcioja. Tipikus példak a
kartyajatékok, melyek arra épiilnek, hogy a jatékosok nem rendelkeznek a helyzetrl teljes
informacioval (nem ismerik a tobbiek lapjait). Ugyanakkor egy tapasztalt jatékos jol érez ezzel
kapcsolatban bizonyos valoszinségeket, melyekre stratégiat épithet. Az igazan jo jatékos ezen tal
még arra is képes, hogy nem csupén a lehetségek atlagos valoszinségét érzi, hanem egy-egy
konkrét jaték menete soran elkeriil (a nala 1év, vagy a "kiment", vagy masok altal felfedett) lapok
megfigyelésével folyamatosan nyomon koveti az eseménytér szkiilését (pl. "harom asz kiment, egy
nalam van, masnal mar nem lehet"): a valddi helyzethez jobban illeszked valdszinségi modellel,
aktualis feltételes valdszinségekkel szamol, igy statisztikailag hosszabb tavon elnyre tesz szert.
Ezen tll a feltételes valoszinségre épiil események fiiggetlenségének a vizsgalata: fligg-e egy
esemény valdszinsége egy masik bekovetkezésétl vagy sem.

V¥ Kidolgozott példafeladatok

V¥ 1. Feladat (Kockadobasok eseményei, feltételes valoszinség,

fiiggetlenség)

Dobjunk egy hatoldalu kockéval. Jeldlje 4 a 'paros dobas', B pedig a 'legalabb 4-es dobas'
eseményét. Hatarozzuk meg az 4, a B és az A-B események valoszinségét! Mekkora eséllyel
dobtunk parosat, feltéve, hogy legaldbb 4-est dobtunk? Fiiggetlen-e az 4 és a B esemény
egymastol?

Y Megoldas




[ > restart;

Az eseménytér a lehetséges dobasok halmaza: Q= {1, 2, 3,4, 5, 6}.
Tekintstlik a 'paros dobas' és a 'legalabb 4-es dobas' eseményeit:
A={2,4,6}, B={4,5, 6} Ezek valdszinségi mértékei a teljes eseménytérben:

> pA := 3/6;

pB := 3/6;

Ha legalabb 4-et €s parosat dobtunk, akkor vagy 4-est vagy 6-ost dobtunk, azaz
A-B={4,6}. Ebbl az 4-B esemény valoszinsége:
[> pAB := 2/6;
A 'paros dobas' eseményének a 'legalabb 4-es dobas' eseményre vonatkoztatott feltételes
valoszinsége alatt azt értjiik, hogy utobbi bekdvetkezte mellett mekkora valoszinség az
elbbi. Ez a feltételes valdszinség tartalma €s definicioja szerint a két esemény egyiittes
bekovetkezésének valoszinsége a feltételként megfogalmazott esemény valoszinségéhez
viszonyitva. Lényegében arrol van sz6, hogy az eseményteret a feltétel-eseményre
szkitjiik, és ehhez aranyitjuk a kiilonféle események ezen beliilre es részének mértékét.
[> "P(aIB)" := pAB/pB;
Ez az érték arra utal, hogy a 'legalabb 4' értékek kétharmad része paros.
Ha egy 4 eseménynek valamely B eseményre vonatkoztatott valoszinsége megegyezik az
A esemény valoszinségével (vagyis a B esemény bekovetkezése nincs hatassal az 4
esemény bekovetkezésének valdszinségére), akkor azt mondjuk, hogy az 4 esemény
fiiggetlen a B eseménytl. Bar a definici6 6nmagéaban aszimmetrikus (megkiilonbdzteti az
épp megfigyelt eseményt attol a referencia-eseménytdl, melyre —annak bekovetkeztét
feltételezve— vonatkoztatunk), be lehet bizonyitani, hogy maga a relacié szimmetrikus,
vagyis kolcsonds értelemben lehet beszélni két esemény fiiggetlenségérl vagy
fliggségérl (A4 pontosan akkor fiiggetlen B-tl, ha B fliggetlen 4-t6l).

Fiiggetlen-e az 4 és a B események?

: , 1
Miutan lattuk, hogy az eredetileg > valdszinség 'paros dobas' valdszinsége a 'legalabb

2
4-es dobas'-ra vonatkoztatva 3 T valtozik, vagyis utobbi bekdvetkezése befolyasolja

elbbi valoszinségét, természetesen nem fiiggetlenek. Szemléletesen is érthet, hogy a

'legalabb 4-es' dobasok kozott tobb a paros, mint a paratlan, tehat ezen beliil nézve

nagyobb a 'paros dobas' valoszinsége. A kapcsolat nem mindig ilyen egyszer és
_szemléletes, de a definici6 alapjan megbizhatdan és egyszeren megéllapithato.

VY Szimulacio
Végezziink szimulaciot 1000 kockabobassal és abrazoljuk grafikonon a 'paros dobas'
relativ gyakorisagat a 'legalabb 4-es dobas' feltétele mellett!
[> with(Statistics):
Készitslink egy diszkrét valdszinségi valtozot a kockadobas modellezésére!
[> n := 1000;
randomize () ;
X := RandomVariable (DiscreteUniform(1,6));

Végezziik el az 1000 kockadobast!
|:> dobasok := Sample(X, n):
Ezutan menjiink végig a dobasok listajan, és gyjtsiik két vektorba a legalabb 4-es dobasok
gyakorisagat és a legalabb 4-es paros dobasok gyakorisagat:
> vAB, vB := Vector(n), Vector(n):




| fregAB, fregB := 0, O:

> for i from 1 to n do

dob := round(dobasok[i]):
if dob >= 4 then

fregB := fregB + 1:
if dob mod 2 = 0 then
freqAB := fregAB + 1:

end if:

end if:

vAB[i] := freqgAB:

vB[i] := fregB:

end do:

:Szémoljuk ki a feltételes relativ gyakorisagok sorozatat és tegyiik bele egy vektorba:

> rFreqV := Vector(n):
for i from 1 to n do
if vB[i] = 0 then

rFreqV[i] := 0: # amig a B esemény nem kovetkezik
be, a feltételes relativ gyakorisagot vegyilk O-nak
else
rFreqV[i] := vAB[i]/vB[i]:
end if:
end do:

Végiil dbrazoljuk grafikonon a feltételes relativ gyakorisagokat a Statistics csomag
LineChart parancsaval! A fentebb kiszamitott feltételes valoszinségnél hizzunk vizszintes
vonalat az dsszehasonlitas kedvéért.
> Pl := LineChart(rFreqV, gridlines = true, axes = boxed,
symbolsize = 3):
P2 := plot('P(AIB) , x =1..n, vy =0..1):
plots[display] (P1, P2);
Meggyzen latszik, hogy a kisérletek szamanak novelésével a feltételes relativ

2
gyakorisagok az elméleti feltételes valoszinséghez (? j tartanak:

_[> evalf (rFreqgqV[n]) ;

V¥ 2. Feladat (Feltételes valoszinség, fiiggetlenség tablazatban)
Két szabalyos 6 oldalu dobdkockaval dobunk. Jeldlje 4 azt az eseményt, hogy az 6sszeg 4
vagy 5 vagy 6 lesz, mig B azt, hogy mindkét dobas paros!

a) Szamitsuk ki a P(A|B) feltételes valoszinséget!

b) Fliggetlenek-e egymastol az 4 és a B események?

c) Hogyan valtozik az eredmény, ha valamelyik esemény tagadasat vessziik?

d) Abrazoljuk 2 x 2-es tablazatban Q elemeinek 4 és B halmazokba valod szétosztasat! Mit
jelent a fliggetlenség a tablazatban!

YV Megoldas

[> restart;

(a) Szamitsuk ki a P(A|B) feltételes valoszinséget!

Megadjuk az Q eseménytér elemeit kételem listakkal. Az els elem jelenti az els dobast,
a masodik a masodikat!

[> M := Matrix(6, 6, (i, j) -> [i, j1);

[> Omega := convert (M, set);



[> nOmega := numelems (Omega); # nops (Omega) is mkdédik
Az
A={(a,b) EE|a+b=4vagy5vagy6}}
esemény elemeit a select parancs segitségével (vagy kézzel felsorolva) adhatjuk meg!
[> A := select(par -> par[l] + par[2] in {4, 5, 6}, Omega);
|:> nA := numelems (A) ;
[> pA := nA/nOmega;
A
B={(a,b) €EE|a,beE {2,4,6}}
esemény elemeit két egymasba agyazott sorozattal készitjiik el!
[> B := {seq(seq([i, j], j = 2..6, 2), i = 2..6, 2)};
:> nB := numelems (B) ;
[> pB := nB/nOmega;
Az A és B halmazok AN B metszetét a Maple intersect mveletével kapjuk!
:> AB := A intersect B;
:> nAB := numelems (AB) ;
[> pAB := nAB/nOmega;
Az A esemény B eseményre vonatkozo feltételes valoszinségét a
_ P(4-B)
P(AIB) =55,

képlettel szamoljuk definici6 szerint!
[> "P(A|B) " := pAB/pB;

1
Tehat az 4 esemény feltételes valdszinsége a B eseményre vonatkozdan 3

(b) Fiiggetlenek-e egymastol az A és a B események?
A fiiggetlenség egymassal ekvivalens két feltételét is ellenrizziik:

P(A|B)=P(4)
P(A-B)=P(A4)-P(B).
|:> ellenorzesl := "P(A|B) = pA;
evalb(%); # az ellenrzés igazsagértéke

> ellenorzes2 := pAB = pA*pB;
evalb (%) ;
Tehat az 4 és a B események fliggetlenek valdszinségi (sztochasztikus) értelemben.

(c) Hogyan valtozik az eredmény, ha valamelyik esemény tagadasat vessziik?

> Ac := Omega minus A; # A tagadasa (ellentét eseménye,
| komplementere)
| > nAc := numelems (Ac); # = nOmega - nA

| > pAc := nAc/nOmega;
Ellenrizhetjiik, hogy ez megegyezik 1 — P(4)-val:
> evalb(pAc = 1 - pA);

:> AcB := Ac intersect B;

:> nAcB := numelems (AcB) ;

[> pAcB := nAcB/nOmega;

[> ellenorzes3 := PAcCB = pAc*pB;
| evalb(%);

Tehat az 4 esemény fliggetlen a B eseménytl!
;> Bc := Omega minus B;

| > nBc := numelems (Bc) ;



[> pBc := nBc/nOmega;
Ellenrizhetjiik, hogy ez megegyezik 1 — P(B)-vel:
[> evalb(pBc = 1 - pB);
:> ABc := A intersect Bc;
:> nABc := numelems (ABc) ;
[> pABc := nABc/nOmega;
[> ellenorzes4 := PABc = pA*pBc;
evalb (%) ; _
Tehat az A esemény fiiggetlen a B eseménytl!
:> AcBc := Ac intersect Bc;
:> nAcBc numelems (AcBc) ;
[> pAcBc := nAcBc/nOmega;
[> ellenorzes5 := PAcBc = pAc*pBc;
evalb (%) ; _
Tehat az A esemény fiiggetlen a B eseménytl!
A példan kersztiil 1attuk, hogy
(1) 4 és B esemenyek fuggetlenek;
(i) 4 és B is fliggetlenek;
(ii1) 4 _és B is fiiggetlenek;
(iv) 4 ¢és B is fiiggetlenek.
Altalanosan igaz a kovetkez:

TETEL. Ha 4 és B fiiggetlen események, akkor
(1) 4 és B is fliggetlenek;
(2) 4 és B is fliggetlenek;
(3) 4 ¢s B is figgetlenek.

(d) Abrazoljuk 2x2-es tablazatban £ elemeinek A és B halmazokba valo szétosztasat!
Mit jelent a fiiggetlenség a tablazatban!
Beszarunk egy "spreadsheet" tablazatot a beilleszt men "tdblazat" alpontjaval!



Események
A B C D E F

1 0 B Bce 0sszeg

2 A 3 9 12

3 Ac 6 18 24

4 osszeg 9 27 36

i0

A fliggetlenség itt a tdblazatban a kovetkez egyenlségek teljesiilését jelenti: a tablazat
barmely bels (citromsarga) celldjanak értéke egyenl a sora és az oszlopa végén lev
0sszegek (narancssarga) szorzata, osztva a jobb also sarokban lev total 6sszeggel

(rézsaszin)!

> evalb(3 = (12*9)/36);
evalb(9 = (12*27)/36) ;
evalb(6 = (24*9)/36);

| evalb (18 = (24*27)/36);

YV Szimulacio
Végezziink szimulaciot 10000 kockabobassal és abrazoljuk grafikonon az 4 esemény
relativ gyakorisagat a B esemény bekovetkezésének feltétele mellett!
|:> with (Statistics):
Készitslink két diszkrét valdszinségi valtozot a két kockaval valdo dobds modellezésére!
[> n := 10000;
randomize () ;
X := RandomVariable (DiscreteUniform(1l,6))
| Y := RandomVariable (DiscreteUniform(1,6)) ;
Végezziik el az 1000 kockadobast!
[> dobasokX := Sample (X, n):
dobasokY := Sample(Y, n):
dobasok := [seq([round(dobasokX[i]), round(dobasokY[i])
| 1, i=1..n)]:
Készitstink segedeljarasokat az 4 és B események bekovetkezésének ellenrzésére!

> esemenyA := proc(x, V)
return evalb(x + y in {4, 5, 6});
end proc:
> esemenyB := proc(x, V)

return evalb((x mod 2 = 0) and (y mod 2 = 0));




L end proc:
Ezutan menjilink végig a dobas-parok listajan, és gyjtsiik két vektorba a B és A-B
események bekovetkezési gyakorisagat:
> vAB, vB := Vector(n), Vector(n):
| fregAB, fregB := 0, O:
> for i from 1 to n do
dobX := dobasok[i][1]:
dobY := dobasok[i][2]:
if esemenyB (dobX, dobY) then
fregB := fregB + 1:
if esemenyA (dobX, dobY) then
freqAB := fregAB + 1:
end if:
end if:
vAB[i] := fregAB:
vB[i] := fregB:
|  end do:
Szamoljuk ki a feltételes relativ gyakorisagok sorozatat és tegyiik bele egy vektorba:
> rFreqV := Vector(n):
for i from 1 to n do
if vB[i] = 0 then

rFreqV[i] := 0: # amig a B esemény nem kovetkezik
be, a feltételes relativ gyakorisagot tekintsitk 0-nak
else
rFreqV[i] := vAB[i]/vB[i]:
end if:
end do:

Végiil dbrazoljuk grafikonon a feltételes relativ gyakorisagokat a Statistics csomag
LineChart parancsaval! A fentebb kiszamitott feltételes valoszinségnél hizzunk vizszintes
vonalat az dsszehasonlitas kedvéért.

> Pl := LineChart(rFreqV, gridlines = true, axes = boxed,
symbolsize = 3):
P2 := plot('P(AIB) , x =1..n, vy =0..1):
plots[display] (P1, P2);

Meggyzen latszik, hogy a kisérletek szamanak novelésével a feltételes relativ

1
gyakorisagok az elméleti feltételes valoszinséghez (? ) tartanak:

_[> evalf (rFreqgqV[n]) ;

V¥ 3. Feladat (Sorosan és parhuzamosan kapcsolt rendszerek
megbizhatosaga)

Az alabbi aramkor csak akkor mkodik, ha balrol jobbra haladva van olyan utvonal, amelyben
mkod alkatrészek vannak. Az egyes alkatrészek megbizhatosagat az dbran latjuk.
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V¥ 4.

1
Hatarozzuk meg a P(4), P(B) és P(A4-B) valoszinségeket, ha adottak P(A4|B) = 5

Az alkatrészek meghibasodasa egymastol fiiggetlen. Mekkora a valdszinsége, hogy mkodik
a teljes aramkor?

Megoldas
|:> restart;
Az é4bran lathato 4, B és C blokkok kett-kett fiiggetlen, pdrhuzamosan kapcsolt
alkatrészbl allnak! Egy ilyen blokk csak akkor nem mkddik, ha egyik alkatrésziik sem
mkddik, ezért a parhuzamosan kapcsolt rendszer ered megbizhatdsagara vonatkozo
szamitast kell hasznalni, vagyis az egybl kivont megbizhat6sadgok szorzatat ki kell vonni
1-bl.
[} pl, p2, p3, P4, pP5, p6 := 0.9, 0.95, 0.9, 0.95, 0.8,
0.9;
[% PA :=1 - (1 - pl)*(1 - p2); # 1 - pl: az 1. alkatrész
nem mkoédik, 1 - p2: az 2. alkatrész nem mkoédik, (1 -
pl)*(1 - p2): sem az 1., sem a 2. alkatrész nem mkodik

Lathato, hogy a parhuzamos kapcsolas javitja a megbizhatdsagot, 0j alkatrész beépitése
révén! Hasonldan, a B és C blokkok megbizhatdsaga:

[>pB :=1 - (1 - p3)*(1 - p4);

[> pC :=1 - (1 - p5)*(1 - p6);

Az A, B és C fliggetlen blokkok egymashoz sorosan kapcsoltak, ezért ezek ered
megbizhatdsagat az egyes megbizhatésagok szorzata adja!

|:> P := pPA*pB*pC;

Tehat az aramkor ered megbizhatosaga kb. 97 %5-os.

Feladat (Mveletek eseményekkel és valdszinségeik)

— 1 —— 1
A|B) = 3 és P(Bl4) = > feltételes valoszinségek! Fiiggetlen-e az 4 és a B esemény?

Megoldas

|:> restart;

A megadott feltételes valoszinségeket felvessziik egy-egy valtozoba a Maple tobbszoros
értékado utasitasat hasznalva!

[> "P(A|IB)", 'P(A|Bc)", 'P(Bc|Ac) ' := 1/5, 1/3, 1/2;

P(A'B)
P(B)
kifejezések teljes kiértékelési folyamatanak koszonheten az egyenletben behelyettesiti

azoknak a valtozoknak az értékeit, amelyek adottak!

[> defl := 'P(A|B) = pAB/pB;

Hasznalva a tagadas esemény ¢s a kiilonbség valoszinségére levezetett
P(B)=1—P(B) ésP(A-B) =P(4— B)=P(A4) — P(A-B) azonossagokat,

[> def2 := 'P(A|Bc) = (pA - pAB)/(1 - pB);

Hasznalva a tagadas esemény valOszinségére €s az sszeg esemény valdszinségeére
levezetett P(4) =1 — P(4) és P(A+ B) =P(A4) + P(B) — P(A-B) azonossagokat,

[> def3 := 'P(Bc|Ac) = (1 - pA - pB + pAB)/(1 - pA);

Mindegyik adott feltételes valoszinség kiszamitasat visszavezettik a P(A4), P(B) és
P(A-B) ismeretlenekkel adott formulara. Kaptunk 3 egyenletet 3 ismeretlennel! Oldjuk

frjuk fel a feltételes valoszinséget definicié szerint: P(A4|B) = . A Maple a



1
Hatarozzuk meg a P(A4), P(B) és P(A4-B) valdszinségeket, ha adottak a P(B|4) = —

meg a Maple solve eljarasaval!

> unassign('pA', 'pPAB', 'pB'); # toréljik a valtozdk
értékét (ha esetleg mar korabban lefuttattuk volna ezt a
blokkot)

solve ({defl, def2, def3}, {pA, pAB, pB}):;

assign(%); # az assign(%) paranccsal hozza is
rendelhetjilk a valtozdékhoz a megoldasul kapott értékeket

3 1

Tehat P(A) = F,P(A'B) = W,P(B) = F Az A és B fliggek, mert
1 35

PAB) =7 # PUA)PB) =7

_|:> evalb (pA*pB = pAB) ;

V¥ 5. Feladat (ZH, 2016, A csoport)

15°

11 - 2
P(A+B)= — ¢és P(A-B) =3 valdszinségek! Fliggetlenek-e az 4 és a B események?

15

Y Megoldas

[> restart;
A megadott valdszinségeket felvessziik egy-egy valtozdba!
[> ‘P(B|A) " := 1/15;

"P(A + B)" := 11/15;

PABc := 2/3;

P(A-B)
P(A)
kifejezések teljes kiértékelési folyamatanak koszonheten az egyenletben behelyettesiti

azoknak a valtozoknak az értékeit, amelyek adottak!

[> defl := "P(B|A) = pAB/pA;

Hasznalva az 6sszeg valdszinségére levezetett

P(A+ B)=P(A) + P(B) — P(A-B) azonossagot,

[> def2 := 'P(A + B) ' = pA + pB - pAB;

Haszndlva a kiilonbség valoszinségére levezetett

P(A-B) =P(A— B)=P(A) — P(A-B) azonossagot,

[> def3 := pABc = pA - pAB;

Mindegyik adott feltételes valoszinség kiszamitasat visszavezettiik a P(4), P(B) és
P(A-B) ismeretlenekkel adott formulara. Kaptunk 3 egyenletet 3 ismeretlennel! Oldjuk
meg a Maple solve eljarasaval!

> unassign('pA', 'PAB', 'pB'); # tdréljik a valtozdk
értékét (ha esetleg mar korabban lefuttattuk volna ezt a
blokkot)

solve ({defl, def2, def3}, {pA, pAB, pB});

assign(%); # az assign(%) paranccsal hozza is
rendelhetjilk a valtozdékhoz a megoldasul kapott értékeket

5 1 1
Tehat P(A) = 7,P(A-B) — E’P(B) _ 5

frjuk fel a feltételes valoszinséget definici6 szerint: P(B|4) = . A Maple a

. Az 4 és B fliggetlenek, mert



1

1
P(A-B)=—— =P(4)-P(B) = % 5

21
[> evalb(pAB = pA*pB) ;

Mindennapi életiink soran leginkabb szemléletiink kormanyoz minket — tobbé-kevésbé jol
(amikor pedig nem, akkor a szemléleten is fejleszteni lehet tanuldssal). A matematika (azon beliil
pedig a valoszinségelmeélet is) ismer olyan nevezetes paradoxonokat (latszolagos
ellentmondasokat), melyeknél 4ltalaban a szemléletiink becsap és helytelen kdvetkeztetésre vezet
minket. A bvészet voltaképp kizardlag ebbl él, az ilyen paradoxonok pedig a matematika
bvésztriikkkjei. A feltételes valoszinség (a szkiil eseménytér) téves értelmezésének
(figyelmen kiviil hagyasanak) szép példaja a Monty Hall paradoxon, mely egy televizios

| jatékvezet nevét rzi.

V¥ 6. Feladat (Monty Hall paradoxon)

Egy kvizjaték végén a fnyereményt a kovetkezk szerint lehetett megnyerni:

Harom fiiggdny egyike mogott rejtve van az értékes fnyeremény (pl. autd). A masik kett
nem nyer (allitélag a jatékban tréfabol kecske volt ezek mogott). A jatékos valaszthat egy
fliggonyt, majd a jatékvezet azt mondja, hogy a nem valasztottak koziil kinyitnak egy olyat,
ami mogott nincs autd — igy is tesznek. Ezek utan a jatékvezetd felajanlja a jatékosnak, hogy
ha szeretné, modosithatja dontését: az eredeti valasztasa helyett kérheti a masik, még zarva
maradt fliggdnyt. Az a kérdés, hogy érdemes-e a jatékosnak valtoztatni az eredeti valasztasan?

Y Megoldis

Tobbségiink szemlélete azt sugja: nem tértént semmi, ami miatt érdemes lenne valtoztatni,
st, az eredetileg 3 -nak tn nyerési esély immar 50 %-ra ntt, hiszen a fiiggdny

kinyitasaval a jaték voltaképp Gjraindult: a nettd helyzet az, hogy az auté a két zart fiiggony
egyike mogott van, és semmivel sincs rd nagyobb esély, hogy a méasik mogott lenne, mint
amit eredetileg valasztottunk (rdadéasul elég idegtép lenne, ha éppen a valtoztatassal
veszitjlik el a fnyereményt). Ehhez képest a meglep igazsag az, hogy
valoszinségelmeéletileg érdemes elfogadni a valtas lehetségét! A jaték ugyanis nem tiszta
lappal, az elzményektl fiiggetleniil indul Gjra a garantaltan nyeretlen fliggony
kinyitasaval.

YV Matematikai magyarazat

Vezessiik be a kovetkez eseményeket:

* A: ajatékos eredetileg az autot rejt fiiggonyt valasztotta;

* K: ajatékos eredetileg egy kecskét rejt fiiggdnyt valasztott;

* M: ajatékos marad az eredeti valasztasa mellett;

* V: a jatékos valtoztat eredeti dontésén, és a masik fliggdnyt valasztja

* N:ajatékos nyer

A kérdés az, hogy mikor nagyobb a nyerés esélye, ha a jatékos marad az eredeti
dontésénél, vagy ha valtoztat rajta — azaz a P(N|V') és a P(N|M) feltételes
valdszinségek koziil melyik nagyobb.

: - 1
Az eredeti valasztas szerinti fiiggdny mogott ugyan P(A) = 3 eséllyel ott a

2
fnyeremény, &m ennek kétszeresével, P(K) = 3 eséllyel kecske talalhato mogotte.




1. Eset (a jatékos nem valtoztat). Vegyiik észre, hogy ha a jatékos végig kitart az
eredeti dontése mellett, akkor pontosan akkor nyer, ha eredetileg is a jo fiiggonyt
vélasztotta. Tehat P(N|M)=P(A|M).

Az viszont, hogy valtoztat-e, fliggetlen attol, hogy eredetileg az aut6t rejt fiiggonyt
valasztotta-e (hiszen a dontés pillanataban nincs tudatdban ennek az informacionak, az
csak a végén dertiil ki). Mivel az események fiiggetlensége szimmetrikus relécio, ezért
A is fiiggetlen M-tl, igy P(A4|M)=P(A). Osszefoglalva, P(N|M)=P(A|M)=P(4)

1
=3 a nyer¢s esélye.

2. Eset (a jatékos valtoztat). Most azt vegyiik észre, hogy ha a jatékos valtoztat az
eredeti dontésén, akkor pontosan akkor nyer, ha eredetileg egy nem-nyer fiiggdnyt
valasztott (mivel a jatékvezet garantaltan olyan fliggényt nyit ki, ami mogott kecske
van, valgjaban feltalalja a nyereményt a nem valasztottak kozott) . Tehat
P(N|V)=P(K|V). Az viszont, hogy valtoztat-e, fliggetlen attol, hogy eredetileg egy
kecskét rejt fiiggonyt valasztott-e (hiszen a dontés pillanatdban nincs tudatdban ennek
az informacionak, az csak a végén deriil ki). Mivel az események fiiggetlensége
szimmetrikus relacio, ezért K is fiiggetlen V-tl, igy P(K|V)=P(K). Osszefoglalva,

2
P(N|V)=P(K|V)=P(K) = 3 (Persze az esetek harmadaban valdban az elszor

valasztott fliggdny mogott van a nyeremény, és a valtassal ilyenkor elveszitjiik,
kétharmad részben viszont jol jarunk vele).

Tehat érdemes valtoztatni, ugyanis ezzel megduplazzuk nyerési esélyeinket!

Még szemléletesebben latszik a kiilonbség, ha a szamaranyokon ersebben torzitunk:
képzeljiik el, hogy 100 fliggénybl valaszthatunk 1-et, majd a maradék 99-bl
kinyitnak 98 nem nyert. Ekkor mar vilagosan érezziik, hogy eredeti valasztdsunkkal
nem sok esélylink volt eltalalni a nyereményt, magunk is azt gondoljuk, hogy a maradék
99 kozott volt, melyek koziil végiil egyetlen egyet nem nyitnak csak ki - ekkor mar elég
__magatol értetd, hogy azt kellene valasztani.

Egy kis pszichologia

Erdekes lenne megfejteni, hogy a gondolkodasi modell vagy akar a lélektan szintjén mi
viszi félre a szemléletiinket egy ilyesfajta paradoxon esetén - és itt valdszinleg
szerephez jutnak a talalas technikai részletei is. Ebben az esetben pl. alighanem fontos a
szemlélet megtévesztéséhez, hogy a jatékos idben elbb latja a fliggdny kinyitasat,
aztan latszolag(!) szabadon, az elzményektl fiiggetleniil valaszt. Ugy érzi, hogy ha
nem lenne mindegy a valasztas, az olyan lenne, mintha olyan események, mint a
fliggdny kinyitasa vagy akar az dontése hatdssal lennének egy idben kordbbi
eseményre, a nyeremény elhelyezésére, ami persze ellentétes azzal a szemlélettel, hogy
az ok idben mindig megelzi az okozatot. Valdjaban a nyeremény elhelyezése, majd
az els valasztas van hatassal a fiiggony kinyitasara és a masodik valasztasra: nem
véletlen, hogy melyik fiiggonyt nyitjak ki, és hogy melyik marad meg dontési
lehetségként. Emellett gondolkodasunk szeret egyszersiteni, nagyon szivesen kiejti a
Iényegtelennek tn, csupan zavaronak tn tényezket, kiilonosen megfelel
talalasban: ha latvanyosan (egy ilyen show-ban valoészinleg felhajtassal: fényekkel,
zenével hangstlyozva) kinyilik egy fiiggony mogotte a semmivel (plane kecskével!),
akkor ugy érezziik, valami olyan fontos informaci6 birtokaba jutottunk (ti. hogy hol
biztosan nincs a nyeremény), ami olyan szinten 11j helyzetet teremt, hogy minden
elzménytl fliggetleniil ujra kell értékelni. Raadasul olyan szép tiszta: kettbl kell
vélasztani, egyik mogott ott az autd — ezek utdn mar nehéz pontosan atlatni, milyen



folyamattal is jutottunk el idaig. Ehhez jon még, hogy ezen a ponton ugy tnik, hogy az
1
eredeti valasztasunkkal a nyerési esély az amugy is 3 160l 50 %-ra ugrott, Gigyis
mindegy: éppen valthatunk is, de ekkor mar kotdiink az eredeti valasztashoz.
Raadasul, ha épp a valtassal veszitenénk, az I¢lektanilag nagyobb veszteség lenne, mert
ugy vesztettiik volna el a nyereményt, hogy mar megvolt. Aki valt, tobbnyire az is csak
proba-szerencse alapon teszi, nem tudatosul benne, hogy ez ténylegesen noveli az
esélyt.

V¥ 7. Feladat (Szines golyok huzasa két dobozbél / 1.)

Sarga ¢és kék golyokat helyeziink el vegyesen két dobozba az aldbbi abra szerint:

1. doboz: 2. doboz:
49 keék 1 kék

Eztudn egy golyot sorsolunk ki a kdvetkez eljarassal: elbb a dobozok koziil véletlenszeren
kivalasztjuk az egyiket, majd abbdl véletlenszeren kihuzunk egy golyot.

a) Milyen valdszinséggel sorsolunk kék vagy sarga golyot?

b) Készitsiik el a dobozok ¢és golyo-szinek egyiittes eloszlas-tablazatat

c) Mekkora a valoszinsége, hogy egy sarga golyot az 1. illetve a 2. dobozbdl huztunk ki?

d) Milyen doboz-valasztasi valoszinségek mellett jutna érvényre a sorsolas végeredményében
a golyok eredeti szdmaranya?

\ 4

Megoldas
|:> restart;
A feladat fliggetlen paraméterei legyenek a kovetkezk (s/ a sargak szama az els
dobozban stb.):
[> sl := 41; k1l := 49; s2 := 9; k2 :=1;
Ugyancsak a feladat fiiggetlen paraméterei koz¢é tartozik a valdszinség, mellyel az els
dobozt valasztjuk:
|:> pdl := 1/2;
Ebbl kovetkezen a masik doboz véalasztasanak valoszinsége:
[> pd2 := 1 - pdl;
Az G6sszes golyo, majd a sarga, kék ill. az egyes dobozokban 1év golyok szama:
[} g :=sl +kl + s2 + k2; s := sl + s2; k := k1 + k2; d1

:= sl + k1; d2 := s2 + k2;
a) Milyen valdszinséggel sorsolunk kék vagy sarga golyot?
Noha a rendszerben 6sszességében azonos szamban van jelen a kétféle szin golyo, a
vazolt kisérleti konstrukcidoban egyaltalan nem biztos, hogy egyenl a kisorsolodas
valdszinsége, mivel szam és arany szerint is egyenetleniil vannak szétosztva a dobozok
kozott. A masodik dobozban sokkal kevesebb golyo van, viszont a sargak elsopr aranybeli
folényben vannak. Ha a két doboz valasztasi esélye azonos, mikozben a masodik az §sszes
golyonak csak kisebb részét tartalmazza, akkor érezziik, hogy az ebben 1év golyok (és
aranyuk) szerepe felértékeldik. Ha els Iépésben a valasztas a méasodik dobozra esik,
majdnem biztos, hogy a végiil huzott goly6 sarga lesz, ezzel szemben az els doboz
valasztdsa nem valoszinsiti hasonl6 eséllyel a kék valasztasat, hiszen ott majdnem
egyenlen vannak (csak kicsivel kevesebb a sarga): az esetek kozel felében onnan is sargat
varunk. Szemlélet alapjan arra szadmitunk, hogy Iényegesen tobbszor lesz sarga a sorsolas



eredménye, mint kék.

Ebben a kisérleti konstrukcidoban a végeredmény szinére vonatkozo valdszinségi joslas
Osszetettebb, mivel tobb dgon futhat végig a folyamat. Konny viszont megfogalmazni a
hazott szin valosziniiségét egy-egy dobozon beliil — vagyis az egyik vagy masik dobozbodl
val6 szinhtzas Un. feltételes valoszinségét.

Pl. az els dobozbdl a kék huzas valdszinsége 90 Azt is mondhatjuk, hogy a dobozbol
huzaskor a 'kék golyd' esemény valdszinsége, feltéve, hogy a dobozvalasztaskor az 'els

49
doboz' esemény kovetkezett be: 90 - Vagy ezt: a 'kék golyd' huizasnak az 'els doboz'-ra

. e 49
vonatkoztatott feltételes valoszinsége 20

Ezt igy jelolhetjiik tomoren:

[> "P(k|dl)" := kl1/d1;

Hasonldan definialhatjuk a tobbi feltételes valoszinséget:

[> *P(s|dl)" := sl/dl; 'P(k|d2)  := k2/d2; ‘P(s|d2)" :=
s2/d2;

Az adatok 0sszefoglalhatok egy dontési faban:

START
1 1
/ \
1. doboz: 2. doboz:
49 kék 1 kek

41 49 9 1
90 90 10 10

O @ O ©

Sy =, 9 1
180 180 20 20
% 0.2278 R 0.2722 — 0.45 — 0.0%

Minden egyes lefutasi g a kisérlet egy lehetséges kimeneteléhez vezet. Mivel minden
kisérlet két 1épést jelent (doboz vélasztés, aztan goly6 huzas), a lehetséges kimenetelek
(elemi események) e két 1épés egymasutanjabol képezett rendezett parok, melyek
Osszessége az eseménytér: Q= {(dl,s), (dl, k), (d2,s), (d2, k) }. Ezek valoszinsége az
adott ag szakaszaira irt valoszinségek szorzata.

Ezek utan a kisérletben az egyes szinek kisorsolodasi valdszinségeit a teljes valoszinség



tétele (TVT) szerint lehet szdmolni. Ez Iényegét tekintve arrol szol, hogy ha egy esemény
(itt egy adott szin huzasa) tobb esemény-agon (kiillonbdz dobozokbdl vald huzas)
kovetkezhet be, melyek un. teljes eseményrendszert alkotnak, akkor a valdszinség az
egyes agakon kiilon-kiilon kiszamitott valoszinségek osszegzésével adodik. Igy tehat a
'kék' végeredmény valdszinsége:

[> pk := P(k|dl) “*pdl + "P(k|d2) *pd2;

A séargaé pedig:

[> ps := 'P(s|dl) “*pdl + "P(s|d2) *pd2;

A sarga ¢és kék végeredmény valdszinségeinek 0sszege természetesen 1-et ad:

|:> Pk + ps;

Valdban latszik, hogy az esetek kicsit tobb mint % részében sarga golyo sorsolodik ki,
annak ellenére, hogy a rendszer egészében a két szin egyenl aranyban van jelen. A
kisérletben (a szdmaranyahoz képest) jelentsen felértékeldott masodik doboz sarga javara
sz610 aranyai toltak el a kisérlet végeredményét ebbe az iranyba.

b) Készitsiik el a dobozok és golyd-szinek egyiittes eloszlas-tablazatat

A példa adatai tablazatban is 6sszefoglalhatok (ez a dobozok és szinek valasztasanak un.
egyiittes eloszlasa):

Események egyiittes eloszlasa

A B C D E F

1 S ‘ K ‘ Ossz. |

2 DI 0.22777777710.27222222210.500000000

3 D2 0.45000000‘0‘0.050000000‘0.500000000

4 Ossz.  [0.677777777)0.322222222) 1.

(@] ‘ ~
5
6

A tablazat belsejében lev értékek (citromsarga) az adott sor és oszlop cimkéiben olvashaté
események egyiittes bekovetkezésének valoszinségeit mutatjak (pl. 0.272 annak esélye,
hogy a valasztott doboz az e /s volt, és emellett kék szin golyo lett végiil a valasztas). A
tablazat bels értékeinek 6sszege 1 (a teljes 100 % valoszinség az egyiittes eloszlas
valdszinségei kozott oszlik meg). A sorok ill. oszlopok peremeken megjelen 6sszegei
(narancssarga) az adott dobozbdl valo huzas ill. az adott szin golyd sorsolas események
valoszinségeit mutatjak. A sordsszegek 0sszegei ill. az oszloposszegek Gsszegei
természetesen ugyancsak 1-et adnak (r6zsaszin).

¢) Mekkora a valdszinsége, hogy egy sarga golyot az 1. illetve a 2. dobozbol huztunk
ki?

Egy ilyen, tobb agon végigfuttathatd kisérlet soran a kiilonboz dgak Osszesitett
valoszinsége mellett a masik jellemz kérdés az lehet, hogy ha egy adott kimenet
bekdvetkezett, akkor amogott milyen valdszinséggel torténhetett adott 4gon valo lefutas.
PI. meg lehet kérdezni, hogy ha a példankbeli kisérlet végeredményeként sarga golyd van a
keziinkben, akkor az milyen valoszinséggel szarmazik egyik vagy masik dobozbol. Ezt itt
a feltételes valdszinség definiciojaval és az elz pontban kiszamolt P(s) és P(k)



valoszinségek felhaszndlasaval hatarozzuk meg. Késbb viszont latni fogjuk majd, hogy
pont az ilyen tipusu kérdések gyors megvalaszolasara van kitalalva a Bayes-tétel.

Annak valdszinségét, hogy az els dobozbol és sarga golydt huzunk, a valdszinségek
szorzas-tételével hatdrozzuk meg:

[> psdl := "P(s|dl) “*pdl;

Annak valoszinsége, hogy egy kisorsolt sarga goly6 az els dobozbol érkezett (az els
dobozon at sarga sorsolodas valdszinsége aranyitva a sarga sorsolddas teljes
valoszinségéhez):

|:> "P(dl|s) " := psdl/ps;

Annak valoszinségét, hogy a masodik dobozbol és sarga golydt hiizunk, ismét a
valdszinségek szorzas-tételével hatarozhatjuk meg:

[> psd2 := "P(s|d2) *pd2;

Hasonloan, annak valdszinsége, hogy egy kisorsolt sarga goly6 a masodik dobozbol
érkezett (a masodik dobozon at sarga sorsolddas valdszinsége ardnyitva a sarga sorsolodas
teljes valdszinségéhez):

[> "P(d2|s)" := psd2/ps;

Mivel sarga goly6 kivalasztdsara 0sszesen ez a két Iehetség van, a két valdszinség
0sszege természetesen 1:

[> "P(dlls)" + 'P(d2|s) ;

Latszik, hogy a sarga kisorsolasaval végzd kisérletek nagyobb részében a huizott sarga
goly6 a masodik dobozbo6l szarmazik (kb. kétszer annyi esetben). Ez 6sszhangban van
azzal, hogy mig onnan szinte majdnem mindig sarga érkezik, az els dobozbol csak az
esetek nem egészen felében.

d) Milyen doboz-valasztasi valoszinségek mellett jutna érvényre a sorsolas
végeredményében a golyok eredeti szamaranya?

Bar a rendszerben a kék és sarga golyok szdma egyenl, az adott kisérleti konstrukciéban
tulnyomdan sarga golyok sorsolodnak ki. Ez azzal magyarazhato, hogy az aranyaban sok
sargat, viszont darabszam szerint kevés golyot tartalmaz6 masodik doboz szerepe
talértékeldik azaltal, hogy kevés golyd mellett is ugyanazzal az 50 %-os kivalasztasi
valoszinséggel rendelkezik, mint a 9-szer annyi golyot tartalmazo els doboz.
Szemléletiink azt sugallja, hogy a valddi szdmaranyok jobban tiikrozdnének, ha az els
1épésben, a dobozok kivalasztdsanal a valoszinségek aranyosak lennének a tartalmazott
golyok szdmaval: a tobb golydt tartalmazo doboz ardnyosan tobbszor keriilne a sorsoldsba.
Kiséreljiikk meg tehat a kivalasztasi valoszinségeinket ehhez igazitani:

[> pdl := d1/(dl + d2);

Ebbl kovetkezen a masik doboz valasztasdnak valoszinsége:

[> pd2 := 1 - pdil;

Végezziik el ezekbl kiindulva Gjra a fentebbi szamitasokat.

A kék golyd6 kisorsolddasanak teljes valoszinsége:

[> pk := 'P(k|dl) “*pdl + 'P(k|d2) *pd2;

Sarga goly¢ kisorsolodasanak valdszinsége:

[> ps := 'P(s|dl) “*pdl + "P(s|d2) *pd2;

Meggyzen latszik, hogy igy a végeredményben mar érvényre jut a golyok egyenl
szamaranya.

V¥ 8. Feladat (Alkatrészek kivétele dobozbol, visszatevés nélkiil)
Egy dobozban 6 hibatlan és 4 hibas alkatrész van.




a) Ha egymas utan véletlenszeren, visszatevés nélkiil kivesziink 3 alkatrészt a dobozbdl, mi a
valoszinsége annak, hogy az els kett hibatlan, a harmadik pedig hibas lesz?

b) Mekkora az esélye, hogy méasodszorra hibatlant/hibasat htizunk ki (ha nem tesziink fel
semmit az els huzas eredményérl)?

c) Fiiggetlenek-e egymastol az 'elsre hibasat hlizunk' és a 'méasodszorra hibasat hizunk'
események?

Y Megoldas
|:> restart;
Rogzitsiik az 6sszes, a hibatlan és a hibas alkatrészek szamat!
|:> n := 10; # Osszes alkatrész
g := 6; # hibatlanok szama
h := 4; # hibasak szama
a) Ha egymas utan véletlenszeren, visszatevés nélkiil kivesziink 3 alkatrészt a
dobozbdl, mi a valészinsége annak, hogy az els kett hibatlan, a harmadik pedig
hibas lesz?
Jeldlje 4, azt az eseményt, hogy az i-edik alkalommal hibatlan alkatrészt vesziink ki (

1 < i < 3). Ekkor a feladat megoldasa a P(A1 -A2-A3) valészinség meghatirozasat
jelenti, ami az 4ltaldnos szorzés-tétel szerint felirhato  P(4,) 'P(A2|Al) -P<A3‘A2-Al)
alakban.

Annak valoszinsége, hogy elsre hibatlant htizunk:

[> pAl := g/n;

Mivel nem tessziik vissza a kihuizottat, ezért a dobozban mar csak 9 alkatrész maradt,
melybl 5 hibatlan. Igy annak a valdszinsége, hogy masodikra hibatlant huzunk, feltéve,
hogy elsre is hibatlant htiztunk:

[> "P(a2|a1)" := (g - 1)/(n - 1);

Hasonldan, a harmadik htizésra a dobozban mar csak 8 alkatrész maradt, melybl 4
hibatlan és 4 hibas. [gy annak a valoszinsége, hogy hibasat huzunk, feltéve, hogy elsre és
masodszorra is hibatlant huztunk:

[> "P(A3c|AlA2)" := h/(n - 2);

Tehat a keresett valdszinség:

[> pAlA2A3c := pAl* P (A2|Al) “* P (A3c|AlA2) °;

Azaz, az esetek 6-odrészében kovetkezik be a vizsgalt esemény.

b) Mekkora az esélye, hogy masodszorra hibatlant/hibasat htizunk ki (ha nem tesziink
fel semmit az els huzas eredményérl)?

Az A4, és A, esemenyek teljes esemenyrendszert alkotnak (a kett kozil valamelyik

biztosan bekdvetkezik és egymast kolesondsen kizarjak), igy hasznalhatjuk a teljes
valoszinség tételét P(4,) ill P(Az) meghatirozasara:

P(Ay) =P(4)A,)P(A)) + P(4]4,) P(4))

P(Az) =P<A2’Al) -P(Al) + P(Az‘Al) -P<A1>
Elszor szamitsuk ki a hianyzo6 valdszinségeket az a) pont gondolatmenetét kovetve:
[> pAlc := h/n; # = 1 - pAl
[> "P(A2|Alc) " :=g/(n - 1);
[> "P(A2¢c|Al) " := h/(n - 1);




[> ‘P(A2¢c|Alc) := (h - 1)/(n - 1);
A keresett valoszinségeket a fenti képletekkel hatdrozzuk meg.
|:> pA2 := ‘P(A2|Al) “*pAl + 'P(A2|Alc) *pAlc;
pPA2c := "P(A2c|Al) *pAl + "P(A2c|Alc) *pAlc;
Természetesen ezek dsszegének ki kell adnia 1-et:
|:> PA2 + pA2c;
Vegyiik észre, hogy tulajdonképpen azt igazoltuk, amit amugy is sejthettiink: elsre €s
masodszorra is ugyanakkora eséllyel akadhat a keziinkbe hibas alkatrész.
|:> evalb (pAlc = pA2c);
c) Fiiggetlenek-e egymastol az 'elsre hibasat huzunk' és a 'masodszorra hibasat
hizunk' események?
Vizsgaljuk 4, és A, fuiggetlenségét! Bar a b) feladatreszben lattuk, hogy a két esemény

azonos valoszinség, mégis ugy érezziik, hogy nem fliggetlenek egymastol, mert az els
huzas eredménye befolyasolja a masodik valoszinségét. Ellenrizziik a két esemény
fiiggetlenségére tanult P(A|B)=P(A) feltétel teljesiilését (ezt csak akkor hasznalhatjuk
jogosan, ha a feltétel-esemény pozitiv valdszinség, ami itt igaz)!
|:> ‘P(A2c|Alc) * = pA2c;

fuggetlen = evalb (%) ; .
Lathatjuk, hogy nem teljesiil a feltétel, tehat 4, és 4, nem fiiggetlen események.
Masik megoldasként ellenrizhetnénk a fliggetlenség altalanos feltételét is:
P(A-B)=P(A)-P(B).
Ehhez P(A1 'Az) -t a szorzas-tétellel szamolhatjuk ki.

> pAlcA2c := "P(A2c|Alc) *pAlc;
PAlcA2c = pAlc*pA2c; # fliggetlenség feltétele
fuggetlen = evalb (%) ;

V¥ 9. Feladat (Vizsgazé hallgaték)

Egy évfolyam hallgatoinak 20%-a matematikabol, 12%-a fizikabol és 8%-a matematikabol és
fizikabol is elégtelenre vizsgazott. Valasszunk ki egy hallgatot az évfolyambol és allapitsuk
meg:

a) Mi a valoszinsége annak, hogy matematikdbol elégtelen az osztalyzata, ha fizikabol
elégtelen?

b) Mi a valdszinsége annak, hogy matematikébol vagy fizikabol elégtelen az osztalyzata?
¢) Mi a valoszinsége annak, hogy fizikabol legalabb elégséges az osztalyzata, ha
matematikdbol legalabb elégséges?

Vilaszoljuk meg tovabba, hogy

d) mekkora valoszinséggel teljesitené sikerrel a hallgaté mind a matematika, mind a fizika
vizsgat, ha a két vizsga sikeres teljesitése fiiggetlen lenne egymastol (de tovabbra is rendre
20 % illetve 12 % lenne az elégtelen osztalyzat aranya)!

YV Megoldas

|:> restart;

Jelolje M ill. F azt az eseményt, hogy egy hallgaté matematikabol ill. fizikabol elégtelenre
vizsgazott. A feladat szovegébl kiolvashatjuk, hogy P(M) =0.2, P(F) =0.12 és

P(M-F)=0.08.
>pM :=0.2;
pF := 0.12;

PMF := 0.08;




a) Mi a valoszinsége annak, hogy matematikabol elégtelen az osztalyzata, ha

fizikabol elégtelen?

A P(M|F) feltételes valoszinséget keressiik, melyet a feltételes valoszinség definicidja
. P(MF

alapjan a P(M|F)= ;(F))

[> "P(M|F)" := pMF/pF;

képlettel szamolhatunk ki:

2
Tehat a fizikébol elégtelenre vizsgazo hallgatok 3 -a matematikabol is elégtelenre

vizsgazik.

b) Mi a valoszinsége annak, hogy matematikabdl vagy fizikabdl elégtelen az
osztalyzata?

Az események 0sszegének valoszinségére tanult képletet alkalmazzuk:

PM+ F)=P(M) + P(F) — P(M-F):

[> 'P(M + F)' := pM + pF - pMF;

Azt kaptuk, hogy a hallgatok 24 %-a bukott meg valamelyik targybol.

¢) Mi a valoszinsége annak, hogy fizikabdl legalabb elégséges az osztalyzata, ha
matematikabol legalabb elégséges? _

A 'legaldbb elégséges' az 'elégtelen’ tagadasa, igy a P(F|M) feltételes valoszinség a
kérdés. Mivel a feltételes valoszinség definicidja alapjan P( F|M)= % , ezért meg
kell még hatdroznunk a P(F-M) ésa P(M) valészinségeket.

Alkalmazzuk az ellentét esemeny valoszinségere tanult P(A) =1 — P(A) képletet és az

A-B=A + B de Morgan azonossagot:

P(M) =1— P(M)

P(F-M)=P(F+M)=1—P(M+F).

Szerencsére a P(M + F) valoszinséget mar meghataroztuk a b) pontban.
|:> pPMc := 1 - pM;

pFcMc :=1 - 'P(M + F) *;
[> "P(Fc|Mc) ' := pFcMc/pMc;
Tehat aki matematikébol legalabb elégségesre vizsgazott, az 95 %-o0s valoszinséggel a
fizika vizsgan is 4tment.
d) mekkora valészinséggel teljesitené sikerrel a hallgaté6 mind a matematika, mind a
fizika vizsgat, ha a két vizsga eredménye fiiggetlen lenne egymastol (de tovabbra is
rendre 20 % illetve 12 % lenne az elégtelen osztalyzat aranya)!
Ha az MésF események fliggetlenek, akkor a kérdéses valoszinség:
P(MF) P(M) -P(F) =P(M) (1 —P(F)).

> p_fuggetlen McFc := pMc*(l - pF);

Tehat 76 % helyett csak 70.4 % lenne az esélye annak, hogy a hallgaté mindkét vizsgat
sikerrel teljesiti. A hallgato szerencséjére azonban a két targyban elért sikeres eredmények
kozott ers az 0sszefiiggés.

V¥ Gyakorlo feladatok

Gy/1. Feladat (Aruhaz beszallit6i / 1.)

Egy aruhdz harom kiilonboz beszallitotol veszi a banant.



Az "A" beszallitd termékeinek 20 %-a minségileg enyhén kifogasolhatd (mésodosztalyn), de
mégis ettl veszik a teljes mennyiség 50 %-at, mert olcso.

A "B" beszallitd 95 %-ban els osztalyu terméket szallit, de a tobbiekhez képest dragabban,
ezért a teljes készlet 20 %-at veszik csak tliik.

A maradék a "C" beszallitotol szarmazik, melynek termékei 10 %-ban masodosztalytak.

a) Mekkora valoszinséggel szarmazik egy termék a "C" beszallitotol? Mekkora hanyada
elsosztalyt az "A", a "B" illetve a "C" beszallito termékeinek?

b) A bolt teljes kinalataban mennyi a kifogasolhato termékek aranya?

c) Mekkora a valoszinsége, hogy egy kivaldo mins€g banan a legdragabb beszallitotol
érkezik?

Megoldas

[> restart;

¥ Gy/2. Feladat (ZH, 2016, B csoport)

2
Hatarozzuk meg a P(A4), P(B) és P(A4-B) valoszinségeket, ha adottak a P(A4|B) = 3

5 1
P(A+ B)= I3 és P(A4-B) = I3 valoszinségek! Fiiggetlenek-e az 4 és a B események?

Megoldas
[> restart;

V¥ Gy/3. Feladat (Egér a konyhaban)

Egy egér két lyukon tud bemenni a konyhaba, onnan szintén két lyukon keresztiil az
¢léskamraba, és a lyukak kozott mindig véletlenszeren valaszt. Mind a 4 lyuknal (egymastol
fiiggetlentil) 0.3 valdszinséggel iil egy (egérre ki¢hezett) macska. Feltéve, hogy az egér nem
jutott be az éléskamraba, mennyi a valdszinsége, hogy bejutott a konyhaba?

Megoldas
| |:> restart;




