6. Gyakorlat

¥ Dontési fa, Bayes-tétel

V¥ Elméleti 6sszefoglalo

VY A Bayes-tétel
Gyakorlati feladatok megoldasa soran gyakran elfordul, hogy ismert egy B, B,, ..., B, teljes

eseményrendszer aP(Bj) (j=1,2, ..., n) valoszinségekkel egyiitt, és a vizsgalt A
eseménynek erre a teljes eseményrendszerre vonatkoztatott P (A|Bj) (j=1,2, ..., n) feltételes
valoszinségeit is ismerjiik. Ha feltételezziik, hogy az 4 eseményt ValamelyikBj esemény
okozta, akkor felmertiilhet a kérdés, hogy a Bj-k mekkora mértékben jarulnak hozza 4
bekovetkezéséhez. Ez a P ( BJ|A )

(j=1,2, ..., n) Gn. Bayes-valoszinségek meghatarozasat jelenti a fenti adatokbol. Erre
szolgal Bayes tétele, mely Thomas Bayes (1701 — 1761) angol statisztikus €s filozofustol
szarmazik.

VY A Bayes-tétel alkalmazdsa kiilonbéz adatokkal
Tegylik fel, hogy P(A4) # 0 ¢s P(BJ) # 0 (j=1,2,..,n). Ekkor a Bayes-tétel a kovetkez
alakokban irhat6 fel:

P(4'B)

@y P "pi)

P(48) P(B)
P(A)

@) P(B}4) -
(valdszinségek szorzastétele a szamlalora)

P(AB)P(8)

@) P(BJ) =
2.P(4[B)P(By)
(teljes valdszinség tétel a nevezre)
A feti harom alak mindegyikét hivhatjuk Bayes-tételnek (habar az els egy szimpla feltételes
valoszinség definicio), és az altalunk ismert/meghatarozott adatok dontik el, hogy melyiket
alkalmazzuk. Példaul, ha egy korabbi feladatrészben mar meghataroztuk a P(A4) és P (A -Bj)

valoszinségeket, akkor elég az els alakot hasznalni. A tankonyvek gyakran csak a

__ valoszinségek szorzastételét és a teljes valdszinség tételt.

Y Dintési fa diagram, inverz fa diagram

A Bayes-formulat sokszor kétfazisu kis¢rletekben alkalmazzuk, vagyis amikor az4 = 4,
esemény egy masodik 4, 4,, ..., 4, teljes eseményrendszernek az eleme.

A kétfazist dontési folyamatot szokds dontési fa diagrammal édbrézolni: a Start csticsbol
mindenBj eseményhez vezet ¢l (elagazas n fel¢), majd a masodik szinten minden B, eseménytl




Y

minden 4, eseményhez vezet €l (elagazas m fel€). Az els szint €lein a P(B]) valoszinségek, a
masodik szint €lein pedig aP(Al.|Bj) feltételes valdszinségek szerepelnek. Minden ag végén
feltlintetjiik a hozza tartozo P(Al.-Bj) szorzat-valdszinséget. A szorzatesemények teljes

esményrendszert alkotnak, igy a szorzat-valoszinségek Osszege 1.

Ha a dontési fa két logikai szintjét felcseréljiik, akkor jutunk az inverz fa diagramhoz. Itt az
els szint élein az P(Al.) valoszinségek, a masodik szint élein pedig a P(BJ.‘AI.) Bayes-
valoszinségek szerepelnek. Elbbieket a teljes valoszinség tétellel, utobbiakat pedig a
Bayes-tétellel szamithatjuk ki. A szorzat-valoszinségek valtozatlanok maradnak, de a
sorrendjiik megvaltozik(!) az eredeti dontési fahoz képest.

V¥ Kidolgozott példafeladatok

1. Feladat (Szines golyok huzasa két dobozbdl / 2.)

Sarga és kék golyokat helyeziink el vegyesen két dobozba az alabbi abra szerint:

1. doboz: 2. doboz:
49 kék 1 kék

Eztuan egy golyot sorsolunk ki a kovetkez eljarassal: elbb a dobozok koziil
véletlenszeren kivalasztjuk az egyiket, majd abbdl véletlenszeren kihuizunk egy golyot.
a) Adott szin kisorsolt goly6 milyen valdszinséggel szarmazik egyik vagy masik
dobozbdl?

b) Rajzoljuk fel a feladat inverz dontési fa diagramjat a megfelel valoszinségekkel!

¢) Mi lenne a valasz az elz kérdésre, ha az 1. ill. 2. dobozt a benniik 1év golyok
szamaval aranyos valészinséggel valasztanank ki?

Y Megoldas
|:> restart;
A feladatban megadott mennyiségek:

[> sl := 41; k1 := 49; s2 := 9; k2 := 1;
|> pdl := 1/2; # 1. doboz valasztasanak valdészinsége
|> pd2 :=1 - pdl; # 2. doboz valasztasanak valdszinsége

Az Osszes golyok szama, a sarga ill. kék golydk szama és az 1. ill. 2. dobozban 1év golydk
szama:
>g :=s1l + k1l + s2 + k2; s :=5sl1 + s2; k := k1 + k2; dl

| = s1 + kl1; d2 := s2 + k2;

Annak valoszinségei, hogy az 1. ill. 2. dobozbdl sarga ill. kék golyot huzunk:

> "P(k|dl) " := k1l/dl; "P(s|dl)"  := sl/dl; "P(k|d2)" :=
k2/d2; "P(s|d2) := s2/d2;

a) Adott szin kisorsolt golyo milyen valdszinséggel szarmazik egyik vagy masik
dobozbdl?

Egy ilyen, tobb dgon végigfuttathato kisérlet soran a kiilonboz agak Osszesitett
valdszinsége mellett a masik jellemz kérdés az lehet, hogy ha egy adott kimenet
bekdvetkezett, akkor amdgott milyen valdszinséggel torténhetett adott 4gon vald lefutas.
Pé¢ldaul meg lehet kérdezni, hogy ha a feladatbeli kisérlet végeredményeként sarga golyo
van a keziinkben, akkor az milyen valdszinséggel szarmazik egyik vagy masik dobozbol.
Utobbi kérdés megvalaszolasi modjara vonatkozik a Bayes-tétel. Lényegét tekintve ez arrdl




sz0l, hogy egy adott (mar bekdvetkezett) végkifejlet mellett annak valoszinsége, hogy ez
éppen egy kiszemelt dgon tortént, ezen ag valdszinségének az 0sszes, ide vezet 4g
valoszinségeinek Osszegéhez viszonyitott aranya.

PL. sarga goly6 kisorsolasahoz mindkét dobozon at el lehet jutni. Az egyiken at a
valdszinség:

[> "P(s|dl) “*pdl;

A masikon at:

[> "P(s|d2) "*pd2;

Ezek Osszege a teljes valoszinség tétel szerint a sarga golyo htizasanak valoszinsége:
|:> ps := P(s|dl) *pdl + "P(s|d2) *pd2; evalf (%)

Annak valoszinsége, hogy egy kisorsolt sarga goly6 az els dobozbol érkezett (az els
dobozon at sarga sorsolodas valdszinsége aranyitva a sarga sorsolddas teljes
valoszinségehez):

|:> "P(dl|s) " := "P(s|dl) *pdl/ps; evalf(%);

Annak valoszinsége, hogy egy kisorsolt sarga goly6 a méasodik dobozbdl érkezett (a
masodik dobozon at sarga sorsolodas valdszinsége aranyitva a sarga sorsolddas teljes
val6szinségéhez):

|:> "P(d2|s) " := "P(s|d2) *pd2/ps; evalf (%)

Mivel sarga goly¢ kivalasztasara 0sszesen ez a két lehetség van, a két valdszinség
0sszege természetesen 1:

[> "P(dl|s)" + ‘P(d2|s) " ;

Latszik, hogy a sarga golyo kisorsolasaval végzd kisérletek nagyobb részében a huzott
sarga goly6 a masodik dobozbdl szarmazik (kb. kétszer annyi esetben). Ez 6sszhangban
van azzal, hogy mig onnan szinte majdnem mindig sarga érkezik, az els dobozbdl csak az
esetek nem egészen felében.

Hasonldan szamithat6 kék goly6 egyik vagy masik dobozbol val6 szarmazasanak

valoszinsége:

|:> pk := 'P(k|dl) *pdl + "P(k|d2) *pd2; evalf (%)
|:> "P(dl|k) " := "P(k|dl) *pdl/pk; evalf (%)

|:> "P(d2|k) " := P(k|d2) “*pd2/pk; evalf (%)

Lathat6, hogy a kék goly6 huzasaval végzd kisérletek nagy részében a huzott goly6 az
els (ardnyaiban tobb kéket tartalmaz6) dobozbdl érkezik. A két valdszinség Gsszege
természetesen itt is 1:

[> 'P(d1]k)" + "P(d2|k) " ;

b) Rajzoljuk fel a feladat inverz dontési fa diagramjat a megfelel valoszinségekkel!
Ebben a szakaszban az elz feladatsorban szerepl "Szines golyok huzasa két dobozbol /
1." feladathoz képest forditott médon kozelitettiik meg a kérdést. Ehhez a forditott
megkozelitéshez illeszkedik az inverz (forditott) fa diagram:



START
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~ 0,2278 = 0.45 % 0,2722 =0.05

Ez a fa ugy sziiletik, hogy az eredetihez képest felcseréljiik az elagazasok sorrendjét:
ezuttal elszor szin, majd utdna a doboz szerint agaztatjuk el. Az els eldgazas
valoszinségei a fentebb kiszamitott teljes valoszinségek lesznek. Az egyes agak
valdszinségei az eredeti faéval azonosak (lasd az elz feladatsort). Ezekbl akar
visszaosztassal is szamithatok a masodik elagazasi szint (feltételes) valoszinségei, melyek
egyebként épp a fent kiszamitott Bayes-valoszinségekkel azonosak.
¢) Mi lenne a valasz az elz kérdésre, ha az 1. ill. 2. dobozt a benniik 1év golyok
szamaval aranyos valoszinséggel valasztanank ki?
Bar a kék és sarga golyok szama egyenl, az adott kisérleti konstrukciéban tilnyomoan
sarga golyok sorsolodnak ki. Ez azzal magyarazhato, hogy az aranyaban sok sargat, viszont
darabszam szerint kevés golyot tartalmazoé masodik doboz szerepe tulértékeldik azaltal,
hogy kevés goly6 mellett is ugyanazzal az 50 %-os kivalasztasi valoszinséggel
rendelkezik, mint a 9-szer annyi golyoét tartalmazo els doboz. A mult heti feladatsorban
lattuk, hogy a szdmardnyok jobban tiikrozdnének, ha az els 1épésben, a dobozok
kivalasztasanal a valoszinségek aranyosak lennének a tartalmazott golyok szaméval: a
tobb golyot tartalmazo doboz ardnyosan tobbszor kertilne a kisorsolasba.

> pdl := d1/(dl1 + d2);
| pd2 :=1 - pdl;
> pk ‘P(k|dl) “*pdl + “P(k|d2) *pd2;
| ps "P(s|dl) *pdl + "P(s|d2) *pd2;
A Bayes-valoszinségek ebben az esetben:
[> "P(dl|k) " := "P(k|dl) *pdl/pk;
[> "P(d2|k)" ‘P (k|d2) “*pd2/pk;
[> "P(dl]s)’ ‘P(s|dl) “*pdl/ps;
|> "P(d2|s) " := "P(s|d2) *pd2/ps;
Azt kaptuk, hogy adott szin golyo huzésa esetén az egyes dobozok valasztasanak Bayes-




|| valoszinsége tiikrozi az adott szin golyok szamaranyét az egyes dobozokban.

V¥ 2. Feladat (Orvosi diagnosztikai teszt)

Tegyiik fel, hogy egy adott betegségre 1étezik egy diagnosztikai teszt, amivel az orvos egy
paciensrl megkisérli eldonteni, hogy beteg-e. A teszt Kkifejleszti a megbizhatésaggal
kapcsolatban azt allitjak, hogy 99 %-os biztonsaggal mutat betegnek egy valéban beteg
embert, és 95 %-os biztonsaggal mutat egészségesnek egy valoban egészséges embert (de
ezek szerint néha téved a teszt: atlagosan minden szazadik betegnél elmulasztja
kimutatni a betegséget, noha jelen van, viszont atlagosan minden huszadik egészséges
embernél tévesen riaszt). A tapasztalatok szerint a paciensek 10 %-a szenved az adott
betegségben. Végezziik el az alabbi valoszinségelméleti vizsgalatokat, hogy kideritsiik,
mennyire hasznalhaté jol ez a teszt!

a) A paciensek hany szazalékat jelzi betegnek, és hany szazalékat egészségesnek a teszt?
b) Tegyiik fel, hogy egy paciens tesztje pozitiv lett. Mekkora az esélye, hogy tényleg
beteg?

¢) Tegyiik fel, hogy egy paciens tesztje negativ lett. Mekkora az esélye, hogy tényleg
egészséges?

d) Mennyire jo ez a teszt?

e) Mi a helyzet, ha egy ugyanilyen megbizhatosaggal rendelkez tesztet egy olyan
jarvanyszer betegség diagnosztizalasara hasznalunk, mely (ers jarvany esetén) a
paciensek 50 %-at érinti? Hogy alakulnak a fenti valészinségek? Mennyire hasznalhato
a teszt?

f) Mi a helyzet, ha egy ugyanilyen megbizhatésaggal rendelkez tesztet egy olyan nagyon
ritka betegség diagnosztizalasara hasznalunk, mely minddssze a paciensek 0.1 %-at
érinti? Hogyan alakulnak a fenti valoszinségek? Mennyire hasznalhato a teszt?

\ 4 Megoldas

|:> restart;

a) A paciensek hany szazalékat jelzi betegnek, és hany szazalékat egészségesnek a
teszt?

A kisérlet maga a teszt elvégzése a (beteg vagy egészséges) paciensen. A kisérlet
eseménytere a paciens allapotabol {beteg, egészséges} ill. a teszt eredményébl {pozitiv,
negativ} allo rendezett parokbol all: {(beteg, pozitiv), (beteg, negativ), (egészséges,
pozitiv), (egészséges, negativ)}, ezekhez szeretnénk meghatarozni a valoszinségeket.
Vegylik fel megfelel jelolésekkel az adatokat (b=beteg, e=egészséges, "+ =pozitiv, -'=

negativ)!
> "P(b)” :=0.1; 'P(e)” =1 - "P(b) ; 'P(+|b)" := 0.99;
‘P(-|b)" :=1 - "P(+|b)"; "P(-le)’ := 0.95; "P(+|e)" :=

1 - "P(-le) ;
Milyen valdszinséggel jelez betegnek egy pacienst a teszt (vagy: a paciensek hanyad
részét jelzi betegnek)?
A teljes valoszinség tétele (TVT) szerint a megfelel dgak valoszinségeinek kiszamitasa
majd ezek 0sszeadasa utan:
|:> "P(+) " := "P(+|b) *"P(b)  + "P(+|e) * P(e) ;
[> "P(-)" := "BP(-=1b) "*'P(b)" + "P(-l|e) *'P(e);
Azt latjuk, hogy a valosagban 10 % : 90 % beteg-egészséges aranyt a teszt 14.4 % : 85.6 %
aranyra torzitotta. Ez természetesen a teszt tévedéseibl adodik. A torzulés tendenciaja
lathatdan az, hogy tobb beteget mutat, mint amennyi valoban van. Ez azzal magyarazhato,
hogy a teszt a kétféle tévedési lehetsége koziil a nagyobbat (5 %) egészségesek beteggé
minsitésével koveti el, rdadasul az egészségesek vannak tobben (90 %). Tehat a teszt soran
nagyobb mintdbol nagyobb aranyban keriilnek at paciensek egészségesbl beteg statuszba,




mig forditva ez joval kisebb: kisebb mintabdl kisebb ardnyban minsit betegeket
egészségesnek a teszt.

b) Tegyiik fel, hogy egy paciens tesztje pozitiv lett. Mekkora az esélye, hogy tényleg
beteg?

Ez a forditott (Bayes) feladat: egy bekovetkezett végeredmény mellé keressiik azt a
valoszinséget, amellyel a tobb lehetséges ag koziil éppen azon jutottunk idaig.

[> "P(bl+)" := "P(+|b) "*'P(b) "/ P(+) ;

¢) Tegyiik fel, hogy egy paciens tesztje negativ lett. Mekkora az esélye, hogy tényleg
egészséges?

Szintén Bayes-tétellel a masik esetre:

[> "P(el-)" := "P(-le) " *'P(e) /" P(-)";

d) Mennyire jo ez a teszt?

Latjuk, hogy a negativ teszteredmény mellett valoban szinte biztos (99.9 %), hogy
egészseéges a paciens. Erdemes megfigyelni, hogy ez a biztonsag még a teszt jobbik iranyt
legnagyobb része a valoban egészségesek koziil jon; kozéjiik csak az amugy is csak 10
szazaléknyi beteg koziil érkezik az az 1 %, akit a teszt eltéveszt. Azért ilyen jo tehat a
kizaras hatasfoka, mert egyrészt a betegek amugy is kevesebben vannak, masrészt a teszt
még kozuluk is csak nagyon keveseknél téved — elhanyagolhato szamban keriilnek betegek
a negativ teszteredményesek koz¢.

Ugyanakkor a teszt altal betegnek jelzett paciensrl csak 69 %-os bizonyossaggal allithato,
hogy tényleg beteg. Ez az ardny nem sokkal jobb a pénzfeldobéssal valo eldontésnél, ezért
javasolhato az orvosnak, hogy ha lehet, probaljon meg mas modszert is a diagnosztizalasra.
A bizonytalansag egyébként onnan fakad, hogy mivel az egészségesek aranya elég magas,
rdadasul pedig a teszt is nagyobb ardnyban hajlamos koziiliik is tévesen riasztani, a teszt
soran a valodi betegek kozé nem elhanyagolhaté szdmban keriilnek egészségesek is.

Ez a teszt j6 arra, hogy az egészségesek nagy részét jo hatasfokkal kiszrje a rendszerbl: a
paciensek 85.6 %-aval nem kell tovabb foglalkozni, mikézben ezek 99.9 %-a valoban
egészséges (csak 0.1 % fel nem ismert beteg marad koztiik). A pozitiv eredményekre
ugyan meghagy egy akkora bizonytalansadgot, ami tovabbi vizsgalatot tehet indokoltta,
mégis hasznos volt, amennyiben az esetlegesen sziikséges kovetkez (bonyolultabb,
koltségesebb stb.) vizsgalatot mar csak szkebb korre kell elvégezni.

A teszt altal helyesen kezelt paciensek aranya:

[> "P(+Ib) "*'P(b) " + "P(-le) *'P(e) " ;

Ugyanerre vezet az alternativ (inverz fa alapjan vald) szamolas is:

[> "P(bl+) "*P(+)" + "P(e|-) *P(-);

Ez 6nmagaban nem tnik rossznak, de (mint lattuk ¢és késbb is latni fogjuk) a helyzet
Osszetettebb anndl, hogy ez az egy érték elég legyen a minség megitéléséhez.

e) Mi a helyzet, ha egy ugyanilyen megbizhatosaggal rendelkez tesztet egy olyan
jarvanyszer betegség diagnosztizalasara hasznalunk, mely (ers jarvany esetén) a
paciensek 50 %-at érinti? Hogy alakulnak a fenti valészinségek? Mennyire
hasznalhato a teszt?

Ezuttal mar nem részletezve, csupan a fenti szamitas megismétlésével, a betegek aranyanak
beallitasa utan:

[> 'P(b)" := 0.5; 'P(e)’ :=1 - "P(b)";
[> "P(+)" := "P(+|b) "*'P(b)" + ‘P(+|e) * 'P(e) " ;
[> "P(-)" := "P(-|b) "*'P(b)" + ‘P(-|e) * 'P(e);
[> "P(bl+)" := "P(+|b) "*'P(b) "/ P(+) ;
[> "P(el-)" := "P(-|e) *'P(e) / P(-);

Azt latjuk, hogy ardnyaiban a teszt torzitasa kisebb, €s a megbizhatosagok is
kiegyenlitdtek: mindkét dontés (beteg, egészséges) megbizhatdsaga kozel keriilt 100 %-



hoz. Ez esetben a teszt tehat onmagaban (tovabbi orvosi vizsgalatok nélkiil) is viszonylag
megbizhatdan alkalmas betegek €s egészségesek szétvalasztasara. Igaz, hogy eszerint kb.
minden huszadik valoban beteg embert nem ismernek fel (és mondjuk nem kap
gyogyszert), de ha ez nem egy nagyon sulyos betegség, €s inkabb csak kicsit tobb
kellemetlenséggel, vagy egy-két nappal hosszabb felépiiléssel jar, akkor a teszt hasznos
volt, hiszen mégis elég jol beazonositotta az embereknek azt a felét, akiknek gyogyszert
kell kapniuk. (Emellett latjuk, hogy kb. minden szazadik egészséges ember tévedésbl,
feleslegesen kap gyogyszert, de ha nincs kiillondsebben karos hatasa, akkor ez is "belefér").
Osszességében a teszt altal helyesen megitélt paciensek aranya:

[> "P(+|b) "*'P(b)* + “P(-|e) * P(e) " ;

Onmagaban ez a szdm nem sokkal jobb az elz esetnél (10 % beteg), viszont
kiegyenlitettebb a kétféle allapot megitélése. Ahhoz képest, hogy a paciensek fele beteg,
igy minden vizsgalattal két azonos valdszinség eset kozott kell donteni, kimondottan jo
eredmény, hogy ez az esetek 97 %-aban jol sikeriil.

f) Mi a helyzet, ha egy ugyanilyen megbizhatosaggal rendelkez tesztet egy olyan
nagyon ritka betegség diagnosztizalasara hasznalunk, mely mindossze a paciensek
0.1 %-at érinti? Hogyan alakulnak a fenti valoszinségek? Mennyire hasznalhaté a

teszt?

A szamitds megismétlésével, a betegek aranyanak bedallitdsa utan:

> "P(b)" := 0.001;

| P(e)” :=1- "P(b) ;

[> "P(+)° := "P(+|b) "*'P(b)" + 'P(+|e) *'P(e) ;
[> "P(-)" := "P(-|b) *'P(b)" + 'P(-|e) *'P(e) ;
[> "P(b|+)" := "P(+|b) "*'P(b) "/ P(+)";

> "P(e|-)" := "P(-le) *'P(e) / P(-) ;

Itt mar komoly ardnytalansag figyelhet meg. A betegség ugyan atlagosan 1000-bl csak
egy pacienst érint, mégis kb. 51-nél pozitiv lesz a teszt, tehat elég sok a téves riasztas. Ez
egyrészt azzal jar, hogy akinek ennek ellenére negativ a tesztje, az elég biztos lehet benne (
99.999 %), hogy tényleg egészséges. Ugyanakkor az egészségesek magas aranyszadma
folytan a pozitiv tesztek kore annyira felhigul egészségesekkel (1 valddi betegre kb. 50
téves riasztas jut), hogy a pozitiv teszt gyakorlatilag semmit sem jelent. Ez a teszt alkalmas
egy pacienskor biztonsagos kizardsara, de a valodi betegek megtalalasahoz mas tesztet kell
alkalmazni. Bar tesztiink 1000 paciensbl kb. 949-et megbizhatoan kizar, a megmarado6 51
kozott nem lehet megtaldlni vele az 1 valodi beteget. Mindenképp kell masik teszt is. Ezek
utdn viszont a tesztek ara, bonyolultsaga, fajdalmassaga stb. donti el, hogy érdemes-e
egyaltalan elszrként alkalmazni a targyalt tesztet (hogy a kovetkezt mar csak a
paciensek huszadara kelljen), vagy eleve taldlunk olyat, ami egymagaban is pontosabban ¢és
koltséghatékonyabban végzi el a szrést.

Osszességében a teszt altal helyesen megitélt paciensek aranya:

[> "P(+|b) **'P(b) > + "P(-le) *'P(e) " ;

Ez az eredmény val6jaban nagyon rossz, mar csak ahhoz képest is, hogy ha teszt nélkiil
mindenkit automatikusan egészségesnek minsitenénk, akkor ugyanez az eredményességi
mérszam 99.9 % lenne! Ugyanakkor fentebb azt is lattuk, hogy amilyen gyenge
teljesitmény a teszt a beteg azonositdsaban, annyira jo a paciensek nagy részénél (95 %) a
betegség kizarasaban. Mindezeket az arnyalatokat nem képes visszaadni 6nmagaban a
helyesen jelzett paciensek aranya, ezért 6nmagaban josagi mérszamként nem
alkalmazhato.

V¥ 3. Feladat (Tesztkérdések tippelése)

Egy diak % valoszinséggel tudja egy tesztkérdésre a helyes valaszt. Ha nem tudja,




akkor tippel és a helyes tipp esélye %

a) Mekkora a helyes valasz esélye?

b) Tudjuk, hogy a diak valasza helyes. Mekkora az esélye annak, hogy nem tudta a
helyes valaszt?

¢) Tudjuk, hogy a diak valasza helyes. Mekkora az esélye annak, hogy tudta a helyes
valaszt?

d) Tudjuk, hogy a diak valasza helytelen. Mekkora az esélye annak, hogy nem tudta a
helyes valaszt?

e) Rajzoljuk fel a feladat dontési fa diagramjat és az inverz fa diagramjat a megfelel
valoszinségekkel!

f) Adjuk meg az egyiittes események valoszinségeinek tablazatat!

\ 4 Megoldas

|:> restart;

a) Mekkora a helyes valasz esélye?

Roviditések:

T'=tudja a helyes valaszt, Tc =nem tudja a helyes valaszt
J=avalasz j6, N =a valasz nem jo.

[> pT, "P(J|Tec)" := 2/3, 1/4;

A tagadas események valoszinségeit megkapjuk 1-bl valé kivonassal!
[> pTc, "P(N|Tc) :=1 - 2/3, 1 - 1/4;

Ha a didk tudja a valaszt, a helyes eredmény valdszinsége 1 és a rossz valasz esélye 0.
[> "pP(J|T)", 'P(N|T)" :=1, 0;

Helyes valaszt kétféleképpen kaphatunk: vagy tudas utjan (P(J-T)) vagy tippelés utjan (
P(J-T)). Ezeket 6sszegezve kapjuk a helyes valasz valoszinségét. Ez egy teljes
valdszinség tétel.
> pdT := "P(J|T) *pT;
pdTc := "P(J|Tc) *pTc;
pJd := pJdT + pJdTc;
A rossz vélasz (N) ennek a tagadésa.
[> pN := 1 - pJ;
A két utobbi valdszinség fog szerepelni az inverz fa els dontési elagazasan!
b) Tudjuk, hogy a diak valasza helyes. Mekkora az esélye annak, hogy nem tudta a
helyes valaszt?
A kérdés a P( T|J) valoszinségre vonatkozik, melyet egy Bayes-tétel alkalmazasaval
> "P(Tc|J) " := pdTc/pd;
¢) Tudjuk, hogy a diak valasza helyes. Mekkora az esélye annak, hogy tudta a helyes
valaszt?
A kérdés a P(T)J) valdszinségre vonatkozik, melyet a b) ponthoz hasonldéan
szamolhatunk:
[> "pP(T|J3)" := pJdT/pJ;
d) Tudjuk, hogy a diak valasza helytelen. Mekkora az esélye annak, hogy nem tudta a
helyes valaszt?
A kérdés a P( T|N) valdszinségre vonatkozik, melyet ismét a b) ponthoz hasonléan
szamolhatunk, de elbb meg kell hatdroznunk a P(N-T) szorzat-valdszinséget egy
szorzastétellel:
|:> PNTc := "P(N|Tc) *pTc;
"P(Tc|N)® := pNTc/pN;




Ez logikus, hiszen ha valaki tudja a vélaszt, az mindig jol véalaszol, igy az 0sszes rossz
valasznak azoktol kell jonnie, akik eleve nem tudtdk a valaszt.

e) Rajzoljuk fel a feladat dontési fa diagramjat és az inverz fa diagramjat a megfelel
valdszinségekkel!

A dontési fa diagram els oszlopa tartalmazza a szorzateseményeket, a masodik oszlop
pedig ezek valoszinségeit! A szorzatesemények koziil mar harmat meghataroztunk, csak

egy hianyzik:
> pdT;
pJdTc;
PNT := ‘P(N|T)  *pT;
PNTc;
Tudja a J6 valasz Szorzat-  Valészinségek
valaszt események )
=JT P (1)) ==
| J ® =J ( 1) 3
T
2 0
3 N ® P(mz) 0
L J ® =J-T P(m ) =1
1 / 3 3) 12
3 T
X‘ N o -N-T P(®) -1
4 4 4 4
Osszeg: 1.000

Az inverz fa felcseréli a két dontési fazist! A szorzatesemények az eredeti és az inverz fanal
ugyanazok, kivéve a sorrendet! Az inverz fa masodik dontési fazisahoz tartozé feltételes
valoszinségek a Bayes-valdszinségek. Ezek koziil mar hdrmat meghataroztunk, még egy
hianyzik:
> "P(T|J) ;

"P(Tc|J) ~;

‘P(T|N) " := pNT/pN;

“P(Tc|N) *;
Megjegyzés: Ezeket a feltételes valoszinségeket kdzvetleniil, az alapadatokbol is
meghatarozhatjuk a Bayes-tétel segitségével. Példaul:
[> "P(TIJ)" = "P(JIT) *pT/("P(J|T) "*pT + 'P(J|Tc) *pTc);
|:> "P(Tc|N) " = "P(N|Tc) *pTc/( P(N|T) *pT + "P(N|Tc)  *pTc);
[> # stb...
Jelen esetben azonban egyszerbb volt a mar kiszamolt adatokat felhasznalni
(tulajdonképpen a Bayes-tétel fenti, (3.) alakjaban szerepl szdmlalot €s nevezt hataroztuk
meg kordbban, és azokkal szdmoltunk).



Y

Jo6 valasz Tudja a valaszt SZ0rZat-  Valgszinségek

események
% T ® =J-T P(ml)=§
J
3 ) - _
; o T o T pe)-L

) )
s o ST
4 N

\ = ® =N-T p(m4)=l

Osszeg: 1.000

f) Adjuk meg az egyiittes események valészinségeinek tablazatat!
Szorzatesemények 1

A B C D E F

1 A valasz jo A valasz nem jo

2 Tudja a valaszt 2 0 2
3 3

Nem tudja a valszt L 1 1

3 J 12 4 3
3 1
T - 1

4 4 7

5

6

7

4. Feladat (Repiilgépek késése)

A Liszt Ferenc repiiltérrl naponta Amszterdamba indulé 3 repiilgépjaratot figyeltek
utasterheltség és késési id szerint. Statisztikai megfigyelések alapjan az 6sszes utas 30 %-
a utazott az 1. jarattal, 50 %-a a2. jarattal és 20 %-a a 3. jarattal! Az egyes jaratok gépei
késve érkeznek Amszterdamba, rendre 0.25, 0.2 és 0.15 valdszinséggel. (Jeldlje K a késés
eseményét!)

a) Szemléltessiik a jaratok utasterheltségi - késési megoszlasat dontési fa diagramon!

b) Az utasok hanyadrésze érkezik késve Amszterdamba?

¢) Készitsiik el az inverz fa diagramot!

d) A késve érkez utasok kozott melyik jaraton utazok vannak legkisebb aranyban?
Mennyi ez az arany?

e) A pontosan érkez utasok kozott melyik jaraton utazok vannak legnagyobb
aranyban?

f) Készitsiik el az egyiittes események valoszinségeinek tablazatat!



Y Megoldis
|:> restart;
a) Szemléltessiik a jaratok utasterheltségi - késési megoszlasat dontési fa diagramon!
Rogzitsiik az adatokat! Az 1., 2. és 3. jarattal utazok aranya:
[> pJl, pJ2, pJ3 0.3, 0.5, 0.2;
A késés valoszinsége, feltéve, hogy az 1., 2. ill. 3. jarattal utazik valaki:
[> "P(K|J1l) ", "P(K|J2) , "P(K|J3)° 0.25, 0.2, 0.15;
A feltételre szoritkozé valdszinségi mezn szamolva mindhérom jarat esetén megkapjuk a
pontos érkezés, mint ellentett esemény valoszinségét:
> "P(Kc|J1)" 1 - "P(K|J1) " ;
‘P (Kc|J2)° 1 - "P(K|J2) " ;
‘P (Kc|J3)" 1 - "P(K|J3) " ;
Most hasznéljuk a valdszinségek szorzastételét a szorzatesemények valdszinségeinek
meghatarozasahoz!

> pKJ1
pKJ2
pKJ3

> pKcJl
pKcJd2
pKcJ3

"P(K|J1l) *pJdl;

"P(K|J2) *pJd2;

"P(K|J3) *pJd3;
"P(Kc|Jl) " *pJl;
"P(Kc|J2) " *pJd2;
"P(Kc|J3) " *pJd3;

A fenti valoszinségek ismeretében felrajzolhatjuk a dontési fat. A diagram els szintjén a
jérat szerint, a 2. szintjén pedig a késés ténye szerint bontjuk fel az eseteket.

Jarat Késés Szorzat-  Valészinségek
események
0.25 K ® =K-J P(m >=0075
1 1 1
K
075™ ¥ ® =K-J P(mz) =0.225
<§f:: K m3=K}Q P(m;y=01
J2
= =K P =04
0.8 K ® =K-J, (m4) 0
0159 K ® =K-J P(o \=0.03
J <:::: S
3 —_
I =K P =0.17
084 K ® =KJ Plo)
Osszeg: 1.000

b) Az utasok hanyadrésze érkezik késve Amszterdamba?

A teljes valoszinség tételét alkalmazzuk a P(K) valdszinség meghatarozasara:
Osszeadjuk a dontési fa késéssel végzd again szamolt szorzat-valoszinségeket.

[> pK := pKJ1 + pKJ2 + pKJ3;

Az utasok 20.5 %-a késve érkezik!

¢) Készitsiik el az inverz fa diagramot!

Az inverz faban az eredeti dontési fa szintjei fel vannak cserélve. Az els szint éleire a
késés €s a pontos €rkezés valoszinsége keriil, a masodik szint ¢éleire pedig az in. Bayes-
valdszinségek keriilnek, melyek az adott jarattal érkezés valoszinségét adjak meg a
késés/pontos érkezés feltétele mellett.




A pontos érkezés valoszinségét a P(K) + P(K) =1 azonossag segitségével (vagy a b)
onthoz hasonldan teljes valdszinség tétellel) hatarozhatjuk meg
> pKc := 1 - pK;
A Bayes-valoszinségek a Bayes-tétel segitségével szamolhatok (itt felhasznaljuk a
korabban kiszamolt P(K) és P(K) valoszinségeket):

> "P(J1|K)  := pKJ1l/pK;
‘P(J2|K) " := pKJ2/pK;
| °P(J3|K)° := PRJI3/pK;
> "P(J1l|Kc) " := pKcJl/pKc;
"P(J2|Kc) ' := pKcJ2/pKc;
"P(J3|Kec) ® := pKcJd3/pKc;
Késés Jarat Szorzat-  Valészinségek
események
® =K-J P(m )=0075
1 1 1
K ® =K-J Pl )=0.1
0.205 3 2 ( 3)
® =Kk-J P(m )=0.03
0283 J, © =K-J P(mz) =0.225
0.795 — K —_
K osoal 4 ® =K-J P(a)4)=0.4
0214 ® =K-J P(® )=0.17
3 6 3 6
Osszeg: 1.000

d) A késve érkez utasok kozott melyik jaraton utazok vannak legkisebb aranyban?
Mennyi ez az arany?

A kérdés az alabbi feltételes valoszinségek koziil kérdezi a legkisebbet:

[> <'P(J1IK) ", "P(J2|K) ', ‘P(J3|K) >;

Ez a0.146, amely aJ, jarathoz tartozik.

e) A pontosan érkez utasok kozott melyik jaraton utazok vannak legnagyobb
aranyban?

A kérdés az alabbi feltételes valoszinségek koziil kérdezi a legnagyobbat:

[> <"P(J1|Kc) ', ‘P(J2|Kc)", 'P(J3|Kc) >;

A pontosan érkez utasok kozott a J, jaraton utazok vannak legnagyobb aranyban (0.503).

f) Készitsiik el az egyiittes események valészinségeinek tablazatat!



\ 4

Egyuttes valdszinségek 1

A B C D E F G H

1 Kesik Pontosan érkezik

2 1. Jarat 0.075 0.225 0.3

3 2. Jarat 0.10 0.40 0.5

4 3. Jarat 0.030 0.170 0.2

5 0.205 0.795 1.0

6

7

5. Feladat (Ivoviz nitrat-tartalma, ZH, 2016, A csoport)

Az EU teriiletén az ivoviz nitrat-tartalmanak kiiszobértéke 50 % Ivoviz mintakat

vettek az A, B és C teriiletekrl. Az 6sszes vizminta 30 %-a az A4 teriiletrl, 35 %-a B
teriiletrl és a tobbi a C teriiletrl valo.

Az A teriiletr] vett vizmintak 90 %-anak nitrat-tartalma nem haladta meg az
egészségiigyi kiiszobértéket, a B teriiletr]l vett mintak 5 %-a meghaladta a kiiszobértéket,
mig a C teriiletrl vett mintak 85 %-a nem haladta meg az egészségiigyi kiiszobértéket (K)

a) Szemléltessiik a vizmintak teriileti és egészségiigyi kiiszobérték-meghaladas szerinti
dontéseit fa diagram felrajzolasaval és a hozza tartozo valoszinségek kiszamitasaval!

b) Az 6sszes vizminta hanyadrésze haladta meg az elirt egészségiigyi kiiszobértéket?

c) Készitsiik el az inverz fa diagramot a hozza tartozo valoszinségek szamitasaval!

d) Az elirt kiiszobértéken beliill maradok kozott melyik teriiletr]l vett mintak aranya
volt a legkisebb?

¢)/Az elirt kiiszobértéket meghaladok kozott melyik teriiletr]l vett mintak aranya volt a
legnagyobb?

f) Készitsiik el az egyiittes események valdszinségeinek tablazatat!

\ 4 Megoldas
|:> restart;
a) Szemléltessiik a vizmintak teriileti és egészségiigyi kiiszobérték-meghaladas szerinti
dontéseit fa diagram felrajzolasaval és a hozza tartozo valoszinségek kiszamitasaval!
Rogzitsiik az adatokat! Az A4, B és C teriiletr] szarmazo6 vizmintak ardnya:
>PpA, pB := 0.3, 0.35;
pC :=1 - pA - pB;
Annak valoszinsége, hogy az egyes teriiletekrl vett vizmintak nitrat-tartalma nem haladta
meg az egészségiligyi kiiszobértéket:
[> "P(K|A)", "P(K|B) , 'P(K|C)" := 0.9, 0.95, 0.85;
A feltételre szoritkoz6 valdszinségi mezn szamolva mindharom teriilet esetén megkapjuk
az egészségligyi kiiszobértek tullépésének, mint ellentett eseménynek a valoszinségét:
> “P(Kc|A)"® 1 - “P(K|A) ;
“P(Kc|B)"® 1 - “P(K|B) ;
“P(Kc|C)" 1 - "P(K|C) ;
Most hasznaljuk a valdszinségek szorzastételét a szorzatesemények valdszinségeinek




meghatarozasahoz!

> pKA := "P(K|A) *pA;
PKB := "P(K|B) *pB;
pPKC := "P(K|C) *pC;

> pKcA := "P(Kc|A) *pA;
pKcB := "P(Kc|B) *pB;
pKcC := "P(Kc|C) *pC;

Ezeknek a valoszinségeknek az ismeretében felrajzolhatjuk a dontési fat. A diagram els
szintjén a teriilet szerint, a 2. szintjén pedig az egészségiigyi kiiszobérték alatt maradas
szerint bontjuk fel az eseteket.

(e}
>
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e
Il
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=
e
I
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a
~
e

Teriilet Kiiszobérték ~ Szorzat-  Valészinségek
események
0.9 K ® =K-A P(ml) =0.27
A

ﬁz X ® =K-4 P(mz) =0.03

. y K ® =K-B P(m3)=0.333
\ K ( ) =0.018

(o)

-\

K ® =K:-C P(m6>=0.053

Osszeg: 1.000

b) Az dsszes vizminta hanyadrésze haladta meg az elirt egészségiigyi kiiszobértéket?
A teljes valoszinség tételét alkalmazzuk a P(K) valoszinség meghatarozasara:
Osszeadjuk a dontési fa azon dgain szamolt szorzat-valdszinségeket, melyek az
egészségiigyi kiiszobérték tullépéséhez tartoznak.

> pKc := pKcA + pKcB + pKcC;

Tehat a vizmintak 10 %-a haladja meg az egészségiigyi kiiszobérteket!

¢)Készitse el az inverz fa diagramot a hozza tartozo6 valészinségek szamitasaval!
Az inverz faban az eredeti dontési fa szintjei fel vannak cserélve. Az els szint éleire az
egészségligyi kiiszobérték meghaladdsanak/nem meghaladasanak valdszinsége, a masodik
szint éleire pedig az un. Bayes-valoszinségek keriilnek, melyek annak valoszinségét
adjak meg, hogy a vizminta egy adott teriiletr] érkezett az egészségiigyi kiiszobérték
meghaladasanak/nem meghaladasanak feltétele mellett.

Annak val6szinségét, hogy egy vizminta nitrat-tartalma az egészségligyi hatarérték alatt
marad, a P(K) + P(K) =1 azonossag segitségével (vagy a b) ponthoz hasonldan teljes
valoszinség tétellel) hatarozhatjuk meg:

|:> PK := 1 - pKc;

A Bayes-valoszinségek a Bayes-tétel segitségével szamolhatok (itt felhasznaljuk a
korabban kiszamolt P(K) és P(K) valoszinségeket):

> "P(A|K)  := pKA/pK;
‘P(B|K) " := pKB/pK;

| "P(C|K)  := pKC/pK;

> "P(A|Kc) ' := pKcA/pKc;
"P(B|Kc) ® := pKcB/pKc;

|  "P(C|Kc) " := pKcC/pKc;



\ 4

Kiiszobérték  Teriilet Szorzat-  Valészinségek

események
A ® =K-A P(ml) =0.27
0.3
0o K ® =K-B P(m3) =0.333
@ m5=K Cc P(m5>=0298
A o =K-A4 P(m )=0.03
0.3 2 2
0.1
( ) =0.018
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e
F

P(a)6) =0.053

Osszeg: 1.000

d) Az elirt kiiszobértéken beliil maradok kozott melyik teriiletrl vett mintak aranya
volt a legkisebb?

A kérdés az alabbi feltételes valoszinségek koziil kérdezi a legkisebbet:

[> <’P(aIK)*, 'P(BIK) ', 'P(C|K) >;

Tehat az A4 teriiletr] vett mintdk k6zott volt legkisebb (0.3) az elirt kiiszobértéken beliil
maradok aranya.

e)/Az elirt kiiszobértéket meghaladdok kozott melyik teriiletrl vett mintak aranya
volt a legnagyobb?

A kérdés az alabbi feltételes valoszinségek koziil kérdezi a legnagyobbat:

[> <'P(A|Kc) >, "P(B|Kc) ', ‘P(C|Kc) >;

Tehat a C teriiletr] vett mintak k6zott volt legnagyobb (0.52) az elirt kiiszobértéket
meghaladdk aranya.

f) Kiészitse el az egyiittes események valdszinségeinek tablazatat!

Egylttes valoszinségek 2

A B C D E F

1 kiiszobértéken beliil marad | meghaladja a kiiszobérteket

2 A teriilet 0.27 0.03 0.3

3 B teriilet 0.3325 0.0175 0.35

4 C teriilet 0.2975 0.0525 0.35

5 0.9000 0.1000 1.00

6

7

6. Feladat (Grapefruit, ZH, 2016, B csoport)

Dél-Spanyolorszagban bizonyos fajta grapefruit gyiimolcs shonos az A, B és C
teriilleteken. Az osszes grapefruit termés 25 %-a az A teriileten, 30 %-a a B teriileten és a
tobbi a C teriileten terem. A grapefruit termést idnként parazitafertzés (F) karositja.
Felmérések szerint az A teriileten a termés S %-a fertzott, B teriileten a termés 90 %-a ép



maradt és a C teriileten a termés 8 %-a fertzott.

a) Szemléltessiik dontési fa diagramon a grapefruit termés teriiletek szerinti és
fertzottség szerinti kétszint megoszlasat! Szamoljuk ki a szorzatesemények
valdészinségeit is!

b) Az 6sszes termés hany szazaléka fertzott (F)?

¢) Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valoszinségekkel!

d)Adjuk meg az osszes fertzott termés szazalékos megoszlasat teriiletek szerint!

e) Melyik teriilet hozzajarulasa volt a legkisebb az osszes ép terméshez? Hany szazalékot
jelent ez?

f) Készitsiik el az egyiittes események valoszinségeinek tablazatat!

VY Megoldas
|:> restart;
a) Szemléltessiik dontési fa diagramon a grapefruit termés teriiletek szerinti és
fertzottség szerinti kétszint megoszlasat! Szamoljuk ki a szorzatesemények
valdszinségeit is!
Rogzitsilik az adatokat! A grapefruit termés 4, B és C teriiletre es hdnyada:
[> pA, pB, pC := 0.25, 0.30, 0.45;
Annak a valoszinsége, hogy az egyes teriileteken a termést parazitafertzés karositja:
[> "P(F|A)", 'P(FIB)", 'P(F|C)" := 0.05, 0.1, 0.08;
A feltételre szoritkoz6 valdszinségi mezn szamolva mindhéarom teriilet esetén megkapjuk
az ¢p termes részardnyat:
[> ‘P(Fc|A) " 1 - “P(F|A)";

"P(Fc|B) 1 - "P(F|B) ",

"P(Fc|C) 1 - "P(F|C) ",
Most hasznaljuk a valoszinségek szorzastételét a szorzatesemények valdszinségeinek

meghatarozasahoz!

> pFA := "P(F|A) *pA;
pFB := "P(F|B) *pB;
pPFC := “P(F|C) *pC;

> pFcA := "P(Fc|A) *pA;
pFcB := "P(Fc|B) *pB;
pFcC := "P(Fc|C) *pC;

Ezeknek a valoszinségeknek az ismeretében felrajzolhatjuk a dontési fat. A diagram els
szintjén a teriilet szerint, a 2. szintjén pedig a fertzottség szerint bontjuk fel az eseteket.




Teriilet Fertzottség  Szorzat-  Valgszinségek
események

0.05 F ® =F-A P(m )=0.013
1 1
A <: _
®w =FA4 Plo )=0.238

095 F X

~l

F ® =F-C P(m6)=0.414

Osszeg: 1.000

b) Az 6sszes termés hany szazaléka fertzott (F)?
A teljes valoszinség tételét alkalmazzuk a P(F) valdszinség meghatarozasara:
0sszeadjuk a dontési fa azon again szamolt szorzat-valdszinségeket, melyek a fertzott
terméshez tartoznak.

> pF := pFA + pFB + pFC;

Tehat a grapefruit termés 7.85 %-a fertzott!

¢)Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valoszinségekkel!

Az inverz faban az eredeti dontési fa szintjei fel vannak cserélve. Az els szint ¢éleire a
fertzottség/épség valdszinsége, a masodik szint éleire pedig az un. Bayes-valoszinségek
keriilnek, melyek annak valoszinségét adjak meg, hogy egy grapefruit egy adott teriiletrl
szarmazik a fertzottség/épség feltétele mellett. _

Annak valdszinségét, hogy egy grapefruit ép maradt, a P(F) + P(F) =1 azonossag
segitségével (vagy a b) ponthoz hasonloan teljes valdszinség tétellel) hatarozhatjuk meg:
|:> pFc := 1 - pF;

A Bayes-valoszinségek a Bayes-tétel segitségével szamolhatok (itt felhasznaljuk a
korabban kiszamolt P(F') és P(F') valoszinségeket):

> "P(A|F)" := pFA/pF; 'P(B|F) ' := pFB/pF; "P(C|F)  :=
PFC/pPF;
> "P(A|Fc) "’ := pFcA/pFc; 'P(B|Fc)  := pFcB/pFc; ‘P(C|Fc)"

:= pFcC/pFc;



Y

Fertzottség Teriilet Szorzat-  Valgszinségek
események
=F-A P =0.013
0.159.7_4 o (@)
F > p ® =F-B Pl )=0.03
0.079 : 3 ( 3)
0.459 ® =F-C P(m >=0.036
o S,
=F4 Pl(o )=0238
0258 A ® ( 2)
0.922 _ _
0449 ¢ ® =F-C P(a) )=0.414
6 6
Osszeg: 1.000

d)Adjuk meg az osszes fertzott termés szazalékos megoszlasat teriiletek szerint!

A kérdés az alabbi feltételes valdszinségek felsorolasat jelenti:

[> <’P(aIF)", "P(BIF) ", “P(C|F) >;

A széazalékként vald megjelenitéshez kattintsunk jobb egérgombbal az outputra és

hasznaljuk a Numeric Formatting > Percent (Numerikus formazas > Szazalék) opciot.

e)Melyik teriilet hozzajarulasa volt a legkisebb az osszes ép terméshez? Hany

szazalékot jelent ez?

A kérdés az alabbi feltételes valoszinségek koziil kérdezi a legkisebbet:

[> <'P(A|Fc)", "P(B|Fc)', ‘P(C|Fc) >;

Tehat az 4 teriilet hozzéjaruldsa volt a legkisebb az dsszes ép terméshez, mely 25.8 %.

f) Készitsiik el az egyiittes események valoszinségeinek tablazatat!
Szorzatesemények 3

A B C D E F G H

1 Fertozott | Nem fertozott

2 A teriilet 0.0125 0.2375 0.25

3 | B teriilet 0.030 0.270 0.30

4 C teriilet 0.0360 0.4140 0.45

5 0.0785 0.9215 1.00

6

7

7. Feladat (Gyiimolcsos cukorkak)

Egy gyarban két gyartosoron haromféle gyiimolcsos cukorkat gyartanak: citromosat (C),
narancsosat (V) és malnasat (M). Az A gyartosor az o6ssztermelés 30 %-aért felels, mig a
B gyartosor az osszes tobbiért. Az 4 gyartosoron késziilt cukorkak 40 %-a citromos, 35 %-
a narancsos és a maradék malnas, mig a B gyartosoron késziilt cukorkak 20 %-a
citromos, 30 %-a narancsos és a maradék malnas.

a) Szemléltessiik dontési fa diagramon a cukorkak gyartosorok ill. izesités szerinti



kétszint megoszlasat! Szamoljuk ki a szorzatesemények valdszinségeit is!

b) Mekkora annak a valdszinsége, hogy egy véletlenszeren kivalasztott cukorka
citromos, narancsos, ill. malnas?

c) Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valoszinségekkel!

d) Melyik gyartosorrol szarmazik a narancsos cukorkak nagyobbik hanyada. Hany
szazalakot jelent ez?

e) Melyik gyartésoron késziil kevesebb malnas cukorka?

f) Ha egy cukorkardl tudjuk, hogy nem citromos, akkor mekkora az esélye, hogy az 4
gyartésoron késziilt?

g) Készitsiik el az egyiittes események valdszinségeinek tablazatat!

VY Megoldas

|:> restart;

a) Szemléltessiik dontési fa diagramon a cukorkak gyartosorok ill. izesités szerinti
kétszint megoszlasat! Szamoljuk ki a szorzatesemények valdszinségeit is!
Rogzitsiik az adatokat! Az 4 részesedése a termelésbl:

[> pA := 0.3;

Ha egy cukorka nem az 4 gyartdsoron késziilt, akkor a B-n, igy P(B) az ellentét-esemény
valoszinsége:

[> pB := 1 - pA;

Annak valoszinsége, hogy az 4 gyartosorrol véletlenszeren valasztott cukorka citromos
ill. narancsos:

[> 'pP(C|a)’, 'P(N|A)  := 0.4, 0.35;

Mivel minden cukorka citromos, narancsos vagy malnas az 4 gyartosoron, ezért

P(C|4) + P(N|A) + P(M|A) =1, amibl megkaphatjuk P(M|4)-t:

[> 'PM|A)" :=1 - ‘P(C|A) " - ‘P(N|A);

Hasonl6an szamolhatunk a B gyértosor esetében:

> "P(C|B) , 'P(N|B)" :=0.2, 0.3;

| P(M|B)" :=1 - "P(C|B) - "P(N|B) ;

Ezutan hatarozzuk meg a szorzatesemények valdszinségeit a valdszinségek
szorzastételének segitségével!

> pCA := "P(C|A) *pA;
PNA := "P(N|A) *pA;
| PMA := P (M|A) *pA;
> pCB := ‘P (C|B) "*pB;
PNB := 'P(N|B) *pB;

| pMB := "P(M|B) *pB;

A szorzatesemények valoszinségeinek Osszege 1-et tesz ki:

[> pCA + pNA + pMA + pCB + pNB + pMB;

Ezeknek a valoszinségeknek az ismeretében felrajzolhatjuk a dontési fat. A diagram els
szintjén a gyartdsor szerint (kétfelé¢ agazas), a 2. szintjén pedig az izesités szerint
(haromfelé 4gazas) bontjuk fel az eseteket. Vegylik észre, hogy ez nem mas, mint az

{4, B} ésa {C, N, M} teljes eseményrendszerek szerinti felbontds egymasutanja.




Gyartésor izesités Szorzat-  Valészinségek
események
04 C m1=Cu4 P(m1)=0J2
0 A \Qifi N m2=Nn4 P(m2)=0J05
025 a1 ® =M-A P(m )=0075
< e
:55/’ C m4=(ﬁB P(m4)=0J4
0.7
B o3 N o =N-B P(ms) =0.21
0.5 _ B
M ® =M-B P((D )—0.35
6 6
Osszeg: 1.000

b) Mekkora annak a valdszinsége, hogy egy véletlenszeren kivalasztott cukorka
citromos, narancsos, ill. malnas?

A teljes valdszinség tételét alkalmazzuk a P(C), P(N) és P(M) valdszinségek
meghatarozasara: 6sszeadjuk a dontési fa megfelel leveleire irt szorzat-valoszinségeket:

> pC := pCA + pCB;
pPN := pNA + pNB;
PM := pMA + pMB;

¢)Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valoszinségekkel!

Az inverz faban az eredeti dontési fa szintjei fel vannak cserélve. Az els szint éleire az
egyes izesitések valoszinsége, a masodik szint éleire pedig az un. Bayes-valoszinségek
keriilnek, melyek az adott gyartosorrdl szarmazas valdszinségét adjak meg, adott izesités
feltétele mellett.

A Bayes-valoszinségek a Bayes-tétel segitségével szamolhatok (itt felhasznaljuk az a)
feladatrészbl a szorzatesemények valoszinségeit, ill. a b) feladatrészben kiszamolt
P(C), P(N) ésP(M) valoszinségeket):

> "P(A|C) " := pCA/pC;
"P(A|IN) " := pNA/pN;
| "P(A|M) " := pMA/pM;
> "P(B|C) " := pCB/pC;
*P(B|N) " := pNB/pN;
| "P(B|M)  := pMB/pM;



Izesités Gyartoésor Szorzat-  Valészinségek
események

0.462 A o =CA P(m )=0.12
1 1
c <:
0.538 B ® =C'B Pl )=0.14

® =M-B P(a)6) =0.35

Osszeg: 1.000

d) Melyik gyartosorrol szarmazik a narancsos cukorkak nagyobbik hanyada. Hany
szazalakot jelent ez?
A kérdés az alabbi két feltételes valoszinség koziil kérdezi a kisebbiket:
[> <'P(AIN)°, “P(BIN) >;
Tehat a B gyartosorrdl szarmazik a narancsos cukorkdk tobbsége, 66.67 %-a (azaz %-a).
e) Melyik gyartésoron késziil kevesebb malnas cukorka?
A kérdés az alabbi két feltételes valoszinség koziil kérdezi a kisebbiket:
[> <'P(AIM) ", "P(B|M)  >;
Tehat az 4 gyartosoron késziil kevesebb malnas cukorka.
f) Ha egy cukorkarol tudjuk, hogy nem citromos, akkor mekkora az esélye, hogy az A
gyartosoron késziilt?
Ha egy cukorka nem citromos, akkor narancsos vagy malnés. A feladatunk tehat a
P(A|N + M) feltételes valdszinség meghatarozasa. Definici6 szerint
_PA-(N+M)) PAN+AM)

PIAN+M) P(N+M) P(N + M)
Mivel N és M egymast kdlesondsen kizaro események (egy cukorka nem lehet egyszerre
narancsos ¢s malnas iz is), ezért kihasznalhatjuk a valoszinségi mérték additivitasat:

P(AN+A4A-M) P(A-N)+P(A-M)

P(N + M) P(N) +P(M)

A megoldas tehat:

[> ‘P(alCc)” := (pNA + pMA)/(pN + pM);

Azaz nagyjabol 24.32 % annak az esélye, hogy egy nem citromos cukorka az 4 gyartésoron
késziilt.

g) Készitsiik el az egyiittes események valdszinségeinek tablazatat!



Spreadsheet(1)

A B C D E F G H
Citromos | Narancsos | Malnas
A gyartosor 0.12 0.105 0.075 0.3
B gyartosor 0.14 0.21 0.35 0.7
0.26 0.315 0.425 1.0

N ojuon | A | W N |~

V¥ 8. Feladat (Cipkereskedés)

Egy cip-nagykeresked az X, Y és Z gyartol vasarol cipket 20, 35, ill. 45 %-os aranyban.
Az X, Yill. Z gyar cipi 5, 4, ill. 2 %-ban hibasaknak (H) bizonyultak.

a) Szemléltessiik dontési fa diagramon a cipk gyartok szerinti ill. hibassag szerinti
kétszint megoszlasat! Szamoljuk ki a szorzatesemények valdszinségeit is!

b) Mekkora annak a valdszinsége, hogy egy véletlenszeren kivalasztott cip hibas ill.
hibatlan?

c) Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valoszinségekkel!

d) Adjuk meg a hibas cipk szazalékos megoszlasat gyartok szerint!

e) A hibatlan cipk kozott melyik gyarté termékei vannak legnagyobb aranyban?
Mekkora ez az arany?

f)[Készitsiik el az egyiittes események valoszinségeinek tablazatat!

\ 4 Megoldas
|:> restart;
a) Szemléltessiik dontési fa diagramon a cipk gyartok szerinti ill. hibassag szerinti
kétszint megoszlasat! Szamoljuk ki a szorzatesemények valdszinségeit is!
Rogzitsiik az adatokat! Az X, Y és Z gyartotdl vasarolt cipk aranya:
[> pX, pY, p2 := 0.2, 0.35, 0.45;
Annak a valdszinsége, hogy az egyes gyartoktdl vasarolt cip hibasnak bizonyul:
[> ‘P(H|X)", "P(H|Y) , 'P(H|Z) := 0.05, 0.04, 0.02;
A feltételre szoritkoz6 valdszinségi mezn szamolva mindhdrom gyarto esetén megkapjuk
a hibatlan cipk részaranyat:
> ‘P (Hc|X)" 1 - "P(H|X) ;
‘P (Hc|Y)"® 1 - "P(H|Y) ;
‘P (Hc|Z)"® 1 - "P(H|Z) ;
Most hasznaljuk a valoszinségek szorzastételét a szorzatesemények valoszinségeinek
meghatarozasahoz!
> pHX ‘P (H|X) “*pX;

pHY := “P(H|Y) *pY;
pHZ := “P(H|Z) *pZ;

> pHcX := "P(Hc|X) *pX;
pHcY := "P(Hc|Y) *pY;
pPHcZ := "P(Hc|Z) *pZ;

Ezeknek a valdszinségeknek az ismeretében felrajzolhatjuk a dontési fat. A diagram els




szintjén a gyarto szerint, a 2. szintjén pedig a hibassag szerint bontjuk fel az eseteket.

Gyarté Hibassag Szorzat-  Valészinségek
események

H ® =H-X P(m )=0.01
1 1

- =H-X P =0.19

17t ® (mz)

H ® =H-Y P(m )=0.014
3 3

7 =H- P =0.336

H (D4 H-Y ((1)4 )

H o =H-Z P((b >=0.009
5 5

T =H-Z P =0.441

A ®, (@)

Osszeg: 1.000

b) Mekkora annak a valészinsége, hogy egy véletlenszeren kivalasztott cip hibas
ill. hibatlan?

A teljes valdszinség tételét alkalmazzuk a P(H) valoszinség meghatarozasara:
Osszeadjuk a dontési fa azon 4dgain szamolt szorzat-valoszinségeket, melyek a hibas
cipkhoz tartoznak.

|:> PH := pHX + pHY + pHZ;

Tehat a cipk 3.3 %-a hibas. _

A hibatlan cipk aranyat megkapjuk, ha 1-bl kivonjuk a hibés cipk aranyat (H és H

ellentét események). (Vagy teljes valoszinség tételt is alkalmazhatunk, P(H)

kiszamitasahoz hasonldan.)

|:> pHc := 1 - pH;

Tehat a cipk 96.7 %¢-a hibatlan.

¢)Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valoszinségekkel!

Az inverz faban az eredeti dontési fa szintjei fel vannak cserélve. Az els szint éleire a

hibassag/hibatlansag valoszinsége, a masodik szint éleire pedig az in. Bayes-

valoszinségek keriilnek, melyek annak valoszinségét adjak meg, hogy egy cip egy adott

gyartotol szarmazik a hibassag/hibatlansag feltétele mellett.

A Bayes-valoszinségek a Bayes-tétel segitségével szamolhatok (itt felhasznaljuk a

korabban kiszamolt P(H) és P(H) valoszinségeket):

|:> ‘P(X|H)  := pHX/pH; 'P(Y|H) ' := pHY/pH; 'P(Z|H) :=
PHZ/pH;

|:> "P(X|Hc) ' := pHcX/pHc; 'P(Y|Hc)  := pHcY/pHc; "P(Z|Hc)"
:= pHcZ/pHc;




Hibassag Gyarté Szorzat-  Valgszinségek
események

03037_X @ =H-X P(®)=001
® =H-Y P(m3) =0.014
o =H-Z P(@)=0009
® =H-X P(mz) =0.19
® =H-Y P(®,) =033
m6=FI-Z P(m6) =0.441

Osszeg: 1.000

d) Adjuk meg a hibas cipk szazalékos megoszlasat gyartok szerint!

A kérdés az alabbi feltételes valdszinségek felsorolasat jelenti:

[> <’P(X|H) ", "P(Y|H), “P(Z|H) >;

A széazalékként vald megjelenitéshez kattintsunk jobb egérgombbal az outputra és
hasznaljuk a Numeric Formatting > Percent (Numerikus formazas > Szazalék) opciot.
e) A hibatlan cipk kozott melyik gyarto termékei vannak legnagyobb aranyban?
Mekkora ez az arany?

A kérdés az alabbi feltételes valoszinségek koziil kérdezi a legnagyobbat:

[> <'P(X|Hec) ', "P(Y|Hc) ', “P(Z|Hc) >;

Tehat a hibatlan cipk k6zo6tt az Z gyartd termékei vannak a legnagyobb aranyban. Ez az
arany 45.6 %.

f) Készitsiik el az egyiittes események valoszinségeinek tablazatat!

Szorzatesemények 3
A B C D E F G H

1 Hibas Hibatlan

2 | Xgyarto 0.010 0.190 0.2

3 | Yguarté | 0.0140 0.3360 0.35

4 | Zgyarté | 0.0090 0.4410 0.45

5 0.0330 0.9670 1.00

6

7

Y Gyakorlo feladatok

Gy/1. Feladat (Aruhaz beszallitoi / 2.)

Egy aruhaz harom Kkiilonboz beszallitotol veszi a banant.



Az "A" beszallito termékeinek 20 %-a minségileg enyhén kifogasolhato (masodosztalyu),
de mégis ettl veszik a teljes mennyiség S0 %-at, mert olcso.

A "B" beszallito 95 %-ban els osztalyu terméket szallit, de a tobbiekhez képest
dragabban, ezért a teljes készlet 20 %-at veszik csak tliik.

A maradék a "C" beszallitotol szarmazik, melynek termékei 10 %-ban masodosztalyuak.
a) Készitsiink az adatokbol fa diagramot. Szamoljuk ki a szorzatesemények
valoszinségeit is!

b) A bolt teljes kinalataban mennyi az els osztalyu termékek aranya?

¢) Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valdszinségekkel!

d) Melyik beszallitotol érkezik a legtobb masodosztalya banan?

e) Készitsiik el az egyiittes események valdszinségeinek tablazatat!

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/2. Feladat (Hamis dobokocka)

Van 4 dobokockank, 3 szabalyos és 1 hamis. A hamis kockan a 4-es szam helyén is 6-os
van (igy 0sszesen két oldalan van 6-0s). Véletlenszeren kivalasztunk egy kockat és
dobunk vele.

a) Mekkora annak a valdszinsége, hogy 6-ost (H) illetve hogy 4-est (V) dobtunk?

b) Mekkora annak a valészinsége, hogy nem dobtunk sem 4-est, sem 6-ost (S)?

¢) Feltéve, hogy 6-ost dobtunk, mennyi a valdszinsége, hogy a cinkelt kockaval
dobtunk?

d) Feltéve, hogy 4-est dobtunk, mennyi a valdszinsége, hogy egy szabalyos kockaval
dobtunk?

e) Ha tudjuk, hogy nem dobtunk sem 4-est, sem 6-ost, akkor melyiknek van nagyobb
esélye: annak, hogy egy szabalyos vagy annak, hogy a hamis kockaval dobtunk?

f) Készitsiik el az inverz fa diagramot a megfelel valoszinségekkel!

Megoldas
B |:> restart;




