8. Gyakorlat

Y Valoszinségi valtozok

V¥ Elméleti 6sszefoglalé

A valoszinségi valtozo egy kisérlet(sorozat) eredményét szamszersiti: minden kimenethez egy
valos szdmot rendel. A kisérlet kimenete gyakran 6nmagaban is szdmszer érték (pl. kockadobas
értéke). Ha a kimenet kozvetleniil nem szdmszer, altalaban akkor is szamokka kodolhato (pl.
pénzfeldobasnal a fej/iras kimeneteket 0/1 értékekre valthatjuk).

Ugy képzelhetjiik, hogy —barmi legyen is a kisérleti konstrukcio— minden egyes kisérlet
elvégzésekor felvillan az eredménynek megfelel valds szam a szamegyenesen. Ezzel lehetvé
valik, hogy a konkrét kisérleti konstrukciotol fiiggetleniil vizsgaljuk a folyamat néhany fontos
paraméterét, és olyan altalanositott elméleti modelleket hozzunk 1étre, melyek valds kisérleti
konstrukciokra rahtizva egyszersitik azok kezelését.

Ha a valdszinségi valtozo diszkrét (elkiiloniil) értékeket vehet fel, akkor diszkrét valdszinségi
valtozordl beszéliink. Az ilyen valtozo értékkészlete gyakran véges (kockadobas, pénzfeldobas),
de lehet megszadmlalhatdan végtelen is, pl. egy pénzérmével hanyadik dobasra kapunk elszor
fejet. Az utdbbi érték nem korlatos, mert elméletileg nem kizarhato, hogy 10, 100, 1000, vagy
akéarhany alkalommal irdst dobjunk, és csak utana kovetkezzen egy fej.

A diszkrét valdszinségi valtozo minden értéke mogott valamely elemi esemény bekovetkezése
all. A valtozo értékeihez a hattérben meghuz6do események valoszinségei tarsithatok, melyek
Osszege ezek szerint 1. Ezen valdszinségek egyiittese a diszkrét valoszinségi valtozoé eloszldsa.
A valoszinliségi valtozo megadasaba —az értékkészlet mellett— tobbnyire beleértjiik a
valoszinségi eloszlas megadasat is.

A folytonos valdszinségi valtozo esetében is ugy képzeljiik, hogy minden elvégzett kisérlet utan
egy —az adott kimenethez tartozo— szamértéket regisztralunk a szamegyenesen. A diszkrét
valoszinségi valtozohoz képest azonban most az értékkészlet folytonos. Ilyen folytonos
értekkészlettel rendelkezik a miiszaki-tudomanyos folyamatok sok paramétere — pl. ilyenek
lehetnek egy megfigyelésben a tér- és idkoordinatdk. Az is elképzelhet, hogy ha egy diszkrét
valoszinségi valtozo értékkészlete "elég sr", akkor modellezhet folytonos valtozoval - ill. épp
a "sritéssel" adodo hataresetként értelmezhet a folytonos modell.

Az értékkészlet folytonossaga eleve azt jelenti, hogy nem véges, st, nem is diszkrét pontokbol
all, hanem kontinuum végtelen szdmossagu. Az elemi események "pontszerek", azaz
nullmértékek: egy-egy konkrét kimenetel valoszinsége zérus (pl. geometriai valoszinségi
mez). Nincs értelme egy-egy konkrét kimenet valdszinségét kérdezni, csakis egy adott (véges
vagy végtelen) intervallumba esés valoszinliségét. El kell vetniink azt a —diszkrét esetben
miikodo— lehetdséget, hogy fel tudjuk sorolni a kimeneteket a hozzajuk tartozo valoszinliségekkel.

A legegyszerbb elméleti eset, ha pl. egy Y folytonos valdszinségi valtozéval a [0, 1]
intervallumbol egyenletes eloszlassal véletlen szamértékeket valasztunk. Mérték-szemléletiink
alapjan jol érezziik, hogy egy adott intervallumra esés valdszinsége aranyos az intervallum
hosszaval, annak a teljes [0, 1] intervallum hosszédhoz viszonyitott aranya. P1. a

P(0.3 < Y <0.5) valoszinség (a 0.3 és 0.5 értékek koziil valo valasztas valoszinsége) 0.2,




mivel ennyi a megfigyelt intervallum hosszanak a teljeshez viszonyitott aranya.

De mennyi az Y=0.5 érték valasztdsanak valoszinsége, azaz P(Y=0.5)? Ennek valoszinségi
(geometriai) mértéke nulla: az esemény pontszer, a kivalasztasi valoszinség zérus. A példa
érdekessége, hogy ugyanakkor ez az esemény nem lehetetlen: nem kizarhato, hogy akar ez is
kijohet eredményként (gondoljunk arra, hogy végiilis minden ilyen sorsolaskor kijon egy érték,
amelyre ugyanez elmondhato). A nulla valdszinség nem azt jelenti, hogy kizart az esemény
bekovetkezése, hanem csupén azt, hogy nagyon sok kisérlet mellett sem mernénk arra fogadni,

stb.) atlagosan be fog kovetkezni.

1
hogy az esetek egy barmilyen kis hanyadaban (——— 1()() 1000

A diszkrét eloszlas esetén a lehetséges kimeneteket (€s a hozzajuk tartozé valoszinségeket) fel
tudjuk sorolni (akar végtelen értékkészlet esetén is egy végtelen sorozatként). Az eloszlas
szemléltethet palcikadiagrammal (=vonaldiagrammal) vagy (Iépcss) eloszlasfiiggvénnyel, ami
eleinte csak egy 0jabb szemléltetési alternativanak tnik. Folytonos esetben azonban kideriil, hogy
az eloszlasfiiggvény joforman az egyetlen lehetség a konstrukciéo modellezéséhez, ill. hogy a
palcikadiagramnak is létezik altalanositasa —a stiriségfiiggvény— kozottiik pedig kapcesolat van. A
folytonos modell kezeléséhez analizisbl ismert eszkoztarra (fliggvények, differencial- és
integralszdmitas) van sziikség.

V¥ Kidolgozott példafeladatok

YV A diszkret eloszlasfuggveny eljaras

Az alabbi eljarassal adott diszkrét eloszlashoz tartozo eloszlasfiiggvényeket abrazolhatunk (a
szakaszok nyilt/zart végei lires/tomott karikakal vannak jeldlve).

> diszkret eloszlasfuggveny := proc (x, pXx)

local db, szintek, szakaszok, szakaszok_plot,
elso szakasz, elso szakasz_plot utolso_szakasz,
utolso _szakasz_plot, jobb vegpontok, jobb _vegpontok plot,
bal vegpontok, bal vegpontok_plot

db := nops (x);

szintek := [seq(sum(px[i], i = 1..k), k =1..db)];

szakaszok := [seq([[x[i], szintek[i]], [x[i + 1],
szintek[i]]], i =1..db - 1)];

szakaszok plot := plot(szakaszok, x[1] - 3..x[db] + 3,
color = red, thickness = 2);

elso szakasz := [[x[1] - 3, 0], [x[1], O11:;

elso . _szakasz_plot := plot(elso szakasz, x[1l] - 3..x[db]
+ 3, color = red, thickness = 2);

utolso szakasz := [[x[db], 1], [x[db] + 3, 111:;

utolso . _szakasz _plot := plot(utolso_szakasz, x[1l] - 3..x
[db] + 3, color = red, thickness = 2);

jobb_vegpontok = [[x[l], 0], seqg([x[i + 1], szintek[i]
1, 1i=1..db - 1)];

jobb_vegpontok plot := plots[pointplot] (jobb_vegpontok,
symbol = solidcircle, symbolsize = 18, color = red); #
tegyiink minden szakasz jobb végére tomott karikat

bal vegpontok := [seq([x[i], szintek[i]], i = 1..db)];

bal vegpontok_plot := plots[pointplot] (bal_vegpontok,
symbol = circle, symbolsize = 18, color = red); # tegyiink
minden szakasz bal végére iires karikat

plots[display] (szakaszok plot, elso_szakasz_plot,




bal vegpontok_plot) ;

utolso _szakasz plot, jobb vegpontok plot,
end proc:

V¥ 1. Feladat (Kockadobas / 1.)

Dobjunk egy (6 oldali) dobokockaval, jelolje X a dobott szamot.

a) [rjuk fel az X valészinségi valtozé eloszlasat és szemléltessiik palcikadiagramon!

b) Végezziink szimulaciot 100 kockadobassal és abrazoljuk hisztogramon az eredményt!
Hasonlitsuk 6ssze az a) részben kapott eloszlassal!

¢) Rajzoljuk fel X eloszlasfiiggvényét!

Y Megoldis

[> restart;

a) Irjuk fel az X valészinségi valtozé eloszlasat és szemléltessiik palcikadiagramon!
A kockadobas kisérlet kozvetleniil egy 1-6 értékek kozti szamszer eredményt ad (ettl
még nem kotelez, hogy a valdszinségi valtozo értékei ezek legyenek, de itt most pont
megfelel). Az X valdszinségi valtozo lehetséges értékeit egy listdban rogzitjiik:

[> x :=[1, 2, 3, 4, 5, 6];

Az egyes értekek (mogott allo események) bekdvetkezési valdszinségeit szintén listdban
rogzithetjiik. Jelen esetben ez igen egyszer:

[> px := [1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6];

Az X diszkrét valoszinségi valtozo eloszlasa a lehetséges x. ertékekhez azok

bekovetkezési valoszinséget (p, =P(X =xl.)) rendel fiiggvény, melyet az aldbbi

tablazattal szemléltethetiink:
|:> eloszlas X = linalg[augment] (matrix(2, 1, ['x i', 'p_i'l]
), matrix(2, 6, [x, px])); # a linalg csomag augment
eljarasa két matrix Osszeragasztasara hasznalhatod
A valdszinségek 6sszegének minden eloszlas esetén 1-et kell adnia. Ellenrizziik!
[> sum(px[i], i = 1..6);
A diszkrét valoszinségi valtozo eloszlasa jol szemléltethet palcikadiagramon a
DynamicSystems csomag DiscretePlot parancsaval:
> with (DynamicSystems) :
Pl := DiscretePlot(x, px, style = stem, color = blue,
thickness = 3): P1l;
b) Végezziink szimulaciot 100 kockadobassal és abrazoljuk hisztogramon az
eredményt! Hasonlitsuk 0ssze az a) részben kapott eloszlassal!
Definialjunk egy valdszinségi valtozot, melynek eloszlasa megegyezik a feladatban
megadottal:
|:> with (Statistics):
randomize () :
|:> X := RandomVariable (DiscreteUniform(1l,6)) ;
Vegyiink 100 elem mintat X-bl és dbrazoljuk hisztogramon (szintén a Statistics csomag
kell hozzd).
|:> minta := Sample (X, 100);
Diszkrét valoszinségi valtozo esetén a hisztogram egy olyan oszlopdiagram, mely az
értékek gyakorisdganak eloszlasat szemlélteti egy adott mintdban. Az egyes oszlopok
magassaga gyakorisag-hisztogram esetén magaval a darabszammal egyenl, relativ
gyakorisag hisztogramnal pedig a relativ gyakorisaggal. Alapértelmezés szerint a Maple




relativ gyakorisag hisztogramot rajzol, vagyis az oszlopok 0ssz-magassaga 1; az egységnyi
magassag "kendik szét" az eloszlasra jellemz alakban.
> H := Histogram(minta, discrete=true, thickness=30,
color=red): # diszkrét eloszlas esetén fontos a
"discrete" opciét "true"-ra allitani!
plots[display] (H, Pl); # piros a hisztogram, kék az
elméleti eloszlas
Lathatjuk, hogy —bar kisebb kilengések megfigyelhetdk— a minta eloszlasa dsszességében
jol illeszkedik az elméleti eloszlasra. A mintaelemszam novelésével az illeszkedés is egyre
jobb lesz.
¢) Rajzoljuk fel X eloszlasfiiggvényét!
A véges diszkrét eloszlas Osszes adata tarolhato két vektorban (x = értékek,
px = valoszinségek). Nem ez azonban az egyetlen mod az adatok tarolasara, raadasul
folytonos valtozok eloszlasanak leirdsara egyaltaldn nem is alkalmas. Olyan matematikai
objektumot kell konstrudlni, mely képes leirni tetszleges valoszinségi eloszlast. Erre
alkalmas egy megfelelen definidlt egyvaltozos fiiggvény, az un. eloszlasfiiggveny.
Egy adott valoszinségi valtozo eloszlasfiiggvénye az a teljes valos szamegyenesen
értelmezett F(x) fliggvény, melynek értéke minden x helyen azt a valoszinséget mutatja,
mellyel a valoszinségi valtozo értéke kisebb x-nél, azaz F(x) = P(X < x). Ez diszkrét
esetben mindig egy balrdl folytonos 1épcss fliggvény lesz.
Ennek megrajzolasahoz hasznaljuk a fent definialt diszkret eloszlasfuggveny eljarast
ENTER-rel, hogy bekeriiljon a memoridba).
[> diszkret eloszlasfuggveny (x, px);
Azt latjuk, hogy a kockadobas valdszinségi valtozojanak eloszlasfiiggvénye lépcszetesen
emelkedik 0-t6l 1-ig (ez mas egyéb diszkrét eloszlasoknal is igy van). Azért ilyen, mert két
egész érték (pl. 3 és 4) kozott nem vehet fel értéket a valtozo, igy annak valoszinsége,
hogy az érték kisebb pl. 3.1-nél vagy 3.99-nél, egyarant 0.5 (3 és 4 kozott végig ezt
mutatja a fliggvény). A kovetkez 1épcs a 4 atlépésekor kovetkezik, hiszen pl. 4.1 esetén
mar % = % ~ 0.67 a valodszinsége, hogy a dobott érték 4.1-nél kisebb. Minden
1épcsfok magassaga annyi, amennyi az adott 1épésnél 1év érték bekovetkezésének

1
valdszinsége. Esetiinkben minden 1épcsfok magassaga 3 = 0.17.

Raadas

A c) feladatrészt egyszerbben megoldhatjuk a Statistics csomag segitségével (bar a

fliggvény lathatéan elnagyoltabb lesz, pl. nem lesz balrél folytonos).

Allitsuk el az X valdszinségi véltozo eloszlasfiiggvényét, majd abrazoljuk is azt!

> unassign('x'); # valtozdéként szeretnénk hasznalni x-et,

ezért toroljik az értékét

cdf X := CDF (X, x); # az eloszlasfiiggvény (CDF - Common

Distribution Function)

> plot(cdf X, x=-2..9, thickness = 3, discont = true); #
eloszlasfiggvény abrazolasanal mindig érdemes
bekapcsolni a 'discont' opciét, mely a nem-folytonos

| fiiggvények helyes abrazolasaért felel

Az eloszlas is megkaphato beépitett fliggvénnyel, de a plot parancs sajnos nem tudja

palcikadiagramszeren abrazolni.

> pdf X := PDF(X, x); # a srségfiiggvény (PDF -
Probability Density Function)




LL> plot(pdf X, x = -2..9, thickness = 3);

V¥ 2. Feladat (Dobas két kockaval / 1.)

Dobjunk két dobokockaval egyszerre! Az X valdszinségi valtozoban jegyezziik fel a két
dobott érték maximumat!

a) Adjuk meg a valoszinségi valtozo6 értékkészletét és az értékekhez tartozé
valészinségeket!

b) Abrazoljuk az eloszlast az X - p sikban palcikadiagrammal!

¢) Végezziink szimulaciot 1000 kisérlettel! Készitsiik el a kapott minta hisztogramjat és
vessiik dssze a b) részben kapott palcikadiagrammal!

d) Rajzoljuk meg az eloszlasfiiggvényt!

Y Megoldas
[> restart;
a) Adjuk meg a valoszinségi valtozo értékkészletét és az értékekhez tartozo
valdszinségeket!
A valoszinségi valtozo értékkészlete 1-tl 6-ig terjed (a feljegyzett maximum 1 is lehet,
ha mindkét dobas 1-es, de persze ez viszonylag ritkan fordul el).
[> x :=[1, 2, 3, 4, 5, 6];
Mivel két kockaval dobunk, a lehetséges kimenetelek szemléletesen dsszefoglalhatok egy
matrixban (2 dimenzids tablazatban):
|:> dobasok := matrix(6, 6, (i, j) -> [i, J1);
A modell megkiilonboztethetnek feltételezi a két kockat. Minden elemi kimenetelbl
(szamparbol) a maximum jegyeztetik fel. Konnyen megjelenithetjiik ezt is egy matrixban:
|:> maximumok := matrix(6, 6, (i, j) -> max(i, j));
Ebben a tablazatban jol latszik —és konnyen 0sszeszamlalhaté—, hogy az egyenld
valoszinség kimenetelek koziil hany vezet 1-es, hdny 2-es stb. maximumra. Ezek
nyomadn a valoszinségi valtozé értékeihez tartozé valoszinségek vektora:
[> px := [1/36, 3/36, 5/36, 7/36, 9/36, 11/36];
b) Abrazoljuk az eloszlast az X - p sikban palcikadiagrammal!
> with (DynamicSystems) :
Pl := DiscretePlot(x, px, style = stem, color = blue,
thickness = 3): P1l;
Szépen lathatok az egyenletesen novekv valdszinségek.
¢) Végezziink szimulaciot 1000 kisérlettel! Készitsiik el a kapott minta hisztogramjat
és vessiik 0ssze a b) részben kapott palcikadiagrammal!
> with (Statistics):
randomize () :

=> Y := RandomVariable (DiscreteUniform(l, 6));
Z := RandomVariable (DiscreteUniform(1l, 6));

i> X := max(Y, Z);
Vegyiink 1000 elem mintat X-bl és abrazoljuk hisztogramon (Statistics csomag kell

hozza).
| > minta := Sample (X, 1000);
> H := Histogram(minta, discrete=true, thickness=30,

color=red) : # diszkrét eloszlas esetén fontos a
'discrete' opciét "true'"-ra allitani!
plots[display] (H, Pl); # piros a hisztogram, kék az
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L elméleti eloszléas

Lathatjuk, hogy —bar kisebb kilengések megfigyelhetdk— a minta eloszlasa dsszességében
jol illeszkedik az elméleti eloszlasra. A mintaelemszam novelésével az illeszkedés is egyre
jobb lesz.

d) Rajzoljuk meg az eloszlasfiiggvényt!

Hasznéljuk ijra a munkalap elején definidlt eljarast (Gjra értékeljiik ki ENTER-rel a

|:> diszkret eloszlasfuggveny (x, px);

Mint minden eloszlasfiiggvény, ez is 0-rdl 1-re kiiszik fel monoton modon, és a diszkrét
eloszlasokra jellemz Iépcszetességet mutatja. A 1épcsk ott a legmagasabbak, ahol
legnagyobbak a valoszinségek (legmagasabbak a palcikék a fenti palcikadiagramon). Jol
latszik, hogy az egyre novekv valdszinségeknek megfelelen egyre magasabbak a
lépcsfokok.

Az eloszlasfliggvényt ebben a példdban nem tudjuk alternativ mdédon, a Statistics csomag
segitségével meghatarozni, mert a két valdszinségi valtozé maximumanak eloszlasat a
Maple nem tudja ilyen moédon kiszamolni:

[> cdf X := CDF(X, t);

Elkészithetjiik viszont a kumulalt valoszinségek listajat, majd a
DynamicSystems DiscretePlot eljarasaval abrazolhatjuk az eloszlasfiggveényt:

>N := 6;
Fx := [seq(sum(px[i], i = 1..n), n = 1..N)]; # kumulativ
(0sszegzett) valdészinségek

> xx := [x[1]-3, op(x), x[N]+3];
Fxx := [0, op(Fx), 1]; # az op() paranccsal sorozatta

alakithatunk egy listat, ami ezutan koénnyen
| beilleszthet egy vesszkkel elvalasztott felsorolasba
> DiscretePlot (xx, Fxx, style = stair, color = blue,
thickness = 3);

3. Feladat (Egyenletes eloszlas / 1.)

Vialasszunk ki véletlenszeren (geometriai valoszinség szerint) egy Y szamot a [0, 1]
intervallumbaél!

a) Vegyiink egy n =100 elem mintat és abrazoljuk annak eloszlasat pontdiagramon,
szamegyenesen illetve hisztogramon!

b) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Y valdszinségi valtozo eloszlasfiiggvényét!

¢) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Y valoszinségi valtozo srségfiiggvényét!

d) Hatarozzuk meg az eloszlas és srségfiiggvényt a Statistics csomag eljarasait
hasznalva is!

e) Vegyiink egy » =100000 elem mintat és abrazoljuk kozos grafikonon a hisztogramot
és az (elméleti) srségfiiggvényt!

Y Megoldas

[> restart;

a) Vegyiink egy n =100 elem mintat és abrazoljuk annak eloszlasat pontdiagramon,
szamegyenesen illetve hisztogramon!

Amikor a [0, 1] intervallumbo6l véletlenszeren valasztunk egy szamot, akkor egy n.
egyenletes eloszlasu valdszinségi valtozo modellje segitségével sorsolunk értekeket.




Létrehozzuk a kovetelménynek megfelel véletlen valtozot, hogy aztan kisérletezhessiink
vele:
|:> with (Statistics):
randomize () :
[> Y := RandomVariable (Uniform(0, 1));
Generaljunk egy 100 elem mintat:
|:> n := 100; minta := Sample (Y, n);
Probaként kiiratjuk az els elemet:
|:> minta[l];
(Megprobalhatjuk, hogy a mintat general6 sort ujra lefuttatva a mintakat tartalmazo lista
megvaltozik: a kifratast ismét végrehajtva (ENTER) mas érték van az 1. pozicidban.)
Lathatova tehetjiik a kisorsolt értékeket, ha a sorszam fliggvényében abrazoljuk a kisorsolt
értékeket (pontdiagram). Ehhez szamparokbdl allo listat hozunk 1étre: minden i sorszam
mell¢ a lista hozza tartozé értékét (az i. 1épésben kisorsolt véletlen szamot) rendeljiik.
[> pontok := [seq([i, minta[i]], i = 1..n)]:
Ha a sort kettspont helyett pontosvesszvel zarjuk le, kimenetként megjelenik a teljes
generalt lista, de éppen ennek elkeriilésére alkalmas a kettspont - a parancs lefut, de nem
terheli a képernyt nagy mennyiség adattal. Ha viszont valamit ellenrizni szeretnénk az
adatok kozott, barmikor pontosvesszre cserélhetjiik.
Ezt a koordinatalistat mar fogadni tudja a rajzoloutasitas:
[> plot(pontok, style = point);
A vizszintes tengelyen a sorszamozas halad, a fiiggleges tengely a kisorsolt értékeket
jelzi. Mivel a sorsolashoz hasznalt valdszinségi valtozé egyenletes eloszlasu a [0, 1]
intervallumon, a pontok egyenletesen oszlanak el - nem érezziik, hogy barhol
szignifikdnsan srsddnének.
Megkisérelhetjiik valtoztatni a minta elemszamat, és azzal idaig Gjra lefuttatni a 1épéseket
(kisérletezés utan allitsuk vissza az eredeti (n = 100) értéket).
Forditott tengely-kiosztassal is meg lehet csindlni ugyanezt:
> pontok_forditott := [seq([minta[i], i], i = 1..n)]:
plot(pontok forditott, style = point);
Az attekinthetségnek haszndl, ha az egyes értékeket a sorszdm fiiggvényében abrazoljuk,
de a kivalasztott értékek valdjaban a [0, 1] szakaszon srsddnek:
> pontok szamegyenesen := [seq([minta[i], 0], i = 1..n)]:
pontok _plot := plot(pontok_szamegyenesen, style = point,
| symbolsize = 15, color = red): pontok plot;
A generalt mintabol kdnnyen készithetiink hisztogramot is:
|:> H := Histogram(minta, bincount = 10): H;
A hisztogram egy olyan oszlopdiagram, mely egy adott intervallumrdl valasztott értékek
gyakorisaganak eloszlasat szemlélteti (folytonos eloszlas esetén). A szdban forgo [0, 1]
intervallumot vizszintesen vessziik fel, részekre osztjuk, majd megszamoljuk, hogy hany
érték esik az egyes részintervallumokba. Ezek utdn a részintervallumokra mint alapokra
olyan téglalapokat emeliink, melyek teriilete aranyos az oda es6 darabszammal —
gyakorisag-hisztogram esetén magaval a darabszammal egyenl, relativ gyakorisag
hisztogramnal pedig a relativ gyakorisaggal. Egy-egy oszlop magassagat tehat ugy kapjuk,
hogy a megjelenitend értéket elosztjuk az oszlop alapjaul szolgald részintervallum
hosszaval (azonos hosszusagu részintervallumok esetén a teriiletek aranya persze
egyszeren a magassadgok aranyaban mutatkozik meg). Alapértelmezés szerint a Maple
relativ gyakorisag hisztogramot rajzol, vagyis az oszlopok Ossz-teriilete 1; az egységnyi
teriilet "kendik szét" az eloszléasra jellemz alakban.




[> plots[display] (H, pontok _plot) ;

A kisorsolt pontokat ravetitve latjuk, hogy az intervallumon kisorsolt értékek
Osszeszamlalasabol hogy keletkeznek a hisztogram oszlopai.

gyakorisadg-hisztogramnal az dsszes adat darabszamaval egyenl, relativ gyakorisag
hisztogramnal viszont az dssz-teriilet 1. Azonos paraméterekkel végrehajtott kiilonboz
kisérletsorozatok részben eltér hisztogramokat eredményeznek, de ezek dssz-teriilete
mindig megegyezik. Olyan, mintha egy adott dllandé mennyiséget "kennénk szét" egy-egy
kisérletsorozatban. Hasonlo kisérletsorozatok hisztogramjai alakilag hasonlitanak
egymasra, a hisztogramok alakja pedig jellemz a kisérletsorozat tipusara.

Megjegyzés: A hisztogram felbontdsanak finomsagat ésszeren, az adatmennyiséghez
viszonyitva kell meghatarozni. Esetiinkben a 100 elem mintdhoz valasztott 10 részes
felbontas jol érzékelteti, hogy az eloszlas nagyjabdl egyenletes, de vannak ingadozasok.
Durvabb felbontasnal természetesen csokken az informaciotartalom:
|:> Histogram(minta, bincount = 2);
Az adatmennyiséghez képest tilzottan nagy felbontasnal viszont a hisztogram talzottan
"ideges" lesz, a lokalis egyenetlenségek annyira felnagyitddnak, hogy mar akadalyozzak az
alak Iényegének, alapvet jellegének felismerését:
|:> Histogram(minta, bincount = 50);
b) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Y valdszinségi valtozé eloszlasfiiggvényét!
Jelen esetben minden negativ értékre az eloszlasfiiggvény értéke zérus, hiszen mivel Y
értékei 0 és 1 kozottiek (zérus valoszinséggel tud az érték kisebb lenni barmely negativ
szamnal). Az is konnyen adodik, hogy 1-nél nagyobb x értékekre az eloszlasfiiggvény
értéke mar konstans 1, hiszen mivel Y maximalis értéke 1, minden 1-nél nagyobb x értékre
100 % valdszinséggel kisebb lesz az adott x-nél.
Egy [0, 1]-beli x-re F(x) =P(Y < x) az a valdszinség, mellyel a kisorsolt érték x-nél
kisebb, marpedig ez a valdszinség geometriai kiszamitasi modja alapjan a[0, x ]
intervallum hosszéanak a teljes [0, 1] hosszahoz viszonyitott aranya, ami
E)lc—(()))) = % =x. Vagyis [0, 1 ]-en F(x) =x. Mindezek alapjan a [0, 1]-en egyenletes
eloszlasu Y valdszinségi valtozo eloszlasfliggvénye:
> F := x -> piecewise(x <=0, 0, x <=1, x, 1); # a
piecewise paranccsal adhatunk meg szakaszonként
értelmezett fiiggvényt
plot(F(x), x = -1..2, y = 0..1, scaling = constrained,
thickness = 3);
Az eloszlasfiiggvény jellegzetessége, hogy a grafikonjan balro6l jobbra haladva 0-rol
monoton modon felér 1-ig (ezt a tulajdonsagot mutatja a diszkrét eloszlasok 1épcss
fliggvénye is, csak az nem folytonos, mig ez igen).
Megjegyzés: Az eloszlasfiiggvény a P(Y < x) tipustu kérdésre kozvetleniil valaszt tud
adni: P(Y < x) =F(x).
Kozvetve viszont mas tipustakra is:
*P(Y>2x)=1—-P(Y<x)=1-—F(x);
. P(x1 <r< x2) =P(Y< x2) —P(Y< xl) =F(x2) —F(xl).
¢) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Y valoszinségi valtozo6 srségfiiggvényét!
A hisztogram finomitasaval (a kisérletek szamanak ¢€s igy a felbontasnak a folyamtos
ndvelésével) az abra "kisimul", az oszlopok teteje egy gorbéhez (jelen esetben egyeneshez)
kozelit. Ez a grafikonja az Y valoszinségi valtozo Un. srség-fliggvényének. A



srsegfiiggveny tehat a hisztogram hatarértekeként ertelmezhet. Ha egy adott x,, hely

kozelébe (az egyszerség kedvéért mondjuk jobbrol) felvesziink egy x értéket a tengelyen,
akkor egy hisztogramnak az [xo, x] intervallumra allitott oszlopanak teriilete az Y valtozo

ezen intervallumba esésének valdszinsége, ami az eloszlasfiiggvény segitségével
szamolhato: P(xO <r< x) =P(Y<ux)— P(Y< xo) =F(x) — F(xo)
F(x)—F (xo)

Az oszlop magassaga a teriiletének az alapjaval vett hanyadosa: m =

X—Xx
0
A hisztogram folyamatos finomitasaval (az oszlopok keskenyedésével) az oszlopok
magassaga egyre jobban kozeliti a hataresetként adodo srségfiiggvény értékéhez:
F(x)—F (xo)
f(x,) =lim =F '(x )
A srségfiiggvenynek ez a definicioja lathatdan megegyezik az eloszlasfiiggveény x-nal

vett differencialhanyadosaval! Vagyis az deriilt ki, hogy a srségfiiggvény az
eloszlasfiiggvény derivaltja (természetesen az eloszlasfiiggvény differencialhato helyeinél).
Jelen esetben az eloszlasfiiggvény 0-nal és 1-nél lathatéan nem differencialhato (mert
"szogletes"), a srségfliggvénynek ott szakadasa van (de az eloszlasfiiggvény legalabb
folytonos). (Ennél sulyosabb eset a diszkrét eloszlasoké, ahol a legfontosabb helyeknél az
eloszlasfiiggvény nemhogy nem differencialhatd, de még csak nem is folytonos.) A
srségfiiggvényt ilyenkor kiilon objektummal (palcikadiagrammal) tudjuk csak abrazolni.)

> f = x -> diff(F(x), x);
plot(f(x), x = -1..2, scaling = constrained, thickness =
3);

A fiiggvény szakaszonként folytonos, de a harom folytonos szakasza kozott két (elsfaju)
szakaddsa van.

A srségfiiggvény jellegzetessége, hogy végig pozitiv érték, "szélein" 0-hoz kozelit, az
alatta 1év 6sszes teriilet pedig 1. Ugy képzeljiik, hogy a teljes 100 % valdszinség "szét
van kenve" a fliggvény alatt, és azok a gyakoribb elforduld értékek a szdmegyenesen (x
tengely), ahol nagyobb a fiiggvényérték.

Megjegyzés: Szakaszonként folytonos fliggvény a Maple-ben a kovetkez, szakaszonkénti
definicioval adhat6 meg:

> f := x -> piecewise(x <=0, 0, x <=1, 1, 0);
plot(f(x), x = -1..2, y = 0..1, scaling = constrained,
thickness = 3);

d) Hatarozzuk meg az eloszlas és srségfiiggvényt a Statistics csomag eljarasait
hasznalva is!

A Maple beépitett eszkdzoket is tartalmaz valoszinségi valtozo eloszlés-
srségtiiggvényének meghatarozasara.

Az eloszlasfiggvény (CDF - Common Distribution Function):

> F := x -> CDF (Y, x);

plot(F(x), x = -1..2, scaling = constrained, thickness =
| 3);
A srségfiiggvény (PDF - Probability Density Function):
> f := x -> PDF (Y, x);

plot(f(x), x = -1..2, scaling = constrained, thickness =
L 3);

e) Vegyiink egy n=100000 elem mintat és abrazoljuk kozos grafikonon a
hisztogramot és az (elméleti) srségfiiggvényt!
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A kisérletek szdmanak novelésével mar finomabb felbontast hisztogram adédik, mely jobb
képet mutat a hattérben meghuzodo eloszlasrdl. Egyuttal egyre inkabb kozelediink a
valoszinségi eloszlas hattérben megbuvo srség-fliggvényéhez is:

[> n := 100000;

| minta := Sample (Y, n);

[> H := Histogram(minta, bincount = 50):

suruseg_plot := plot(f(x), x = 0..1, thickness = 3):

f(x);

p](.oz:s[display] (H, suruseg plot);

4. Feladat (Nem egyenletes eloszlas / 1.)
Vialasszunk ki véletlenszeren (geometriai valoszinség szerint) egy Y szamot a [0, 1]

intervallumbol és emeljiik négyzetre: Z=Y 2y

a) Abrazoljuk Z eloszlasat pontdiagramon illetve hisztogramon egy 10000 elem minta
alapjan!

b) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Z valészinségi valtozo eloszlasfiiggvényét!

¢) Hatarozzuk meg a Z valdszinségi valtozo srségfiiggvényét és vessiik 6ssze
grafikonjat az a) feladatrészben kapott hisztogrammal!

d) Hatarozzuk meg az eloszlas és srségfiiggvényt a Statistics csomag eljarasait
hasznalva is!

1 3
e) Szamitsuk ki kétféleképpen a P( 3 <Z< 1 ) valoszinséget!

YV Megoldas

[> restart;

a) Abrazoljuk Z eloszlasat pontdiagramon, illetve hisztogramon egy 10000 elem
minta alapjan!

Definialjuk a Z valoszinségi valtozot a Statistics csomag eszkozeivel!

> with (Statistics):

| randomize():

:> Y := RandomVariable (Uniform(0, 1)) ;

[> 2 := Y*2;

Vegytink egy 10000 elem mintat Z-bl és abrazoljuk pontdiagramon!

> n := 10000;
minta := Sample(Z, n);

[> pontok := [seq([i, minta[i]], i = 1..n)]:

| plot(pontok, style = point);

Forditott tengelykiosztassal:

B pontok forditott := [seq([minta[i], i], i = 1..n)]:

| plot(pontok forditott, style = point);

Szembetn, hogy bar a kapott értékek most is a [0, 1] intervallumon helyezkednek el a 4.
Feladatban bemutatott egyenletes eloszlashoz hasonldan (hiszen [0, 1 ]-bl valasztott
értékek négyzete is ugyanott van), nem egyenletesen oszlanak el az intervallumon, hanem
jol érezheten az alsé végén srsddnek.

Konnyen érthet példaul, hogy atlagosan az értékek fele most az also negyedbe esik,

hiszen az egyenletes eloszlas szerint valasztott, 50 % eséllyel



1 :
> alatti értékek négyzete

|
mar Z alatt lesz.

Végiil a hisztogram:

[> H := Histogram(minta): H;

A hisztogramnal most nem adtuk meg explicite a az oszlopok szamat (bincount), rahagytuk
a Maple-re annak ésszer beallitasat.

b) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Z valoszinségi valtozo eloszlasfiiggvényét!

A ¢) részben megkiséreljiik megallapitani azt az egzakt srségfiiggvényt, amit a
hisztogram kozelit.

Gyakran az eloszlasfiiggvény meghatarozasa a konnyebb - itt is ezzel kezdjiik, a
srségfliggvény utdna mar ennek derivalasaval adodik.

Feladatunk az F'(x) = P(Z < x) valdszinség meghatarozasa tetszleges x valds szamra.
Emlékezziink ra, hogy Z-t egy [0, 1 ]-en egyenletes eloszlasu Y valoszinségi valtozo
négyzeteként kaptuk!

F(x)=P(Z<x)=P(Y¥* <x)=P(Y<x),hax > 0.(x < 0 esetén kdnnyen lathato,
hogy F(x) =0.)

Mivel maga Y egyenletes eloszlast, ezért F(x) =P( Y< \/;) =\/7 a valdszinség
geometriai kiszamitdsi modja alapjan.

Ez természetesen a [0, 1] intervallumra vonatkozik, tle balra konstans 0, jobbra konstans
1. A teljes eloszlasfiiggvény:

> F := x -> piecewise(x <=0, 0, x <=1, sqrt(x), 1);
plot(F(x), x = -1..2, scaling = constrained, thickness =
3);

¢) Hatarozzuk meg a Z val6szinségi valtozo srségfiiggvényét és vessiik dssze

grafikonjat az a) feladatrészben kapott hisztogrammal!

Az eloszlasfiiggvény derivaltja lesz a srségfiiggvény (lathatdéan szakaszonként

derivalhato), melyhez a hisztogram kozelit.

|:> f :=x -> diff(F(x), x); £(x) = £(x);

|:> suruseg_plot := plot(f(x), x = -1..2, thickness = 3):
suruseg_plot;

Osszemasolva a hisztorgammal meggyz az illeszkedés:

|:> plots[display] (H, suruseg plot);

d) Hatarozzuk meg az eloszlas és srségfiiggvényt a Statistics csomag eljarasait

hasznalva is!

Az eloszlas ill. srségfiiggvényt Gigy is megkaphatjuk, hogy a korabbi feladatokban mar

megismert CDF és PDF eljarasokat meghivjuk a Z valdszinségi valtozora:

> F := x -> CDF(Z, x);
plot(F(x), x = -1..2, scaling = constrained, thickness =
3);

> f := x -> PDF(Z, x);
plot(f(x), x = -1..2, thickness = 3);

1 3
e) Szamitsuk ki kétféleképpen a P( 3 <Z< 4 ) valoszinséget!

Jelolje p a kérdéses valoszinséget! Az eloszlas- és a srségfiiggvényt is hasznalhatjuk p
kiszamitasdhoz. Lassuk elszor az eloszlasfliggvényt!
[> p := F(3/4) - F(1/3); evalf(%);
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Tehat 0.289 a valoszinsége, hogy Z az intervallumba esik. Mivel Z értékei a 0

374
koriil srsddnek, ezért p kisebb, mint az intervallum hossza, ami
3 1 5
1 3 1= 0.417.
. . . I 37.
A masik mod p kiszamitasara a srségfiiggvény integralasa az 34 intervallumon.
[> p := int(£(x), x = 1/3..3/4); evalf(%);
Ugyanazt az értéket kaptuk, ahogy az varhato is volt.
5. Feladat (Poisson-eloszlas)
A’k
Legyen a A > 0 pozitiv szam, és tekintsiik a p,=P(X=k)= Fe_l szamokat, ahol

k=0,1,2,..
a) Mutassuk meg, hogy a p, (k=0, 1,2, ...) valoszinségek egy diszkrét eloszlast

hataroznak meg! Ezt az eloszlast nevezziik A paraméter Poisson-eloszlasnak.

b) Rajzoljuk fel az eloszlast és az eloszlasfiiggvényt a [0, 12] intervallumon A=0.5, 1, 2
és S értékekre!

¢) Mekkora a valoszinsége, hogy X < 5, ha A=2?

Y Megoldis
[> restart;
a) Mutassuk meg, hogy a p, (k=0, 1,2, ...) valoszinségek egy diszkrét eloszlast

hataroznak meg! Ezt az eloszlast nevezziik A paraméter Poisson-eloszldsnak.

Felirjuk fiiggvényként az eloszlast és ellenrizziik, hogy a valdszinségek dsszege 1-et ad.

[> assume (lambda > 0); # ez a feltétel kell, kiildnben lenne
negativ valdészinség is; az ilyen jelleg deklaralt
feltételek a Maple-nek is segitenek a bevitt képletek

| értelmezésében

[> p := k -> lambda“k/k!*exp (-lambda) ;

[> sum(p(k), k = 0..infinity);

b) Rajzoljuk fel az eloszlast és az eloszlasfiiggvényt a [0, 12] intervallumon A=0.5, 1,

2 és 5 értékekre!

Elszor készitsiik el a lehetséges értékek listajat és a hozzajuk tartozd valoszinségek listait

A=0.5,1, 2 és 5 értékekre!

:> x := [seq(k, k =0..12)];

B px := [seq(p(k), k = 0..12)]; # valészinségek altalanos
lambdara; k=12-nél megallunk (elméletileg azonban

| végtelen a sorozat)

[> 'px 0.5 := eval(px, lambda=0.5); # behelyettesitjiik

|  lambda aktualis értékét az eval paranccsal

> px_1 := eval(px, lambda=1.0); # fontos, hogy lambda
float tipusi legyen, kiilonben a DiscretePlot nem fog

| mkoédni

[> px_2 := eval(px, lambda=2.0);
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|> px 5 := eval(px, lambda=5.0);
Abrazoljuk az egyes eloszlasokat a DiscretePlot eljarassal és az eloszlasfiiggvényeket a
korabban definialt diszkret eloszlasfuggveny eljarassal (elbb futtassuk le ujra a
A=0.5:
> with (DynamicSystems) :
DiscretePlot(x, 'px 0.5, style = stem, color = blue,
thickness = 3);

:> diszkret eloszlasfuggveny(x, 'px 0.57);

A=1:

> DiscretePlot(x, px 1, style = stem, color = blue,
| thickness = 3);

[> diszkret eloszlasfuggveny(x, px 1);

A=2:

> DiscretePlot (x, px 2, style = stem, color = blue,
|  thickness = 3);

:> diszkret eloszlasfuggveny(x, px_2);

A=5:

> DiscretePlot(x, px 5, style = stem, color = blue,
|  thickness = 3);

:> diszkret eloszlasfuggveny(x, px 5);

¢) Mekkora a valészinsége, hogy X < 5, ha A=2?

Mivel A=2, ezért a px, eloszlassal kell szamolni.

X < 5 azt jelenti, hogy X a {0, 1, 2, 3,4, 5} halmazbdl vehet fel értékeket (X

értékkészlete a természetes szamok halmaza).
Px<5)=P(X=0)+P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)+P(X=4) + P(X=5)

> "P(X <= 5)° := sum(px 2[k + 1], k = 0..5); # az index k
+ 1, mert az indexelés 1l-tl indul, nem 0-tél

Tehat A =2 esetén P(X < 5) =0.983.

6. Feladat (Eloszlasok, eloszlas- és srségfiiggvények)

a) Dontsiik el, hogy az alabbi tablazatok koziil melyik mutathatja egy diszkrét
valészinségi valtozo eloszlasat!

(A)

X, 0 5 6 10
2 0.2 0.4 0.4 0.1
(B)

X, 0.3 0.5 0.7 0.9
P 0.1 0.4 0.3 0.2
©)

X, -1 —05 |05 1




p; 0.3 1.3 |—0.s |o.z |
(D)

X; -5

P; 1.0

b) Valasszuk ki az alabbi grafikonok koziil azokat, melyeken egy valoszinségi valtozo
eloszlasfiiggvénye lathatdé! A kivalasztottak koziil melyek tartoznak diszkrét- és melyek

folytonos eloszlashoz?

A (B) ©
(D) (E) (¥)

-03 0 05 1
x

15 -2 0

2

4

6

8

¥ 05
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¢) Valasszuk ki az alabbi fiiggvények koziil a srségfiiggvényeket!

0 x<0
A) filx)=1 3 _, 0 < x
2
1 41 1
B) fz(x)=?tanh(x2+3]+?

©




0 x<0
24 1
?x 0<x< —
KO a6 6 o1
5 s 3 %
0 1<x

Y Megoldas

|:> restart;

a) Dontsiik el, hogy az alabbi tablazatok koziil melyik mutathatja egy diszkrét
valoszinségi valtozo eloszlasat!

(A) Rogzitsiik a tablazat adatait két vektorban: x tarolja az értékeket, p pedig a hozzajuk

tartozo valoszinségeket

>n : 4;
X :
P :

[0, 5, 6, 10]1;
[0.2, 0.4, 0.4, 0.1];
Ahhoz, hogy eloszlast kapjunk két tulajdonsagnak kell teljesiilnie:
@ 0=<p,=12,..,n)

(i) 2p,=1
i=1

Koénnyen lathato, hogy p minden eleme nemnegativ. Az dsszegiik viszont nagyobb, mint
l:

[> sum(p[i], i=1..n);

Tehat a tablazat nem ad eloszlést.

(B) Hasonloan ellenrizziik mint az (A) esetet.

>n = 4;
x := [0.3, 0.5, 0.7, 0.9];
p := [0.1, 0.4, 0.3, 0.2];

Minden valoszinség nemnegativ. Az dsszegiik:
[> sum(p[i], i=1..n);
Igy ez egy valoszinségi eloszlas.

©)
>n := 4;
x := [-1, -0.5, 0.5, 11;
p := [0.3, 1.3, -0.8, 0.2];

[> sum(p[i], i=1..n);
Habar az 6sszeg 1, ez nem lesz eloszlas, mert p, < 0 ¢s valoszinseg nem lehet negativ!
1;

(D)
[-51;

>n :
X
p := [1];

[> sum(p[i]l, i=1..n); # ez persze nyilvanvaldan 1

Ez tehat eloszlas lesz! (Az nem probléma, hogy csak egy értéket vehet fel, a —5-6t!)

b) Valasszuk ki az alabbi grafikonok koziil azokat, melyeken egy valoszinségi
valtozo eloszlasfiiggvénye lathato! A kivalasztottak koziil melyek tartoznak diszkrét-




és melyek folytonos eloszlashoz?
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Az eloszlasfiiggvényekre vonatkozo6 sziikséges és elégséges feltételek teljesiilését kell
ellenrizni. Ezek a kovetkezk:
(0) Ertelmezési tartomany: R (valos szamok halmaza)
(i) Ertékkészlet: 0 < F(x) < 1, minden x € R esetén
(i) Monotonitas: F(x) monoton n (monoton nem csokken)
(iif) Végtelenben vett hatarértékek: lim F(x) =0, lim F(x)=1

X—— o

(iv) Balrol folytonossag: lim F(x)=F(a), minden a € R esetén
xX—=a—

Megjegyzes: Az (i) feltétel kovetkezik (ii)-bl és (iii)-bl, ezért akar el is hagyhato.

(A) Nem eloszlésfiiggvény, mert nem balrdl folytonos (hanem jobbrol). Ezt abbol latjuk,
hogy a folytonos szakaszok bal oldaldn van tométt karika, nem a jobb oldalon.

(B) Erre a fliggvényre minden feltétel teljesiil, ezért eloszlasfiiggvény. Mivel nem szakad
vagy torik meg, ezért minden pontban derivalhatd, igy folytonos eloszlashoz tartozik (még
az is beleférne, ha véges sok pontban megtorne, de szakaddsok nem megengedettek).

(C) Erre a fliiggvényre is teljesiilnek a fenti feltételek (kiilondsebb meggondolast csak a
balrol-folytonossag igényel), ezért eloszlasfiiggvény. Mivel a grafikon vizszintes
"lépcskbl" all, ezért diszkrét eloszlashoz tartozik.

(D) Nem eloszlasfiiggvény, mert nem monoton nov (kb. x =0.3 és x =0.45 kozott
szigortian monoton csokken!).

(E) Habér ez hasonlo a (C) grafikonhoz, nem lesz eloszlasfliiggvény, mert a végtelenben 2 -
hoz tart, nem 1-hez!

(F) Ez eloszlésfiiggvény, mivel minden feltétel teljesiil rd (a monotonitas is). A fliggvény



nem szakad meg €s csak véges sok toréspontja van, ezért véges sok pont kivételével
differencialhatd. Ez azt jelenti, hogy van srségfiiggvénye ¢és igy folytonos eloszlast ir le.
(A srségfiiggvény létezésére vonatkozo precizebb matematikai feltételeket itt most nem
targyaljuk, elég a Iényeget érteni.)

¢) Valasszuk ki az alabbi fiiggvények koziil a srségfiiggvényeket!

0 x<0
A = —
W 013
2
3
1 x +1 1
B) f(x)= 5 tanh[ 213 ] + 5
0 x<0
24 1
?x 0<x< —
C x)=
e R TSR R
5 5 2
0 1<x
Ahhoz, hogy egy fiiggvény srségfiiggvény legyen, a kovetkez feltételeket kell
teljesitenie:

(0) Ertelmezési tartomany: R (véges sok pont kivételével)
(i) Pozitivitas: 0 < f(x)

(ii) Integral: J f(x) dx =1 (azaz a fiiggvény alatti teriilet 1)

Megjegyzes: a (ii) tulajdonsag kovetkezmenye, hogy lim f(x) =lim f(x) =0.
X—— ©

[> restart;

(A)
[> fl := x -> piecewise(x <= 0, 0, 3/2*exp(-x));
[> plot(fl(x), x = -1..5);

3 _
Ee > 0, ezért f,(x) = 0 is teljesiil (ez a grafikonon is latszik). Az integral viszont

nem 1, ezért £ (x) nem srségfiiggvény:
[> int(fl(x), x = -infinity..infinity);

(B)
ex _ e—x

Megjegyzés: tanh x = ————— (ejtsd: tangens-hiperbilikusz)
e +e

[> £2 := x -> 1/2*tanh((x*3+1)/(x*2+3)) + 1/2;
[> plot(f2(x), x = -5..10);
Ez nem lesz striiségfliggvény, mert co-ben nem 0-hoz (hanem 1-hez) tart, igy az integralja
(a fliggvény alatti teriilet) co.
©
[> f3 := x -> piecewise(x <= 0, 0, x <= 1/2, 24/5*x, x <=
1, 16/5-16/5*x, 0);
[> plot(£3(x), x = -0.5..1.5, discont = true);
[> int(£3(x), x = -infinity..infinity);



Tehat teljesiil az 6sszes feltétel, £ (x) srségfiiggvény (az nem baj, hogy nem folytonos,
0.5-ben szakadasa van).

V¥ 7. Feladat (Valészinség eloszlas-/srségfiiggvénybl)
Szamitsuk kia P(X > 1) ésa P(—2 < x < 2) valészinségeket, ha tudjuk, hogy
x<-—1

—-1<x<1
a) X eloszlasfiiggvénye F(x) =
1<x<3

0
1
3
2
3
1
0 x<-—1
1
8
b) X srségfiiggvénye f(x)= 3
8
0

0 x<0

o sinx 0<x< x
¢) X eloszlasfiiggvénye F(X) = 2

1 g <x
0 x<0

d) X srsegfiiggvénye f(x)=1 4 _g
qxe x>0

Y Megoldis
[> restart;
Egy valdszinségi valtozo adott intervallumba esésének valoszinsgét
stirtiségfiiggvénybdl az intervallumon torténd integraléssal, eloszlasfiiggvénybdl pedig —a
Newton-Leibniz tételhez hasonléan— a végpontokban felvett fliggvényértékek
kiilonbségének képzésével tudjuk szamolni. Diszkrét eloszlasoknal figyelembe kell venni
az intervallum zartsagat/nyiltsagat, folytonosaknal nem. Példaul: (¥ (x0+ ) a jobboldali
hatarerteket jeldli az x, pontban)
b
Pla<X<b)=F(b)—F(a) (=Jf(x) dx ha az eloszlas folytonos)

a

P@a<X<b)=F(b*)—F(a*) (



b
=J f(x) dx ha az eloszlas folytonos)

a
b

J f(x) dx, ha az eloszlas folytonos)

=
=
A
=
I
e
s
I

2]

Pla<x)=1— F(a) (=J f(x) dx, ha az eloszlas folytonos)

b
P(x<b)=F(b™") (=J f(x) dx, ha az eloszlas folytonos)

stb...
0 x<-1
% —-1<x<1
a) X eloszlasfiiggvénye F(x) = 5
? 1<x<3
1 3I<x

A megadott eloszlasfiiggvénybl szamoljuk a valdszinségeket. F(x) diszkrét eloszlast

hataroz meg (mert Iépcss fliggvény), ezért ligyelni kell az intervallum

nyiltsdgara/zartsagara!

[> F := x -> piecewise(x <= -1, 0, x <= 1, 1/3, x <= 3,
2/3, 1);

| 'F(x)' = F(x);

[> PO := diszkret eloszlasfuggveny([-1, 1, 31, [1/3, 1/3,

1/3]): PO; # futtassuk Gjra a feladatsor elején az

eljarast definialdé parancsot

2 1
PX>1)=1—F(1T)=1- 3°3 (x=1-ben a jobboldali hatarérték a kovetkez
1épcs magassaga (iires karika)). Lassuk ezt a szamitast Maple-lel:
[> 'P(X > 1) :=1 - 1limit(F(x), x = 1, right);

Az alabbi dbran a fliggleges kék vonal hossza a kiszdmolt valoszinség.

> Pl := plot({[[O0, 2/3],[1, 2/3]1, [[O, 1],I3, 1]1},
linestyle = dot, color = blue):
P2 := plot([[0.2, 2/3],[0.2, 1]], color = blue,
thickness = 3):
plots[display] (PO, P1, P2);

m—23X<m=nm—ﬂ—m=%_o=%
[> 'P(-2 <= X < 2)° := F(2) - F(-2);

> P3 := plot({[[-1, 0.01],[0.2, 0.01]1]1, [[O0, 2/3],[1, 2/3]
1}, linestyle = dot, color = blue):

P4 := plot([[0.2, 0],[0.2, 2/3]], color = blue,
thickness = 3):

plots[display] (PO, P3, P4);




0 x<-1
% —-1<x<1
b) X srségfiiggvénye f(x)=
3
— 1<x<3
8
0 3I<x
A srségfiiggvénybl integralassal szamitjuk a valoszinségeket.
> f := x -> piecewise(x <= -1, 0, x <=1, 1/8, x <= 3,

3/8, 0); '"f£(x)' = £(x);
[> PO := plot(f(x), x = -2..4, discont = true, thickness =
3): PO;

Pw>n=Jﬂmw
1

[> "P(X > 1) := int(f(x), x = 1..infinity);

A kovetkez dbra mutatja a srségfiiggvény alatti teriiletet.

[> Pl := plot(f(x), x = 1..4, discont = true, thickness =
3, filled = [color = blue, transparency = 0.5]):
plots[display] (PO, P1);

2

m—zsx<m=qumx
-2
[> "P(-2 <= X < 2)" := int(f(x), x = -2..2);
A kovetkez abra mutatja a srségfiiggvény alatti teriiletet.
> P2 := plot(f(x), x = -2..2, discont = true, thickness =
3, filled = [color = blue, transparency = 0.5]):
plots[display] (PO, P2);
3 5
Tehat P(X > I)ZZ ésP(—2<X<2) =g
A valdszinségeket a Statistics csomag segitségével egyszerbben is kiszamithatjuk.
Elszor definidljunk egy olyan valdszinségi valtozot, melynek f(x) a srségfiiggvénye:
|:> X := RandomVariable (Distribution (PDF = f));

> Probability (X > 1);
Probability ({X >= -2, X < 2});

0 x<0

. T
Lo g sinx 0<x< —
¢) X eloszlasfiiggvénye F(X) = 2

T
1 ? <x
Az eloszlasfliggvény:
|:> F := x -> piecewise(x <= 0, 0, x <= Pi/2, sin(x), 1); 'F
(x)' = F(x);

[> PO := plot(F(x), x = -1..(Pi/2 + 1), thickness = 3,
discont = true): PO;

Ez a fiiggvény folytonos eloszlashoz tartozik, mert folytonos és 1 pont kivételével
differencialhat6. A valdszinséget az eloszlasfiiggvénybl szamoljuk (a jobb oldali



hatarértékkel a folytonossag miatt most nem kell foglalkozni):

P(X>1)=1—-F(1)

[> 'P(X > 1) :=1- F(1); evalf(%);

> Pl := plot({[[0, F(1)],[1, F(1)]]1, [[O, 1],[Pi/2, 1]1]},
linestyle = dot, color = blue):

P2 := plot([[0.1, F(1)],[0.1, 1]], color = blue,
thickness = 3):

| plots[display] (PO, P1, P2);
P(=2<X<2)=F2)—-F(-2)=1-0=1

> 'P(-2 <= X< 2) :=F(2) - F(-2); evalf (%)

> P3 := plot({[[0, 1],[Pi/2, 1]]}, linestyle = dot, color
= blue):
P4 := plot([[0.1, 0],[0.1, 1]], color = blue, thickness
= 3):

plots[display] (PO, P3, P4);

A valoszinségeket a Statistics csomag segitségével egyszerbben is kiszamithatjuk.
Elszor definidljunk egy olyan valdszinségi valtozot, melynek F(x) az
eloszlasfiiggvénye:

[> X := RandomVariable (Distribution (CDF = F)) ;

> Probability (X > 1);
Probability ({X >= -2, X < 2});

Megjegyzés: ez a modszer diszkrét eloszlasokra (pl. az a) feladatrészre) nem mindig
mkodik, mert nem veszi figyelembe az intervallum hatarait.

0 x<0

d) X srségfiiggvénye f(x)=4{ ; -

er x>0

A srségfiiggvénybl integralassal szamitjuk a valoszinségeket.

> f := x -> piecewise(x <= 0, 0, 1/4*x*exp(-x/2)); 'f(x)'
= £(x);

[> PO := plot(f(x), x = -3..15, thickness = 3): PO;

[SYRS

PX>1) :J f(x) dx
1
[> "P(X > 1) := int(f(x), x = 1..infinity); evalf(%);
Az alabbi dbra mutatja a srségfiiggvény alatti teriiletet:
|:> Pl := plot(f(x), x = 1..15, thickness = 3, filled =
[color = blue, transparency = 0.5]):
plots[display] (PO, P1);
2

H—2£X<ﬂ=waMx
-2

[> "P(-2 <= X < 2) :=int(f(x), x = -2..2); evalf(%);
Az alabbi abra mutatja a srségfliggvény alatti teriiletet:
|:> P2 := plot(f(x), x = -2..2, thickness = 3, filled =

[color = blue, transparency = 0.5]):

plots[display] (PO, P2);
Tehat P(X > 1) =0910¢és P(—2 < X < 2)=0.264.
A valdszinségeket a Statistics csomag segitségével egyszerbben is kiszamithatjuk.
Elszor definidljunk egy olyan valdszinségi valtozot, melynek f(x) az srségfiiggvénye:
|:> X := RandomVariable (Distribution (PDF = f));



> Probability (X > 1);
Probability ({X >= -2, X < 2});

V¥ 8. Feladat (Konstans meghatarozasa eloszlas-/srségfiiggvényben
/1.)

a) Az alabbiakban egy X valoszinségi valtozo eloszlasfiiggvénye van megadva.
Hatarozzuk meg a 'c' konstans értékét és abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt! Diszkrét
esetben adjuk meg és abrazoljuk X valdszinségi eloszlasat, folytonos esetben pedig
hatarozzuk meg és abrazoljuk srségfiiggvényét!

0 x<5
1
(A) Fx)={ 5 5<x<7
c 7T<x
0 x<0
(B) F(x)={ caresin(\/x) 0<x<1
1 1<x

b) Az alabbiakban egy X folytonos eloszlasu valészinségi valtozo srségfiiggvénye van
megadva. Hatarozzuk meg a 'c' konstans értékét, valamint abrazoljuk a
srségfiiggvényt és az eloszlasfiiggvényt!

2
©) flx)=——¢ '®

J2r

0 x<1

D) f(x)= c—%x 1<x<2

0 3<x

YV Megoldas

[> restart;

a) Az alabbiakban egy X valoszinségi valtozo eloszlasfiiggvénye van megadva.
Hatarozzuk meg a 'c' konstans értékét és abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt! Diszkrét
esetben adjuk meg és abrazoljuk X valdészinségi eloszlasat, folytonos esetben pedig
hatarozzuk meg és abrazoljuk srségfiiggvényét!

Ugy kell megvalasztani ¢ értékét, hogy F(x) teljesitse az eloszlasfiiggvényre vonatkozo
sziikséges ¢€s elégséges feltételeket (1asd 5. Feladat, b pont).

A)

x<35

W~ o

S<x<7




Mivel x > 7 esetén F(x) =c, ezért lim F(x) =c. De eloszlasfliggveény o -ben vett

hatarértékének 1-nek kell lennie, vagyis ¢ = 1. Abrazoljuk F(x)-et!

|:> c :=1;
F := x -> piecewise(x <=5, 0, x <=7, 1/3, c);
|:> pPlot(F(x), x = 3..9, discont = true, symbolsize = 18,
symbol = solidcircle, color = red);
Lathatjuk, hogy ez tényleg eloszlasfliggvény: monoton ndv, balrdl folytonos és — o -ben
vett hatarértéke 0. Rdadasul mivel 1épcss fliggvény, ezért diszkrét eloszlast hataroz meg.
Az eloszlas lehetséges értékeit az eloszlastiiggvény ugrasi helyei adjak, a hozzajuk tartozé

: 1
valoszinségek pedig a Iépcsfokok magassagai lesznek: x, =5, p, = 3 (els Iépcsfok

1 2 1 .
magassaga), x, =7, p, =1 — 3°3 (a 2. 1épcsfoknal 3 -r6l 1-re ugrik a fiiggvény).
Tablazat beszirasdhoz valasszuk az Insert meniibl a Table lehetséget:
X, 5 7
1
P; 12
3 3

Ellenrizhetjiik, hogy a valoszinségek Osszege tényleg 1:
> x := [5, 71
| px := [1/3, 2/3];
> 'px[1] + px[2]' = px[1] + px[2];
Az eloszlas pélcikadiagramon abrazolva:
[> with (DynamicSystems) :
DiscretePlot(x, px, style = stem, color = blue,
|  thickness = 3);
A munkalap elején szerepl diszkret eloszlasfuggveny eljarassal picit szebb abrat is
készithetiink az eloszlasfiiggvényrl:
> diszkret eloszlasfuggveny (x, px);

(B)

0 x<0

F(x)={ caresin(yx) 0<x<1
1 1 <x

:> restart;

[> F := x > piecewise(x <= 0, 0, x < 1, c*arcsin(sqgrt(x)),

I

Probaljunk ki néhény helyettesitési értéket c-re:

> plot(eval(F(x), c¢c = 1), x = -1..2, discont = true,

|  thickness = 3);

[> plot(eval (F(x), ¢ = 1/2), x = -1..2, discont = true,

| thickness = 3);

[> plot(eval (F(x), ¢ = -1/2), x = -1..2, discont = true,
thickness = 3);

Mivel arcsin(\/? ) pozitiv a ]0, 1] intervallumon, ezért csak ¢ > 0 lehet j6 (maskiilonben
negativ értékeket venne fel az eloszlasfliggvény)!

Masrészt c-arcsin(\/? ) < I-nek kell teljesiilnie a ]0, 1[ intervallumon ahhoz, hogy



F(x) monoton nov legyen. Mivel c-arcsin(ﬁ ) folytonos és monoton nov fiiggvény a
10, 1] intervallumon, ezért sup c-arcsin(\/? ) = c-arcsin(\/T ) =c- g (x=1-ben
x€10,1
érné el a maximalis értéket). Tehat a fenti c-arcsin(\/; ) < 1 feltétel akkor és csak akkor
teljestil, ha
T

2
cc— < l,azazc < —!
2 T

. . 2 1
Ebbl ugy tnhet, hogy c-re tobb j6 megoldés is van (pl. c=—, c¢= 5 C= 0, stb.), de
T

még figyelembe kell venni azt, hogy F(x)-nek balrdl folytonosnak kell lennie x = 1-ben
(ebben a feladatrészben ez egy 1ényegi feltétel, ugyanis F'(x) Ggy volt megadva, hogy
x =1-ben jobbrol —de balrdl nem feltétleniil- folytonos).

F(1)= lim F(x)= linll c-arcsin(y/x ) =c-arcsin({1) :c.g
L

x—-1—

2
amibl F(1)=1 miatt c = — kovetkezik.

T
> unassign('c') ;
isolate(F(1l) = c*arcsin(sqrt(l)), c); assign(%);
evalf (c) ;
[> plot(F(x), x = -1..2, discont = true, thickness = 3);

A grafikon mutatja, hogy az eloszlasfiiggvény folytonos és két pont kivételével
differencialhat6, ezért folytonos eloszlast hatdroz meg. A srségfiiggvény az
eloszlasfiiggvény derivaltja: f(x) =F"'(x).
|:> f :=x -> diff(F(x), x),; '£(x)' = £(x);
[> plot(f(x), x = -1..2, discont = true, thickness = 3);
b) Az alabbiakban egy X folytonos eloszlasu valoszinségi valtozo srségfiiggvénye
van megadva. Hatarozzuk meg a 'c' konstans értékét, valamint abrazoljuk a
srségfiiggvényt és az eloszlasfiiggvényt!
©

2

¢ T}
e

J2m
Ugy kell megvalasztani ¢ értékét, hogy f'(x) teljesitse az eloszlasfiiggvényre vonatkozo
sziikséges ¢€s elégséges feltételeket (1asd 5. Feladat, ¢ pont).
Az nyilvanvald, hogy ¢ > 0-nak teljesiilnie kell, mert f(x) nemnegativ. A masik feltétel
szerint f(x) integralja a valds szdmegyenesen 1 -et kell, hogy adjon.
|:> restart;
[> £ := x -> c/sqrt(2*Pi) *exp (-x*2/18) ;
[> int(f(x), x = -infinity..infinity);

J(x) =

1
Ebbl c= 3 adodik. Oldjuk meg Maple-lel is az egyenletet:

; isolate(int(f(x), x = -infinity..

> unassign('c');
=1, c); assign(%);

infinity)
Abrazoljuk f(x)-et:
[> plot(f(x), x = -12..12, thickness = 3);



Megjegyzés: ez a fliggvény egy normal eloszlas srségfliggvénye, haranggdrbének is
nevezik. A késbbiekben gyakran fogunk vele taldlkozni!

X

Az eloszlasfiiggvény a srségfiiggvény integralfiiggvénye: F(x) =J f(¢) dt

[> F := x -> int(£(t), t = -infinity..x);
F(x);

[> pPlot(F(x), x = -12..12, thickness = 3);
(D)

0 x <1

1
f(x)= c—zx 1<x<2

0 3<x

f(x) egyediil az [1, 2] intervallumon nem nulla, és ott monoton csdkken, igy a
nemnegativitashoz sziikséges és elégséges feltétel f(2) > 0.

[> restart;

[> £ := x -> piecewise(x <= 1, 0, x <= 2, c - 1/4*x, 0);
[> isolate(£(2) >= 0, c);

Ebbl a feltételbl ¢ > % adodik. Lassuk most az integralt:

[> int(£(x), x = -infinity..infinity);

(o]

Oldjuk meg az J f(x) dx=1 egyenletet!

— 0

isolate(int(f(x), x = -infinity..infinity) =1, c);
assign (%) ;

11 | e, T 11 .
Y > > - 18y az els (pozitivitasi) feltétel is teljesiil, ¢ = o @ helyes megoldas!
Abrazoljuk grafikonon a srségfiiggvényt!
|:> plot(f(x), x = 0..3, thickness = 3, discont = true);
Lathatjuk, hogy f(x) nem folytonos és 1-nél nagyobb értéket is felvesz, de ez
megengedett a srségfiiggvényeknél.

Az eloszlasfiiggvény ennek integralfiiggvénye:

[> F := x -> int(f(t), t = -infinity..x); F(x);

[> Plot(F(x), x = 0..3, thickness = 3, discont = true);
Megjegyzés: a (C) és (D) pontban kapott eloszlasok mind folytonosak, mert van
srségfiiggvényiik (az eleve meg volt adva).

|:> unassign('c');

¥ Gyakorlo feladatok

Gy/1. Feladat (Két dobokocka minimuma)

'Tiﬂdegohhﬁi




V¥ Gy/2. Feladat (Pont a koron)
I Megoldis
V_ Gy/3. Feladat (Normal eloszlas)
I Megoldis
V_ Gy/4. Feladat (Kornyezetszennyezés)

I Megoldas

V¥ Gy/5. Feladat (Eloszlas- és srségfiiggvények)

R4 Megoldas

V¥ Gy/6. Feladat (Konstans meghatarozasa eloszlas-
/srségfiiggvényben / 2.)

Y Megoldis



