9. Gyakorlat

Y Maple ismerkedés

Grafikonok, fiiggvényabrazolas II.:

Egyéb abrazol6 eljarasok: plots[pointplot], plots[polarplot], DynamicSystems[DiscretePlot],
Statistics[LineChart], Statistics|Histogram]

| > restart;

> plots[polarplot] (sgrt(t), t = 0..2*Pi);

Ll
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=> DynamicSystems [DiscretePlot] ([1, 2, 3, 4, 5], [1, 1.5, 2, 3,
4], style = stem, thickness = 3);




=> DynamicSystems [DiscretePlot] ([1, 2, 3, 4, 5], [1, 1.5, 2, 3,
4], style = stair, thickness = 3);




> Statistics[LineChart] (<1,1.5,1.8,2>, style = line);




> Statistics[Histogram] ([4, 1, 2, 4, 3, 1, 4, 2, 2, 1, 41,
discrete = true, thickness = 30);




=> plots[inequal] ({x + vy < 4, x + 2*y >= 3}, x

0.

.5,

.5);



=> Pl := plots[inequal] ({x + v < 4, x + 2*y >= 3}, x = 0..5, y =
-2..5, optionsfeasible = [color = red, transparency = 0.5]);
Pl;
Pl =PLOT(...)




=> plots[inequal] ({x + y < 4
optionsfeasible

, X + 2*y >= 3}, x =0..5, y = -2..5,

= [color = red, transparency = 0.5],
optionsexcluded = [color = green, transparency = 0.5],
optionsopen = [color = blue, thickness = 3,

linestyle = dash]);




> plots[inequal] ({x + y < 4, x + 2*y >= 3}, x = 0..5, y = -2..5,

optionsfeasible = [color = red, transparency = 0.5],
optionsexcluded = [color = green, transparency = 0.5],
optionsopen = [color = blue, thickness = 3, linestyle = dash],

optionsclosed = [color = red, thickness = 3]);




=> P2 := plots[inequal] ({}, x = 1..4, y = 2..4, optionsfeasible =
[color = blue, transparency = 0.5]): P2;




> plots[display] ([P2, P1]):




VY Varhato érték, szoras

¥ Elméleti osszefoglalo

A valdszinségi valtozoval szamszersitett kisérleti eredmény szadmértékkeént jelenik meg a
szamegyenesen. Sokszori elvegzeskor sok pont —egy ponthalmaz— keletkezik. Ennek szerkezetet
teljes részletességgel a valdszinségi valtozo eloszlasa irja le, am ez adott esetben akar sok
(esetleg végtelen sok) értékbl allhat. Ugyanakkor barmilyen nagy adathalmaz (valdszinségi
eloszlés) alapvet jellege elég jol megragadhato két egyszer mérszammal: a varhato értékkel és
a szorassal.

Els megkozelitésben fontosnak €s szemléletesnek tn adat, hogy mi a ponthalmaz "kozepe",
vagyis az atlagos érték, ill. hogy ezen érték koriil mennyire "teriil szét", vagyis mennyire szorodik
a tobbi pont. Ez a két adat a varhato érték és a szoras; mindkett egy-egy egyszer mérszadmmal
jellemezhet. Ahhoz képest, hogy a hattérben igen valtozatos kisérleti konstrukciok és
valoszinségi modellek allhatnak, gyakorlati szempontbo6l ez a két egyszer szam els
kozelitésben meglepen jol jellemzi az eloszlas szerkezetét.

Rogton szogezziik le, hogy a varhat6 érték nem a legvaloszinbb értéket jelenti, inkabb az "atlag"
fogalmanak a valoszinségelméleti megfelelje! Nem kizart esetenként, hogy az atlagos és a
legvaldszinbb érték egybeesik, de gyakran nem igy van, st, diszkrét valtozonal az is gyakori,
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hogy az atlagos érték el sem allhat: nincs a valtoz6 értékkészletében.

Egy kisérletsorozatban a valdszinségi valtozo atlagos értéke az Gsszes (akar ismétlden)
elforduld érték atlaga. Konnyen megmutathatd, hogy ez a lehetséges értékeknek a relativ
gyakorisagokkal - elméleti hataresetben pedig az azok hatarértékeként ad6do valoszinségekkel
sulyozott atlaga. Ha ugyanis az 0sszeget x,, x, ... €rt€kenként csoportositva keépezziik, akkor a

teljes Osszeg x,-k; +x,°k, +..., ahol k, k, ... az egyes €rt€kek elfordulasi darabszamai. Az

Osszeget elosztva az Osszes érték darabszamaval kapjuk az atlagot:

- Xk txyk, A+ k, ky ; . .

X= =x;-— +x,r— +...,a — értekek pedig elm¢leti hataresetben az egyes
n n n n

ertékek elfordulasi valoszinségeihez tartanak: E(X) =x,-p, +x,-p, +...

Ugyanaz az atlag kiilonféleképp szorddo értékekbl is kijohet. Ha egy céltablanak atellenes
oldalait talaljuk el 16vésekkel, akkor is megvan atlagban a kdzepe, mégis jobb teljesitménynek
szamit, ha inkabb mindig a kozepét talaljuk el. Az atlagtdl vald eltérés mérszama a szords. Ez
definici6 szerint a varhat6 értéktl vald eltérések négyzete varhatd értékének négyzetgyoke.
(Hogy miért ez a célszer definicio, €s miért nem elegend mondjuk egyszeren a kiilonbségek
abszolutértékének atlagat venni, az mélyebb meggondoldsokat igényel, ezért itt nem részletezziik.
Azt is szoktuk mondani, hogy elszor szorasnégyzetet vagy mas széval varianciat szamolunk:

Var(X) =0, =E((X-E(X))?) = (x, = E(X) ) 2p, + (1, ~ E(X) ) *:p, +..

A hisztogram— surusegfuggveny atmenet alapjan megteheto —itt most nem reszletezendo—
meggondolasok alapjan a varhato értéknek a diszkrét valdszinségi valtozoknal még szummaval
felirt definicioja —a szummazas hatarértekekent— folytonos valoszinusegi valtozoknal integralba
megy at:

[e2]

E(X) = Y x-p, — E(X) —{ xof (x) dx

i=1

A varhato értékhez hasonldan a variancia diszkrét valtozoknal még szummaként felirt definicioja
integralla alakul:

oo
n

Var(X) =6, = Zl (x,—E(X) ) p, = Var(X) = ci[ (x-E(X)) 2/ (x) dx

A szoras ennek négyzetgydke: 6, =+ Var(x) .
Kidolgozott feladatok

YV A palcikadiagram eljaras varhato érték és szoras szemléltetésére

Ha adott egy Y diszkrét valdszinségi valtozoé y értékekkel és a hozzajuk tartozo py
valoszinségekkel, akkor az alabbi eljaras palcikadiagramon ébrazolja az eloszlast, valamint
szemlélteti a varhato értéket €s a szorast.

> palcikadiagram := proc (y, py, mu, sigma)

local db, palcikaplot, wvarhatopont, szoraspont,
varhatoplot, szorasplot;

db := nops(y):;

palcikaplot := DynamicSystems|[DiscretePlot] (y, py, style
= stem, color = blue, thickness = 3);

varhatopont := [[mu, 0]];

szoraspont := [[mu-sigma, 0], [mu+sigma, 0]];




varhatoplot := plot(varhatopont, style = point, symbol =
soliddiamond, symbolsize = 20, color = red);

szorasplot := plot(szoraspont, style = point, symbol =
diamond, symbolsize = 20, color = red);

plots[display] (palcikaplot, wvarhatoplot, szorasplot);
end proc:

V¥ 1. Feladat (Kockadobas / 2.)*

Dobjunk egy (6 oldali) dobdkockaval, jelolje X a dobott szamot. Az elz feladatsorban
felirtuk az X valészinségi valtozo eloszlasat és szemléltettiik azt palcikadiagramon.

d) Hatarozzuk meg X varhato értékét, varianciajat és szorasat. Szemléltessiik ezeket az a)
pontban kapott palcikadiagramon!

e) Irjunk Maple-eljarast a varhato érték, variancia és szoras kiszamitasara!

f) Szamitsuk ki, hogy mekkora valészinséggel esik X a varhato érték szoras sugaru
korzetébe.

Y Megoldas

|:> restart;

A kockadobas kisérlet kozvetleniil egy 1-6 értékek kozti szamszer eredményt ad. Az X
valoszinségi valtozo lehetséges értekeit egy listaban rogzitjiik:

>x :=1[1, 2, 3, 4, 5, 6];
i x:=1[1,2,3,4,5,6] (2.2.2.1.1)
Az egyes értékek bekovetkezési valoszinségeit szintén listaban rogzithetjiik.
>px := [1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6, 1/6];
(1 11
px = ' 6 666" 6 (2.2.2.1.2)

AzX diszkrét valoszinségi valtozo eloszlasa a lehetséges x; ért€kekhez azok bekovetkezési
valoszinséget (p, =P(X in)) rendel fliggvény, melyet az alabbi tdblazattal
szemléltethetiink:
> eloszlas X = linalg[augment] (matrix(2, 1, ['x i', 'p_i']
), matrix(2, 6, [x, px])); # a linalg csomag augment
eljarasa két matrix Osszeragasztasara hasznalhaté
xi 1 2 3 4 5 6

eloszlas X = 1 1 1 1 1 (2.2.2.1.3)

. 1
Pt 6 6 6 6 6

(_1) Hatarozzuk meg X varhato értékét, varianciajat és szorasat. Szemléltessiik ezeket
az a) pontban kapott palcikadiagramon!
Az X valoszinségi valtozo varhato érteke az x, értekek p, valoszinségekkel sulyozott

atlaga:
> db := nops(x);
EX := sum(x[i]*px[i], i = 1..db); evalf (%)
db =6
=7
EX: 7
3.500000000 (2.2.2.14)

A kockadobas varhaté értéke tehat 3.5, ami az egyenl valdszinséggel bekovetkez



1,2,3,4,5, 6 értékek atlaga, épp féluton az 1 és 6 értékek kozatt. Erdekes modon ez az
atlag nincs a valtozod lehetséges értékei kozott, vagyis 0 a gyakorisaga!
Kovetkezre szamoljuk ki a varianciat!

> VarX := sum((x[i] - EX)“*2*px[i], i = 1..db); evalf(%);
35
X = -
Var. T
i 2.916666667 (2.2.2.1.5)
Ennek négyzetgyoke a szoras:
> sigmaX := sqrt(VarX); evalf (%)
sigmaX = % 105
1.707825129 (2.2.2.1.6)

2
A variancia meghatdrozhat6 a tanult Var(X) =E (Xz) —F (X ) képlettel is, mely a

gyakorlatban sokszor jobbal hasznalhat6, mint a definici6. Ehhez elbb meg kell hatarozni

E(X?)-et!
> EX2 := sum(x[i]*2*px[i], i = 1..db); evalf(%);
91
EX2 = —
6
i 15.16666667 (2.2.2.1.7)
[> VarX = EX2-EX*2;
35 _ 35
T (2.2.2.1.8)

Az a) pontban készitett palcikadiagramot kiegészithetjiik tigy, hogy a varhato értéket és a
szorast is megjelenitjiik. Ehhez a munkalap elején definialt palcikadiagram eljarést
hasznalhatjuk!

> palcikadiagram(x, px, EX, sigmaX) ;




0.16

0.14

0.121

0.101

0.08

0.067]

0.04

0.02+

e) rjunk Maple-eljarast a varhat6 érték, variancia és szoras kiszamitasara!
> varhato_ertek := proc(y, py)
local db;
db := nops(y) -
return sum(y[i]*py[i], i = 1..db);
end proc:
> variancia := proc(y, pYy)
local wvarhato, db;
db := nops(y):
varhato := varhato_ertek(y, py)’
return sum((y[i] - wvarhato)*2*py[i], i = 1..db);
end proc:
> szoras := proc(y, PY)
return sqrt(variancia(y, py)):
|  end proc:
Probaljuk is ki ezeket!
> varhato_ertek (x, px);
variancia(x, px);
szoras (x, px);




35
12

% J105 (2.2.2.1.9)

f) Szamitsuk ki, hogy mekkora valészinséggel esik X a varhato érték szoras sugaru
korzetébe.
AkérdésaP(E(X) —o6(X) <X <EX) +06(X) ) valoszinségre vonatkozik. Ez a fenti
diagramon a két iires belsej jelol kozotti oszlopok magassagainak Osszege.
> also := evalf(EX - sigmaX); # itt lebegpontosan ki kell
értékelni az eredményt, kiillonben nem szamként lesz
kezelve
felso := evalf (EX + sigmaX) ;
also :=1.792174871
felso :=5.207825129 (2.2.2.1.10)
> osszeg := 0:
for i from 1 to db do
if x[i] >= also and x[i] <= felso then
osszeg := osszeg + px[i];
end if;
end do;
"P(EX - sigmaX <= X <= EX + sigmaX) := osszeg;

P(EX - sigmaX <= X <= EX + sigmaX) .= % (2.2.2.1.11)

Tehat % az esélye annak, hogy X a véarhat6 érték szoras sugaru korzetébe esik, % eséllyel

viszont a szorasnal nagyobb mértékben tér el a varhato értéktl!
Ezt a Statistics csomag segitségével is megkaphatjuk, ha definialjuk az X-nek megfelel,
diszkrét egyenletes eloszlasu valoszinségi valtozot.

| > with(Statistics):
> X := RandomVariable (DiscreteUniform(1l, 6));
i X= R (2.2.2.1.12)
[> Probability ({EX - sigmaX <= X, X <= EX + sigmaX}) ;

% (2.2.2.1.13)
Zkz eloszlasfiiggvénybl is kiszamolhato a keresett valdszinség:
>F := x -> CDF(X, x); # X eloszlasfiiggvénye
i F = x—Statistics:-CDF (X, x) (2.2.2.1.14)
B F(EX + sigmaX) - limit(F(y), y = EX - sigmaX, left);

% (2.2.2.1.15)

Z_\Iegjegyzés: a Maple az eloszlasfiiggvényt az altalunk tanult F(x) = P(X < x) képlettl
eltéren az F(x) = P(X < x) képlettel definidlja, ezért kellett bal oldali hatarértéket
széamitani a kivonandonal:
P(EX) —0(X) <X<EX)+06(X))=P(X<EX)+0X)) —P(X<EX)
—o(X)) =F(E(X) +06(X))- lim F(y)
y—= (E(X) —o(X))~
.> Mean (X) ;
ExpectedValue (X) ;



(2.2.2.1.16)

=> Variance (X) ;
StandardDeviation (X) ;

— J105 (2.2.2.1.17)

V¥ 2. Feladat (Dobas két kockaval / 2.)

Dobjunk két dobokockaval egyszerre! Az Y valészinségi valtozoban jegyezziik fel a két
dobott érték maximumat!

e) Szamitsuk ki a varhato értéket, a varianciat és a szorast! Jeloljiik be az eloszlast
abrazolo palcikadiagramon a varhato értéket és a szorast!

f) Szamitsuk ki, hogy mekkora valdszinséggel lesz Y kisebb a varhato értékénél!

\ 4

Megoldas
|:> restart;
A valtozo értékkészlete 1-t1 6-ig terjed - a feljegyzett maximum 1 is lehet, ha mindkét
dobas 1-es, de persze ez viszonylag ritka érték lesz.
>y :=1[1, 2, 3, 4, 5, 6];
yv:i=1[1,2,3,4,5,6] (2.2.3.1.1)
A valdszinségi valtozoé értékeihez tartozo valoszinségeket meghataroztuk az elz
feladatsorban:
>py := [1/36, 3/36, 5/36, 7/36, 9/36, 11/36];
i PY=1367 127 36° 367 4° 36 (2.2.3.1.2)
e) Szamitsuk ki a varhato értéket, a varianciat és a szorast! Jeloljiik be az eloszlast
abrazolo palcikadiagramon a varhaté értéket és a szorast!
> db := nops(y):;
EY := sum(y[i]l*py[i], 1 = 1..db); evalf (%),

db =6
_lel
EY: 36
4.472222222 (2.2.3.1.3)

Lathato, hogy a maximumok atlagos értéke az értéktartomany fels széléhez van kozelebb.
Ez annak tudhat6 be, hogy a magasabb maximum-értékek elfordulasi valoszinsége
nagyobb, mivel tobbféle moédon tudnak eldllni.
Szamitsuk ki a varianciat €s a szorast is!

> VarY := sum((y[i] - EY)*2*py[i], i = 1..db); evalf(%);

2555
VarY = —1296
1.971450617 (2.2.3.14)

=> sigma¥Y := sqrt(VarY); evalf (%)




sigmaY = €L V 2555

36
1.404083551 (2.2.3.1.5)

berézoljuk palcikadiagramon az eloszlast, bejeldlve a varhato értéket és a szorast!
> palcikadiagram(y, py, EY, sigmaY)

0.3

0.2

0.1

gzépen lathatok az egyenletesen novekv valoszinségek és a varhato érték "jobbra
huzasa".

f) Szamitsuk ki, hogy mekkora valészinséggel lesz X kisebb a varhato értékénél!

A P(X < E(X) ) valoszinség a kérdés. Ez a fenti diagramon a tomdott piros jeloltl balra
1év oszlopok magassagainak 0sszege.

> osszeg := 0;
for i from 1 to db do
if y[i] < EY then
osszeg := osszeg + pyl[i];
end if;
end do;
"P(X < EX)  := osszeg;
osszeg :=0
P(X <EX) = % (2.2.3.1.6)



Y

Tehat % az esélye annak, hogy X kisebb a varhato értékénél. Ez is mutatja, hogy a varhat6

ertek (altalaban) nem fele-fele aranyban osztja fel a valoszinuseégeket — ezt a szerepet egy
masik statisztikai mutato, a medidn tolti be. A kett eltérése pedig az eloszlas ferdeségére
utal, ami a palcikadiagramon itt jol latszik.

3. Feladat (Nyeremény a csokiban)

Egy akcié keretében azt hirdetik, hogy minden negyedik csokiban nyerkddot talalunk.
Vesziink tiz darab csokit.

Legyen Y az a valoszinségi valtozo, mely azt mutatja, hogy a vasarolt csokik koziil
hanyban van nyerkod.

a) Adjuk meg a valoszinségi valtozo értékkészletét és az értékekhez tartozé
valészinségeket!

b) Szamitsuk ki a varhato értéket és a szorast!

¢) Abrazoljuk az eloszlast az Y - p sikban palcikadiagramon, szemléltessiik a varhato
értéket és a szorast!

d) Végezziink szimulaciot 1000 kisérlettel! Készitsiik el a kapott minta hisztogramjat és
vessiik 0ssze a c) részben kapott palcikadiagrammal!

e) Rajzoljuk meg az eloszlasfiiggvényt!

Y Megoldas

|:> restart;

a) Adjuk meg a valoszinségi valtozo értékkészletét és az értékekhez tartozé
valdészinségeket!

A 10 véasarolt csoki koziil elvileg 0 és 10 kozott akarhany nyer lehet. A valtozo
értékkészletét kézzel beirva is megadhatnank, de nagyobb elemszdmok esetére érdemes
sorozatként generalni:

>n := 10;
n:=10 (2.24.1.1)
>y := [seq(i, 1 = 0..n)];
y=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] 2.24.1.2)

A binomiadlis eloszlés tipikus esetével van dolgunk: minden csoki kibontésa fiiggetlen,
kétallapotua, adott valoszinséggel sikerrel jaro elemi kisérlet, és adott szamu sikeres

kisérlet valoszinségét kérdezziik. Ez egy n =10, p = % paraméter binomidlis eloszlasra

vezet (a binomialis eloszlas ismeretét feltételezve annak szamitasat itt nem részletezziik).
>p :=1/4;

p= % (2.24.1.3)
=> PY := [seq(binomial(n, i)*p?i*(l-p)”*(n-i), i = 0..n)];

evalf (%) ;
o 59049 98415 295245 32805 76545 15309
Py 1048576 ° 524288 ° 1048576 ° 131072 524288 ° 262144 °

8505 405 405 15 1
524288 ° 1310727 1048576 ° 524288 ° 1048576
[0.05631351471, 0.1877117157, 0.2815675735, 0.2502822876, 2.24.14)

0.1459980011, 0.05839920044, 0.01622200012, 0.003089904785,




0.0003862380981, 0.00002861022949, 9.536743164 10 |

Tablazatosan 6sszefoglalva:

> linalg[augment] (matrix(2, 1, ['x i', 'p_i']), matrix(2,
11, [y, evalf(py, 3)]1)); # a linalg csomag augment
eljarasa két matrix Osszeragasztasara hasznalhaté

[[x40,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10], (2.2.4.1.5)
[p_i,0.0563, 0.188, 0.282, 0.250, 0.146, 0.0584, 0.0162, 0.00309,

0.000386, 0.0000286, 9.54 10 ||
b) Szamitsuk ki a varhato értéket és a szorast!

> db := 11;
EY := sum(y[i]*py[i], i = 1..db); evalf (%)
db =11
5
EY = —
2
2.500000000 (2.2.4.1.6)

{/egyﬁk észre, hogy ez az eredmény teljesen egybevag a szemléletiinkkel: ha atlagosan 4
csokibol 1 nyer, akkor aranyosan 10-bl 2.5 nyer van, mivel a 10-ben 2.5-sz6r van meg a
4.

A szorast kozvetleniil is szamolhatjuk, a variancia kiilon meghatarozasa nélkiil:

> sigma¥Y := sqrt(sum((y[i] - EY)“*2*py[i], i = 1..db));

evalf (%) ;
sigmaY := % v 30

1.369306394 (2.24.1.7)

Ez nagyjabdl azt jelenti, hogy a 2.5-0s atlagtdl atlagosan ~1.4-et tér el a tiz csoki kozott a
nyerk szama.
¢) Abrazoljuk az eloszlast az Y - p sikban palcikadiagramon, szemléltessiik a varhato
értéket és a szorast!
A palcikadiagram:
> with (DynamicSystems) :
Pl := DiscretePlot(y, py, style = stem, color = blue,
thickness = 3): P1l;




0.254

0.20

0.151

0.10+

0.051

[:nganez varhato értékkel és szorassal:
> palcikadiagram(y, py, EY, sigmaY);




0.254

0.20

0.15+

0.10

0.05 1

Az latszik, hogy a nyer csokik darabszama tulnyomo valoszinséggel az 1, 2, 3 vagy 4
szdmok koziil kertil ki. Ezen tartomanyon kiviili érték viszonylag ritkédn fordul el.
Mivel nevezetes eloszlasrol (binomidlis) van sz6, a varhato értéket és a szordst egyszeren
meghatarozhatjuk a Statistics csomag segitségével is!
> with(Statistics):

randomize () :

=> Y := RandomVariable (Binomial (10, 1/4));
i Y= R (2.2.4.1.8)
> ExpectedValue(Y); # Mean(Y) is mkdédik

5

= 2.24.1.
i ) (2:24.19)
> StandardDeviation (Y) ;

% 30 (2.2.4.1.10)

d) Végezziink szimulaciot 1000 kisérlettel! Készitsiik el a kapott minta hisztogramjat
és vessiik 0ssze a b) részben kapott palcikadiagrammal!
Hasznaljuk az elbb definialt binomialis eloszlasu Y valdszinségi valtozot!
Vegyilink 1000 elem mintat Y-bol és dbrazoljuk hisztogramon.
> minta := Sample (Y, 1000) ;



1 .. 1000 Vector

row

Data Type: float
minta := ype: floaty (2.2.4.1.11)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> H := Histogram(minta, discrete=true, thickness=30,
color=red) : # diszkrét eloszlas esetén fontos a
"discrete" opciét "true"-ra allitani!
plots[display] (H, Pl); # piros a hisztogram, kék az
elméleti eloszléas

Lathatjuk, hogy —bar kisebb kilengesek megfigyelhetok— a minta eloszlasa Gsszességeben
jol illeszkedik az elméleti eloszlasra. A mintaelemszam novelésével az illeszkedés is egyre
jobb lesz.

e) Rajzoljuk meg az eloszlasfiiggvényt!

Egy adott valoszinségi valtozo eloszlasfiiggvénye az a teljes valds szdmegyenesen
értelmezett F'(x) fliggvény, melynek értéke mindenx helyen azt a valdszinséget mutatja,
mellyel a valoszinségi valtozo értéke kisebb x-nél, azaz F(x) = P(X < x). Ez diszkrét
esetben mindig egy balrél folytonos 1épcss fiiggvény lesz.

Hasznaljuk Gjra a mult heti feladatsorban definialt eljarast!



> diszkret_eloszlasfuggveny := proc (x, px)
local db, szintek, szakaszok, szakaszok_plot,
elso szakasz, elso szakasz_plot utolso_szakasz,
utolso _szakasz_plot, Jjobb_ vegpontok,
jobb_vegpontok plot, bal vegpontok bal_vegpontok_plot;
db := nops(x);
szintek := [seq(sum(px[i], i = 1..k), k =1..db)];
szakaszok := [seq([[x[i], szintek[i]], [x[i + 1],
szintek[i]]], i =1..db - 1)];
szakaszok plot := plot(szakaszok, x[1] - 3..x[db] + 3,
color = red, thickness = 2);

elso szakasz := [[x[1] - 3, 0], [x[1], O11;

elso . _szakasz_plot := plot(elso szakasz, x[1] - 3..x
[db] + 3, color = red, thickness = 2);

utolso szakasz := [[x[db], 1], [x[db] + 3, 111:

utolso . _szakasz_plot := plot(utolso_. szakasz, x[1l] - 3..
x[db] + 3, color = red, thickness = 2);

jobb_- vegpontok = [[x[l], 0], seqg([x[i + 1], szintek
[l]]ri=1 .db - 1)1;

jobb_vegpontok plot := plots[pointplot]
(jobb_vegpontok, symbol = solidcircle, symbolsize = 18,
color = red); # tegyiink minden szakasz jobb végére
tomott karikat

bal vegpontok := [seq([x[i], szintek[i]], i = 1..db)];

bal vegpontok_plot := plots[pointplot] (bal_vegpontok,
symbol = circle, symbolsize = 18, color = red); #
tegyink minden szakasz bal végére iires karikat

plots[display] (szakaszok_plot, elso_szakasz_plot,
utolso_szakasz_plot, Jjobb_vegpontok plot,
bal_ vegpontok plot);
end proc:

> diszkret eloszlasfuggveny(y, py):
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Mint minden eloszlasfiiggvény, ez is 0-rol 1-re kuszik fel monoton mddon, és a diszkrét
eloszlasokra jellemz 1épcszetességet mutatja. A 1épcsk ott a legmagasabbak, ahol
legnagyobbak a valoszinségek (legmagasabbak a palcikak a fenti palcikadiagramon).

Az eloszlasfiiggvényt a Statistics csomaggal is elkészithetjiik, amihez a korabban definialt

Y valoszinségi valtozot hasznalhatjuk fel.

=> plot(cdf_Y, x=-3..13, thickness

> cdf Y := CDF(Y, x);
0
1
Cdf —Y:: floor(x) | ; 3
bi 1al(10,47) | — —
i=z() momial(10, i) (4) (4

x <0

10 <x
(2.2.4.1.12)

10 —i
) otherwise

3, discont true) ;
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A harmadik lehetség, ha elkészitjiik a kumulalt valdszinségek listajat, majd a
DynamicSystems DiscretePlot eljarasaval abrazoljuk az eloszlasfiiggvényt:

> N := nops(y):;
Fy := [seq(sum(py[i], i = 1..n), n = 1..N)];
N:=11
59049 255879 137781 203391 483327 513945
Fy = 2.24.1.1
Y 1048576 > 1048576 ° 262144 ° 262144 ° 524288 > 524288 ° ( 3)
261225 262035 1048545 1048575
i 262144 ° 262144 ° 1048576 ° 1048576 °
>yy := [y[1]-3, op(y), y[N]+3];
Fyy := [0, op(Fy), 1]; # az op() paranccsal sorozatta

alakithatunk egy listat, ami ezutan koénnyen
beilleszthet egy vesszkkel elvalasztott felsorolasba

w:=1_[-3,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 13]
59049 255879 137781 203391 483327 513945
1048576 ° 1048576 ~ 262144 ° 262144 ° 524288 ° 524288 °
261225 262035 1048545 1048575 11
i 262144 ° 262144 ° 1048576 ° 1048576 ° ~°

[> DiscretePlot(yy, Fyy, style = stair, color = blue,
thickness = 3);

Fyy:= |0, (2.2.4.1.14)
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4. Feladat (Egyenletes eloszlas / 2.)

Valasszunk Ki véletlenszeren (geometriai valoszinség szerint) egy ¥ szamot a [0, 1]
intervallumbol!

f) Szamitsuk ki Y varhato értékét, varianciajat és szorasat!

g) Mekkora valdészinséggel lesz Y varhato értéktl valo eltérése nagyobb, mint a széras?

Y Megoldas
|:> restart;
A véletlenszer vélasztas azt jelenti, hogy Ya [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlasu
valoszinségi valtozo.
Hozzuk létre a kovetelménynek megfelel véletlen véltozot!
> with(Statistics):
randomize () :

=> Y := RandomVariable (Uniform (0, 1)) ;

i Y= R (2.2.5.1.1)
Ennek srségfiiggvényét az elz feladatsorban meghataroztuk:

> f := x -> piecewise(x <= 0, 0, x <=1, 1, 0);

plot(f(x), x = -1..2, y = 0..1, scaling = constrained,




thickness = 3);
f=x—piecewise(x <0,0,x <1,1,0)
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f) Szamitsuk ki Y varhato értékét, varianciajat és szorasat!

A hisztogram —srségfiiggvény adtmenet alapjan megtehet, itt most nem részletezend
meggondolédsok alapjan a varhat6 értéknek a diszkrét valtozoknal még szummaval felirt
definicioja —a szummazas hatarertekekent— folytonos valtozoknal integralba megy at:

oo

E(Y) Zzyi'Pi—’E(Y) [ xf(x) dx

i=1

Az integral kiszamitasa a konkrét esetre Maple segitségével:
> EY := int(f(x)*x, x = 0..1); evalf (%),
1

EY = —
2

0.5000000000 (2.2.5.1.2)

Szimmetriai okokbdl érthet, hogy a varhat6 érték az intervallum felezpontja. Ez
egyenletes eloszlasnal mindig igy van, de altalanossdgban nem feltétleniil igaz!

A vérhat6 értékhez hasonldan a variancia diszkrét valtozoknal még szummaként felirt
definicioja integralla alakul:



[ee]

Var(Y =§: );*WHHG%HJ f(x)-(x—E(Y)) d

A szoras ennek négyzetgyoke. A konkrét esetre Maple segitségével:
> VarY := int(£(x)*(x-EY)*2, x = 0..1); evalf (%) ;

Y=
Var 12

i 0.08333333333 (2.2.5.1.3)
B sigma¥Y := sqrt(VarY); evalf (%),

1

— 3

6 \/—
0.2886751347 (2.2.5.14)

Mivel nevezetes eloszlasrdl (egyenletes) van szo, a varhato értéket, a varianciat €s a szorast
egyszeren meghatdrozhatjuk a Statistics csomag segitségével is! Ehhez a mar kordbban
definialt ¥ valoszinségi valtozot hasznaljuk.

sigmaY :=

> ExpectedValue (Y) ;
1
— 2.2.5.1.5
] 5 ( )
[> Variance (Y);
1
— 2.2.5.1.
] 3 (2.2.5.1.6)
> StandardDeviation (Y);
%-¢§‘ (2.2.5.1.7)

g) Mekkora valoszinséggel lesz Y varhato értéktl valo eltérése nagyobb, mint a
szoras?
AkérdésaP(Y<E(Y) —o(Y) vagy Y = E(Y) +0(Y) ) valoszinségre vonatkozik.
Egyszerbb azonban az ellentét esemény valoszinségét kiszdmolni a srségfiiggvény
integralasdval, majd 1-bl kivonni:

E(Y) +o(Y)

l—P(E(Y)—G(Y)SYSE(Y)+G(Y))=1—J f(x) dx
_ E(Y) —o(Y)
> also := EY - sigmaY¥;
felso := EY + sigmaY¥;
also := 1r_1
2 6
felso := i 1 (2.2.5.1.8)
i 2 6
[> P := 1 - int(£(x), x = also..felso); evalf(%);
PFZI—'§\ﬂ;
0.4226497307 (2.2.5.1.9)

Tehat 42.26 %az es¢lye annak, hogy Y a varhat6 értékétl a szorasnal nagyobb mértékben
tér el.
Ez a valdszinség a Statistics csomag Probability fiiggvényével is kiszamolhato:
> Probability (Y <= also) + Probability (Y >= felso); # itt
kihasznaltuk a valdészinség additivitasat
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L - L3 (2.2.5.1.10)

5. Feladat (Nem egyenletes eloszlas / 2.)*
Valasszunk ki véletlenszeren (geometriai valoszinség szerint) egy Y szamot a [0, 1]

intervallumbol és emeljiik négyzetre: Z=Y g

a) Abrazoljuk Z eloszlasat pontdiagramon illetve hisztogramon egy 10000 elem minta
alapjan!

b) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Z valoszinségi valtozo eloszlasfiiggvényét!
¢) Hatarozzuk meg a Z valoszinségi valtozo srségfiiggvényét és vessiik ossze
grafikonjat az a) feladatrészben kapott hisztogrammal!

d) Hatarozzuk meg az eloszlas és srségfiiggvényt a Statistics csomag eljarasait
hasznalva is!

e) Szamitsuk ki kétféleképpen a P ( % <Z< % ) valdszinséget!

f) Szamitsuk ki Z varhato értékét, varianciajat és szorasat!

g) Mekkora valdészinséggel lesz Z nagyobb, mint varhaté értéke?

YV Megoldis
|:> restart;
a) Abrazoljuk Z eloszlasit pontdiagramon, illetve hisztogramon egy 10000 elem
minta alapjan!
Definialjuk a Z valoszinségi valtozot a Statistics csomag eszkozeivel!
> with(Statistics):
randomize () :

=> Y := RandomVariable (Uniform (0, 1)) ;
i Y= R (2.2.6.1.1)
[> 2 := Y*2;

Z= R (2.2.6.1.2)

Vegyiink egy 10000 elem mintat Z-bl és abrazoljuk pontdiagramon!
>n := 10000;
minta := Sample(Z, n);
n := 10000

1..10000 Vector.,, |

Data Type: float
minta = ype: floaty (2.2.6.1.3)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> pontok := [seq([i, minta[i]], i = 1..n)]:
plot (pontok, style = point);




2000 4000 6000 8000 10000

Eorditott tengelykiosztassal:
> pontok_forditott := [seq([minta[i], i],
plot(pontok forditott, style = point);

i

1.

.n)]:



8000

6000

4000

2000

§zembetn, hogy bar a kapott értékek most is a [0, 1] intervallumon helyezkednek el a 4.
Feladatban bemutatott egyenletes eloszlashoz hasonldan (hiszen [0, 1]-bl valasztott
értékek négyzete is ugyanott van), nem egyenletesen oszlanak el az intervallumon, hanem
jol érezheten az alsé végén srsddnek.

Konnyen érthet példaul, hogy atlagosan az értékek fele most az alsé negyedbe esik, hiszen
az egyenletes eloszlas szerint valasztott, 50 % eséllyel % alatti értekek négyzete mar %
alatt lesz.

Végiil a hisztogram:

> H := Histogram(minta): H;




A hisztogramnal most nem adtuk meg explicite a az oszlopok szamat (bincount), rahagytuk
a Maple-re annak ésszer bedllitasat.

b) Hatarozzuk meg és abrazoljuk az Z valoszinségi valtozé eloszlasfiiggvényét!

A c) részben megkiséreljiik megéllapitani azt az egzakt srségfiiggvényt, amit a
hisztogram kozelit.

Gyakran az eloszlasfiiggvény meghatarozasa a konnyebb - itt is ezzel kezdjiik, a
srségfliggvény utdna mar ennek derivalasaval adodik.

Feladatunk az F(x) = P(Z < x) valdszinség meghatarozasa tetszleges x valds szdmra.
Emlékezziink ra, hogy Z-t egy [0, 1 ]-en egyenletes eloszlasu Y valoszinségi valtozo
négyzeteként kaptuk!

F(x)=P(Z<x)=P(¥Y* <x) =P(Y < ),hax > 0. (x <0 esetén kénnyen lathat,
hogy F(x) =0.)

Mivel maga Y egyenletes eloszlasu, ezért F'(x) =P( Y< \/7 ) =\/7 a valoszinség
geometriai kiszamitasi modja alapjan.

Ez természetesen a [0, 1 ] intervallumra vonatkozik, tle balra konstans 0, jobbra konstans
1. A teljes eloszlasfiiggvény:

> F := x -> piecewise(x <= 0, 0, x <=1, sqgrt(x), 1);
plot(F(x), x = -1..2, scaling = constrained, thickness =
3);

F:=x—>piecewise(x <0,0,x <1, \/?, 1)
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¢) Hatarozzuk meg a Z valoszinségi valtozo srségfiiggvényét és vessiik ossze
grafikonjat az a) feladatrészben kapott hisztogrammal!

Az eloszlasfiiggvény derivaltja lesz a srségfiiggvény (lathatdan szakaszonként
derivalhato), melyhez a hisztogram kozelit.

> f = x -> diff(F(x), x); £(x) = f£(x);

f:=x—>i F(x)

dx
0 x <0
undefined  x=0
fx) = 2;7 x <l (2.2.6.1.4)
undefined  x=1
0 I <x
=> suruseg _plot := plot(f(x), x = -1..2, y= 0..5, thickness

= 3): suruseg plot;




(j)sszemésolva a hisztorgammal meggyz az illeszkedés:
> plots[display] (H, suruseg_plot);




d) Hatarozzuk meg az eloszlas és srségfiiggvényt a Statistics csomag eljarasait
hasznalva is!
Az eloszlas ill. srségfiiggvényt Gigy is megkaphatjuk, hogy a korabbi feladatokban mar
megismert CDF és PDF eljarasokat meghivjuk a Z valoszinségi véltozora:
>F := x -> CDF(Z, x);

plot(F(x), x = -1..2, scaling = constrained, thickness =

3);

F = x—Statistics:-CDF (Z, x)
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> £ := x -> PDF(Z, x);
plot(f(x), x = -1..2, thickness = 3);
f=x—Statistics:-PDF (Z, x)




251

20 1

15 1

10

e) Szamitsuk ki kétféleképpen a P(% <Z< % ) valdszinséget!

Jelolje p a kérdéses valdszinséget! Az eloszlas- és a srségfiiggvényt is hasznalhatjuk p
kiszamitasdhoz. Lassuk elszor az eloszlasfliiggvényt!
>p := F(3/4) - F(1/3); evalf(%);

1
p = g \/?
0.2886751347 (2.2.6.1.5)
3 % intervallumba esik. Mivel Z értékei a 0
5

koril srsodnek, ezért p kisebb, mint az intervallum hossza, ami 3 _1_5 = 0417.

Tehat 0.289 a valoszinsége, hogy Z az [ !

1
4 312
A masik mod p kiszamitasara a srségfiiggvény integralasa az intervallumon.
>p := int(f(x), x = 1/3..3/4); evalf(%);
1
p = g \/?

0.2886751347 (2.2.6.1.6)

Ugyanazt az értéket kaptuk, ahogy az varhat¢ is volt.

13
37 4




f) Szamitsuk ki Z varhato értékét, varianciajat és szorasat!

A varhat6 érték definicio szerinti integrallal:

> EZ := int(x*f(x), x = 0..1); evalf(%); # mivel f£(x) a
[0, 1] intervallumbdél vehet fel értékeket, ezért elég
itt integralni

1

EZ = —

3
0.3333333333 (2.2.6.1.7)

A variancia (szOrasnégyzet):

> VarZ := int((x-EZ)*2*f(x), x = 0..1); evalf(%); # a
varhaté értékhez hasonldéan szintén elég a [0, 1]
intervallumon integralni

4
VarZ .= —
W s
i 0.08888888889 (2.2.6.1.8)
Igazoljuk, hogy a variancia az alternativ Var(Z) =E (22 ) —E (Z)2 képlettel is
meghatarozhato!
> EZ2 := int(x*2*f(x), x = 0..1); evalf (%),
1
EZ2 = —
5
i 0.2000000000 (2.2.6.1.9)
[> Varz = EZ2-EZ*2;
4 _ 4
] 15 - 15 (2.2.6.1.10)
A szOras a variancia négyzetgyoke:
> sigmaZ := sqrt(VarZ); evalf (%),
sigmaZ = 12—5 V5
i 0.2981423969 (2.2.6.1.11)
Ezeket a mutatdkat a Statistics csomag fliggvényeinek a segitségével kozvetlenill is
meghatarozhatjuk:
> ExpectedValue (Z) ;
% (2.2.6.1.12)
=> Variance (Z) ;
4
— 2.2.6.1.1
45 (2.2.6.1.13)

=> StandardDeviation (2Z) ;
% J5 (2.2.6.1.14)

é) Mekkora valdszinséggel lesz Z nagyobb, mint varhato értéke?
A P(Z> E(Z)) valoszinséget keressiik! Ezt a srségfliggvény megfelel intervallumon
vald integralasaval (vagy az eloszlasfliggvény segitségével) hatarozhatjuk meg:

> 'P(Z > EZ)  := int(f(x), x = EZ..1); evalf (%)
P(Z>EZ):=1—%\/?

MY7"A1 1)
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| 0.4226497307 (2.2.6.1.15)

A Statistics csomag Probability eljarasaval ugyanerre az eredményre juthatunk:
> Probability(Z > EZ) ;

|- % J3 (2.2.6.1.16)

6. Feladat (Osszeg eloszlasa)

Valasszunk véletlenszeren a [0,1] intervallumbol két szamot, jelolje Z az osszegiiket.
a) Abrazoljuk Z eloszlasat pontdiagramon illetve hisztogramon egy 1000 elem minta
alpjan!

b) Hatarozzuk meg Z eloszlas- és srségfiiggvényét! Hasonlitsuk ossze a
srségfiiggvényt az elz pontban kapott hisztogrammal!

¢) Hatarozzuk meg Z varhato értékét és szorasat definicio szerinti kiszamitassal és a
Maple beépitett eljarasaival is!

YV Megoldis
|:> restart;
a) Abrazoljuk Z eloszlasat pontdiagramon illetve hisztogramon egy 1000 elem minta
alpjan!
> with(Statistics):
| randomize() :
Készitlink két egyenletes eloszlasu valoszinségi valtozot a [0, 1] intervallumon és vegyiik
az Osszegiiket!

> X := RandomVariable (Uniform(0, 1)),
Y := RandomVariable (Uniform (0, 1)) ;
Z =X+ Y;
X= R
Y= RO
i Z= R+ RO (2.2.7.1.1)
Generaljunk egy 1000 elem mintat Z-re, majd abrazoljuk pontdiagramon!
>n := 1000; minta := Sample(Z, n);
n :=1000

1.. 1000 Vector.

row

Data Type: float
minta = ype: floaty (2.2.7.1.2)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

=> pontok := [seq([minta[i], i], i = 1..n)]:
plot (pontok, style = point);
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Az latszik, hogy a pontok most a [0, 2 ] intervallumban oszlanak el és a kozepe felé
srsodnek. Nézziik meg ezt hisztogramon is!
> H := Histogram(minta): H; # a bincount opcidé bedllitasat
a Maple-re bizzuk




A hisztogram megersiti az elbbi észrevételiinket. A minta elemszdménak novelésével a
hisztogram egyre inkabb "kisimul", de 100 %-ban pontos képet a hattérben meghtz6do
eloszlasrdl csak a srségfiiggvény meghatarozasaval kaphatunk.

b) Hatarozzuk meg Z eloszlas- és srségfiiggvényét! Hasonlitsuk dssze a
srségfiiggvényt az elz pontban kapott hisztogrammal!

Kezdjiik az eloszlasfiiggvénnyel, amihez a P(Z < z) valdszinségeket kell meghatarozni
minden z valds szamra! Mivel Z két fliggetlen mennyiség (X és ¥) 6sszegeként all el,
érdemes attérni a 2-dimenzids szemléletre és geometriai valdszinséggel szamolni. Az

eseménytér: Q ={ (x,y)[0 <x < 1,0 <y < 1}=[0, 1] x [0, 1], geometriai mértéke

m(Q) =1. A kedvez esetek halmaza z = ¢ valasztassal:
P(Z<c)=P(X+Y<c)=P(Y<c—X),

ami az egységnégyzet "y =c — x" egyenlet egyenes alatti tartomanya. Nézziink néhény

példat!
2.
=

> with (plots):
inequal({y < 2/3 - x}, x =0..1, y = 0..1);




1o 1

0.8

0.8 1

=1:
inequal({y <1 - x}, x =0..1, y

0.

.1);



B inequal({y < 4/3 - x}, x =0..1, y = 0..1);




z_&ltalénosségban elmondhat6, hogy
2

*ha0 <c¢ <1, akkor a kedvez tartomany teriilete T, = 07 (c befogoju derékszog

T T 2
haromszog) és az eloszlasfiiggveény érteke F(c) = c_-_<t-L.

m(Q) 1 2

2

*hal <c¢<2,akkor7,=1 — (2% (az egységnégyzet teriiletébl kivonva egy

(2 —¢) befogojt derékszog haromszog teriilete) €s az eloszlasfiiggvény értéke F(c)
T 2
C —-1- (2;(:)

m(Q) 2
Konnyen lathato tovabba, hogy ¢ < 0 esetén F(¢) =0, ¢ > 2 esetén pedig F(c) =1.
Osszefoglalva, az eloszlasfiiggvény:
>F := z -> piecewise(z <=0, 0, z <=1, z*2/2, z <=2, 1
- (2-z)"2/2, 1);

F = Zﬁpiecewise(z <0,0,z<1, % Zz, z<2,1— % (2 —2)2, 1) (2.2.7.1.3)

=> plot(F(z), z = -1..3, thickness = 3);




0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

ZA srségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivaltja:
> f =z -> diff(F(z), z);

fi=z— a4 F(z) (2.2.7.1.4)
i dz
> suruseg_plot := plot(f(z), x = -1..3, thickness = 3):

suruseg_plot;
Warning, expecting only range variable x in expression

piecewise(z <= 0,0,z <= 1,z2,7z <= 2,2-72,2 < 7z,0) to be
plotted but found name z




_10,

Utolsé 1épésként abrazoljuk kozos diagramon az a) feladatrészben kapott hisztogramot és a
srségfiiggvényt
> plots[display] (H, suruseg_plot);




Meggyzen latszik, hogy a hisztogram illeszkedik a srségfiiggvényhez.
¢) Hatarozzuk meg Z varhato értékét és szorasat definicio szerinti kiszamitassal és a
Maple beépitett eljarasaival is!
Z varhat6 értékét a srségfiiggvény z-szeresének integralasaval kapjuk:
> EZ := int(z*£f(z), z = 0..2);
EZ =1 (2.2.7.1.5)

Mivel a srségfliggvény szimmetrikus z = 1-re, ezért geometriai szemlélet alapjan is
konnyen lathato, hogy E(Z) = 1.
A varhat¢ érték additivitasat alkalmazva is ugyanerre az eredményre jutunk, és ha tudjuk
fejbl az egyenletes eloszlas varhato értékét, akkor szamolnunk sem kell:

1 1

E(Z)=E(X) +E(Y)= 5 + > =1.
Szamoljuk ki most a varianciat és a szorast!
> VarZ := int((z-EZ2)*2*f(z), z = 0..2);
VarZ := % (2.2.7.1.6)
A szamolashoz kihasznalhatjuk azt is, hogy a variancia fiiggetlen valdszinségi valtozok
Osszegére additiv: Var(Z) =Var(X) + Var(Y) = 11—2 + 11—2 = %

Végiil a szorés:



> sigmaZ := sqrt(VarZ) ;

sigmaZ = % J6 (2.2.7.1.7)

A Maple beépitett eszkdzeivel (Statistics csomag) is megkaphatjuk a varhato értéket,
varianciat és szorast:

> ExpectedValue (Z) ;
i 1 (2.2.7.1.8)
[> Variance (Z) ;

1

— 2.2.7.1.
] 5 (2.2.7.1.9)
> StandardDeviation (Z) ;

% J6 (2.2.7.1.10)

VY 7. Feladat (Otoslotté huzas)

Az otoslotto-sorsolason az 1-90 szamok koziil huznak ki 5-ot.
a) Varhatéan mennyi lesz a kihuzott szamok osszege?
b) Varhatéan hany 1 jegy szam lesz a kihuzottak kozott?

\ 4

Megoldas

|:> restart;

a) Varhatéan mennyi lesz a kihtazott szamok 6sszege?

Jelolje X a kihuzott szdmok 6sszegét. Ez egy diszkrét valoszinségi valtozo, melynek
eloszlasat azonban igen komplikalt lenne megadni, ezért a varhato érték meghatdrozéasara a
definicid alapjan tortén kiszamitastol kiilonboz utat kell taldlnunk: bontsuk fel X-et
egyszerbb valtozok 0sszegére, és hasznaljuk ki a varhat6 érték additivitasat!

5
Legyen X; az i-edikre huzott szam, i =1, 2, 3, 4, 5. Ekkor X = ZXI a huzott szamok 6sszege.
i=1
Eszrevehetjiik, hogy az X; valoszinségi valtozok mind diszkret egyenletes eloszlasuak az

1-tl 90-ig terjed egész szamok halmazan: mivel nincs kitiintetett szam, ezért barmelyik
htzéasra barmelyik szdm azonos valoszinséggel adodhat (persze a htizdsok nem
fuggetlenek egymastol —ha pl. elsore kihuzzak a 10-et, akkor masodszorra mar nem
huzhatjak ugyanezt—, igy az elozo huzasokra vonatkoztatott feltételes valdszinségek mar

eltérnek az egyenletes 91—0-t1). Hatarozzuk meg elbb az egyes huzasok £ (Xl) varhat6
értékét, majd alkalmazzuk a varhato érték additivitasat:
5
E(X) = 2 E(X) =5-E(X))
i=1

(X-k azonos eloszlasuak, igy varhato ertékiik is megegyezik).

[> xi := [seq(j, j = 1..90)1:
| pxi := [seq(1/90, j = 1..90)]:
> EXi := sum(xi[jl*pxi[j], j = 1..90); evalf(%);
91
EXi=—
T

45.50000000 (2.2.8.1.1)



Azt kaptuk, hogy E (Xl) =45.5, ami szimmetriai meggondolassal is konnyen lathat6: az 1-

90 szdmok atlaga az [ 1, 90 ] intervallum felezpontja, ami I —;90 .

Az X varhato értéke:

> EX1 := EXi:
EX := 5*EX1; evalf (%),
455
EX=——
2
i 227.5000000 (2.2.8.1.2)
Ugyanez a szamolas elvégezhet a Statistics csomag eszkozeivel is:
| > with(Statistics):
> XX := [seq(RandomVariable (DiscreteUniform(1,90)), i = 1.
.5)]1; # 5 fiuggetlen valészinségi valtozdé az 5 huzésra
i XX=[ R, RO, RI, R2, R3] (2.2.8.1.3)
[> x := sum(XX[i], i = 1..5);
i X= R+ RO+ RI+ R2+ R3 (2.2.8.1.4)
[> EX1 := ExpectedValue (XX[1]); # Mean(XX[1]) is
hasznalhaté
EX] = % (2.2.8.1.5)
=> EX := ExpectedValue (X) ;
EX= 4% (2.2.8.1.6)

b) Varhatéan hany 1 jegy szam lesz a kihuzottak kozott?

Jelolje Y a kihuzott egyjegy szdmok darabszamat! E(Y) kiszamitasara ugyanazt a triikkkot
alkalmazzuk, mint az a) feladatrészben.

Legyen Y, annak az eseménynek az indikator valtozoja, hogy az i-edik alkalommal kihuzott

szam egyjegy (i=1, 2, 3,4, 5), azaz
1o kitlénben

Megint lathatjuk, hogy az Y-k (i-tl figgetleniil) azonos eloszlastiak, hiszen minden

1 ha azi-edik kihuzott szam egyjegyu

huzasnal ugyanakkora valdszinséggel adddhat egyjegy szam. Y, (in. p-paraméter
Bernoulli eloszlasu valoszinségi valtozd, ahol p > 0 az {Yl =1 } eseményhez tartozo

ot .. . v g . 9 1
valoszinség, ami jelen esetben az egyjegy szam huzasanak esélye: p = 90 10

(klasszikus valoszinségi mez, 9 egyjegy szdm j6 a 90-bl).
5
Nem nehéz belatni, hogy Y= Z Y, (annyiszor adunk Ossze 1-et, ahanyszor egyjegy szam
i=1
kertilt kihtzasra), amibl kovetkezik

Y. eloszlasa és varhato értéke:

>yi := [0, 11;
pyi := [9/10, 1/10]; # P(Yi = 0) = 1 - P(Yi = 1)



pyi = [i €L } (2.2.8.1.7)

10° 10
> EYi := sum(yil[j]*pyiljl, j = 1..2); evalf(%);
1
EYi = —
T
0.1000000000 (2.2.8.1.8)

Azt kaptuk, hogy Y, varhaté ertéke 11—0 (és altalaban is 1gaz, hogy p-paraméter Bernoulli

closzlas varhato értéke egyenl p-vel). Ebbl megkapjuk Y varhato értékét:
> EY1 := EYi:
EY := 5*EY1l; evalf (%)

1
EY = —
2
0.5000000000 (2.2.8.1.9)

Ezt ugy is értelmezhetjiik, hogy 2 lottdsorsolas soran 0sszesen varhatéan 1 darab egyjegy
szam fog felbukkanni.
Ugyanez a szamolas a Statistics csomag eszkozeivel:

> YY := [seq(RandomVariable (Bernoulli(1/10)), i = 1..5)1;
i YY:=[ R4, R5 R6, R7, RS] (2.2.8.1.10)
[> Y := sum(YY[i], i = 1..5);
i Y= R4+ R5+ R6+ R7+ RS (2.2.8.1.11)
[> EY1l := ExpectedValue (YY[1]);

EYI = 11—0 2.2.8.1.12)
=> EY := ExpectedValue (Y);

EY = % (2.2.8.1.13)

V¥ 8. Feladat (Elhajitott pontszer test)

Egy elhajitott pontszer test foldfelszin feletti magassagat a dobas ota eltelt id
fiiggvényében a h(t) =-5 F+t+42 fiiggvény irja le (méterben mérve). Megfigyeljiik
helyzetét egy véletlenszer 7 idpontban, melynek varhato értéke E(7T) =1.5, szorasa

V3

pedig o(7) = R Mennyi a megfigyelt H=h(T) magassag varhato értéke?

\ 4

Megoldas

|:> restart;

Ez a feladat jol példazza, hogyan lehet adott bizonytalansaggal (6(7')) ismert fizikai
mennyiségekkel szamolni. Rogzitsiik az adatokat!
>h =t -> -5*%t*2 + t + 42;
] hi=t—-5f+t+42 (2.2.9.1.1)
[> ET := 1.5;
sigmaT := sqrt(3)/2;
ET:=1.5

(2.2.9.1.2)



sigmaT = % V3 (2.2.9.1.2)
ZI a T'véletlen idpontban mért magassag:
>H := h(T);
Hi=-5T+T+42 (2.2.9.1.3)

AZE (H) vérhato értéket kell meghataroznunk. A varhato érték tulajdonséagai (additivitas és
linearitas) miatt

E(H)=E(-5T°) +E(T) + E(42) =5E(T°) + E(T) + 42.
AzE ( 7° ) masodik momentumot a tanult 62( T)=E ( 72 ) —F (T') azonossag
alkalmazasaval szamolhatjuk ki.

> EH := -5*ET2+ET+42;
i EH:=-5ET2+43.5 (2.2.9.14)
B isolate(sigmaT*2 = ET2 - ET*2, ET2); assign(%);
i ET2=3.000000000 (2.2.9.1.5)
[> EH; # a megoldas

28.50000000 (2.2.9.1.6)

Tehat a megfigyeléskor mért magassag varhato értéke 28.5 m.

V¥ 9. Feladat (Magyar kartya parok)*

Egy 32 lapos magyar kartyapaklibdl kivalasztjuk a piros és a zold lapokat (azaz 8-8
darabot), majd koziiliik véletlenszeren kivesziink 8-at (visszatevés nélkiil). Varhatéan
hany par (2 azonos érték, de kiilonboz szin lap) lesz a kihtzott lapok kozott?

\ 4

Megoldas
|:> restart;
Rogzitsiik az adatokat!

>n := 16; # zo6ld és piros lapok szama Osszesen
k := 8; # kihuzott lapok szama
n:=16
k=28 (2.2.10.1.1)

Legyen X a kihuzott parok szama! Osszesqn 8 par van a piros és zold lapok kozott (VII-es,
VllI-as, [X-es, X-es, Also, Fels, Kiraly, Asz).

Jelolje X, (=1, 2,..., 8) annak az eseménynek az indikator-valtozojat, hogy az i-edik par a
kihazott 8 lap k6zott van, azaz

1 ha azi-edik part kihuztuk

! 0 kiilénben

X, in. p-paraméter Bernoulli-eloszlasu valoszinségi valtozo, ahol p =P(Xl. =1 )

8
Vegyiik észre, hogy X = ZX, (minden kihtzott parra 1-et adunk hozza az 6sszeghez). A
i=1

8
varhato érték additiv tulajdonsaga miatt ekkor E(X) = ZE (Xl) =8-E (Xl) (az utolsd
i=1

egyenlség abbdl adodik, hogy az X-k azonos eloszlasuak, barmely par kihuzasanak



\ 4

ugyanakkora esélye van). Hatdrozzuk meg elbb £ (X1 ) -et, majd E(X)-et!
E (X 1) = 1 - P(kihuztuk az i-edik part) + 0-P(nem huztuk ki az i-edik part)

— P(kihtiztuk az i-edik part) = p = edvezo esetek
osszes eset

, mivel az elemi események (8-lap huzasok) azonos valdszinségek.

Az 0sszes esetek szama: n =16 lapbol huzunk k= 8-at — N = (186) (ismétlés nélkiili

kombinacio).
> N := binomial (16, 8);
N :=12870 (2.2.10.1.2)

A kedvez esetek szama: n =16 lapbdl kihuzzuk az els part (2 lap) és még 6 lapot —

K= (16 . 2) (ismétlés nélkiili kombinacio).

[> K := binomial (14, 6);

i K :=3003 (2.2.10.1.3)
A kérdéses valoszinség:

> p := K/N;

7
= 2.2.10.14
I P=3, ( )
i(l varhat6 értéke ezzel megegyezik:
> EX1 := p;
7
EX] = — 2.2.10.1.5
30 ( )

X varhato értéke, azaz a kihtzott parok varhat6 szama a fenti okoskodas alapjan:
> EX := 8*EX1l; evalf (%)

28
EX:=“_
15
1.866666667 (2.2.10.1.6)

Tehat a kihtizott parok varhat6 szama 1.867, vagyis atlagosan megkozelitleg 2 parra
szamithatunk.

10. Feladat (Jaték korrektsége)

Egy jaték 3 szabalyos pénzérme feldobasabdl all. A jatékos 3 fej dobasakor 6 forintot, 2
fej dobasakor 3 forintot, 1 fej dobasakor 2 forintot kap, egyébként pedig 3 iras dobasakor
a jatékos fizet a banknak 16 forintot. Allapitsuk meg, hogy a jatékos szempontjabél
kedvez vagy kedveztlen-e a jaték!

Y Megoldis
|:> restart;
Az adatok:
[> n := 3; # pénzérmék szama
P := 1/2; # egy érmével fej dobasanak esélye
n:=>3
1
p = B3 (2.2.11.1.1)

v
5|
I

[0, 1, 2, 3]; # fejek lehetséges szama
F=10,1,2,3] (2.2.11.1.2)




>x := [-16, 2, 3, 6]; # fejek szamdhoz tartozd
nyeremények (a jatékos szempontjabodl)
i x=[-16,2,3,6] (2.2.11.1.3)
> linalg[augment] (Matrix (2, 1, [[fejek], [nyeremény]]),
Matrix (2, 4, [F, x]));

ejek 0 123
1e (2.2.11.1.4)

nyeremeny -16 2 3 6

J elolje X a jatékos nyereményét! Hatdrozzuk meg X eloszlasat, azaz a P(X=k)
valoszinségeket, ahol k=0, 1, 2, 3. A kisérlethez az a matematikai modell illeszkedik,
melyben kiilonbdznek tekintjiik az érméket (pl. nem egyszerre, hanem egymas utan
keriilnek feldobasra) és az elemi események a 3-hossz fej-iras sorozatok (ekkor kapunk
klasszikus valoszinségi mezt). Pontosan & fej dobasanak valoszinségét egy (n, p)-
paraméter binomidlis eloszlas irja le: P(X=k) = (Z) -pk- (1—p)'~ k= (i) : Ln -a

2
dobasok egymastol fiiggetlenek, igy a valdszinségek szorzastétele szerint annak
valdszinsége, hogy az els k dobas fej, a maradék n — k dobas iréspk- (1—p)'~ k, ésak

fej (n ) -féleképpen helyezkedhet el a sorrendben. (A edvezo eset képlettel szamolva is
k osszes eset

ugyanerre az eredményre juthatunk.)
> vsz := k -> binomial(n, k)*p*k*(1 - p)*(n - k);

i vsz == k—binomial(n, k) p* (1 —p)" ¢ (2.2.11.1.5)
[> px := map(vsz, F); # kimenetelek valészinségei
1 3 3 1
=lo. oo o 2.2.11.1.
Pr18 87878 ( ®

=> linalg[augment] (Matrix (2, 1, 'x', 'px']), Matrix (2, 4,
[x, px]));

x -16 2 3

1 3 3

6
1331
PY g g g 3

(2.2.11.1.7)

A jaték korrekt, ha a nyeremény varhat6 értéke 0, kedvez, ha > 0, kedveztlen,ha <O.
Az E(X) varhato értéket X eloszlasanak ismeretében konnyen kiszamithatjuk.

> EX := sum(x[i + 1]*px[i + 1], i = 0..n);
EX = % 2.2.11.1.8)

Mivel E(X) = % > 0, ezért a jaték kedvez a jatékos szempontjabol.

V¥ 11. Feladat (Egyiittes eloszlas, hatareloszlas, kovariancia)*

Tegyiik fel, hogy az X és Y valoszinségi valtozok egyiittes eloszlasa az alabbi tablazattal
adott! Hatarozzuk meg X és Y eloszlasat, varhato értékét, szorasat, kovarianciajat és
korrelacigjat! Vizsgaljuk meg X és Y fiiggetlenségét!

a)

X\ -3 ]2 4 ]
v D.

sor




2.4 03103 |1
‘ oszlqp

b)
X\Y|[-4 |2 7 >

1¢ 1¢ 16

1¢ 1¢ 16

Y Megoldis
|:> restart;

a)

X\ -3 12 |4
Y

1 101 (02]02 (0.5

3 (03]0.1]0.1 0.5

04103103 |1

Az egyiittes eloszlastablazat értelmezése:

X\ Y1V | V3

Xp VP11 | P12 | P13 |Pr-

Xy | P21 | P22 | P23 | P2

P.i|P.o|P.3 1

aholx, x,, ... 1ll. y;, y,, ... az Xill. Y valészinségi valtozok értékkészlete,
Py =P(X=xl. €s Yzyj) az Un. egylittes valoszinsegek, p, ., p,., ... a sorsszegek, melyek
Xeloszlasat adjak €sp , ;, p . 5, ... az oszloposszegek, melyek Y eloszlasat adjak. Az utobbi

kettt hivjak marginalis-, perem, vagy hatareloszlasoknak is, mivel a tablazat szélein
helyezkednek el (€s az egylittes eloszlasfiiggveny co-ben vett hatarertekekent allnak elo).




Egy ilyen tablazat tehat két diszkrét eloszlasu valoszinségi valtozo dsszes lehetséges
értékkombindcidinak valdszinségeit adja meg, és az egyes valtozok kiilon-kiilon vett
eloszlasa is leolvashato belle.

X eloszlasa:
>m := 2; # sorok szama
x := [1, 3];
px := [0.5, 0.5];
m:==2
x:=11,3]
px:=10.5,0.5] (2.2.12.1.1)

=> linalg[augment] (Matrix(2, 1, ['x'[i], 'px'[i]]), Matrix
(2/ m, [x/ Px]));

X; 1 3
(2.2.12.1.2)
px; 0.5 0.5
i/eloszlésa:
>n := 3; # oszlopok szama
y = [-3, 2, 4];
py := [0.4, 0.3, 0.3];
n:==>3
Y= [_37 27 4]
py:=104,0.3,0.3] (2.2.12.1.3)

=> linalg[augment] (Matrix(2, 1, ['y'[i], 'py'[i]]), Matrix
(2, n, [y, pY])):
Vi -3 2 4

(2.2.12.1.4)
py, 0.4 03 0.3

A varhato értek és a szoras:

> EX := sum(x[i]*px[i], 1 = 1..m);
i EX:=20 (2.2.12.1.5)
B sigmaX := sqrt(sum((x[i] - EX)*2*px[i], i = 1..m));
i sigmaX = 1.0 (2.2.12.1.6)
[> EY := sum(y[i]*py[i]l, i = 1..n);
i EY:=0.6 (2.2.12.1.7)
B sigma¥Y := sqrt(sum((y[i] - EY)“*2*py[i], i = 1..n));
i sigmaY :=3.039736831 (2.2.12.1.8)
A kovariancia és a korrelacio kiszamitasahoz készitslink egy matrixot a fenti tablazat
"kozepébl"!
> P := Matrix(m, n, [[0.1, 0.2, 0.2], [0.3, 0.1, 0.1]1);
0.1 0.2 0.2
— (2.2.12.1.9)
0.3 0.1 0.1

A kovariancia a két valoszinségi valtozo varhat6 értékétl valo eltérése szorzatanak

varhato értéke: Cov(X, Y) =E((X—E(X) )-(Y—E(Y)))

> CovXY := add(add((x[i] - EX)*(y[j] - EY)*P[i,j], i = 1..
m), j=1..n); # a sum itt nem mkédik, a Maple




specialis kiértékelési szabalyai miatt az add-ot kell
hasznalnunk

CovXY = -1.200 (2.2.12.1.10)

A kovariancia kiszamithat6 a tételként tanult Cov(X, Y) =E(X-Y) — E(X)-E(Y) képlettel
is, melyet gyakorlati szempontbdl jobban kezelhet.
> EXY := add(add(x[il*y[j]1*P[i,j], i = 1..m), j = 1..n);
EXY :=0. (2.2.12.1.11)
> CovXY = EXY - EX*EY;
-1.200=-1.20 (2.2.12.1.12)

A korrelacids egylitthatd a regresszidanalizisben jatszik fontos szerepet és a két valtozo
kozotti linearis 0sszefliggés ersségét €s iranyat adja meg: ha Corr(X, Y) kozel van az 1-
hez, akkor Y értéke X ndvekedésével ardnyosan n, ellenben ha Corr(X, Y) kozel van az
- 1-hez, akkor Y értéke X novekedésével ardnyosan csokken.

A korrelaciot gy kapjuk, hogy a kovarianciat leosztjuk a szorasokkal:

Cbnixgy)z_éhlﬁﬁlﬁ_'
c(X)-o(Y)
> CorrXY := CovXY/ (sigmaX*sigmayY) ;
CorrXY = -0.3947710169 (2.2.12.1.13)

Ez azt jelenti, hogy a két valtozo kozott kozepes ersség, forditott lineéris kapcsolat van.
A fiiggetlenség vizsgalatahoz érdemes tudni, hogy fiiggetlen valoszinségi valtozok
kovariancidja (és korrelacioja) 0. Mivel itt a kovariancia nem nulla, ezért X és ¥ nem lehet
fiiggetlen! (De vigyazzunk: Cov(X, Y) =0-bol még nem feltétleniil kovetkezik a
fliggetlenség, mint azt a b) feladatrészben latni fogjuk!)

b)
X\ |-4 |2 |7 N
Y 4
1 30/ |69/ |21/ |2
1 1 1
5 (20/ |1/ |19/ |2
1 1 1
N? |2 |2 |1
yi

A szamolas az a) feladatrészhez hasonldan torténik, azzal a kivétellel, hogy itt nem adja
meg a tdblazat a hatareloszlasokat, ezért ezeket is nekiink kell meghatarozni.
Vegyiik fel az egyiittes eloszlds matrixat, mely a tablazat "kozepét" tartalmazza!
| > restart;

>m := 2; # sorok szama
n := 3; # oszlopok szama
P := Matrix(m, n, [[30/160, 69/160, 21/160], [20/160,
1/160, 19/16011):

m:=2

n=3

(2.2.12.1.14)




16 160 160
P =

1119
8 160 160

3 69 21

):(értékei:
>x := [1, 5];
x=1[1,5]

> px := [seq(add(P[i,j], j = 1..n), i = 1..m)];
_[3 1

i“éblézatban Osszefoglalva X eloszlasa:
> linalg[augment] (Matrix(2, 1,

['x'[1],
(21 m, [xl Px]));
X; 1 5
31
PYioy g
I:{asonlc')an Y-ra:
>y := [-4, 2, 71;
] yi=[-4,2,7]
[> py := [seq(add(P[i,j], i

N T

i py'_[16’16’4]

[> linalg[augment] (Matrix (2, 1, ['y'[i],
(21 n, [YI PY]));

1
l6 16 4
Z( ¢s Y varhato értéke ¢s szorasa:
> EX := sum(x[i]*px[i], i = 1..m); evalf(%);

i 1.732050808

> EY := sum(y[i]*py[i], i = 1..n); evalf(%);
11
EY = —
8
| 1.375000000
B sigma¥Y := sqrt(sum((y[i]

evalf (%) ;

A hozzajuk tartozo6 valoszinségek (marginalis eloszlas) a P matrix sordsszegei:

EX:=2
i 2.
> sigmaX := sqrt(sum((x[i] - EX)“*2*px[i], i = 1..m));
evalf (%) ;
sigmaX:Z\/?

(2.2.12.1.14)

(2.2.12.1.15)

(2.2.12.1.16)

'px'[i]]), Matrix

(2.2.12.1.17)

(2.2.12.1.18)

(2.2.12.1.19)

'py'[i]]), Matrix

(2.2.12.1.20)

(2.2.12.1.21)

(2.2.12.1.22)

(2.2.12.1.23)
- EY)*2*py[i], i = 1..n));



sigmaY := L v 1095

8
4.136348028 (2.2.12.1.24)

ZA kovariancia és a korrelacio:
> CovXY := add(add((x[i] - EX)*(y[j] - EY)*P[i,j], i = 1..

m), j=1..n); # a sum itt nem mkédik, a Maple
specidlis kiértékelési szabalyai miatt az add-ot kell
hasznalnunk
i CovXY =0 (2.2.12.1.25)
[> CorrXY := CovXY/(sigmaX*sigmaY) ;
CorrXY =0 (2.2.12.1.26)

Ez azt jelenti, hogy nincs linedris Osszefliggés a két valoszinségi valtozo kozott.
Vizsgaljuk meg, fiiggetlenek-e! A fliggetlenség feltétele diszkrét esetben az, hogy az
egylittes eloszlas elalljon a peremeloszlasok (diadikus) szorzataként: p i =Pi. P minden
(i,7) index-parra. Teszteljiikk azi =1, j =1 helyettesitéssel!
> P[1,1] = px[1l]*py[l]; evalb(%);
3 _1s
16 64
false (2.2.12.1.27)

Tehat X és Y nem fiiggetlen, annak ellenére, hogy Cov(X, Y) =0!

V¥ 12. Feladat (Pont kivalasztasa korlapon)

Valasszunk Ki véletlenszeren egy P pontot egy egységnyi sugaru korlapon és jeloljiik Z-
vel a kor kozéppontjatol mért tavolsagat! Hatarozzuk meg Z eloszlas és
srségfiiggvényét valamint szamitsuk Ki a varhato értékét és varianciajat!

\ 4

Megoldas

|:> restart;
Az eseménytér: ) = {P(x,y) e R?| X +y2 <1}, a valdszinségi mez geometriai. Az
eseménytér geometriai mértéke: m( Q) = 12-m=n Ezen definidljuk a Z valészinségi

valtozot, mely egy P(x, y) € Q ponthozaZ(P) =+ 2+ y2 értéket rendeli hozza.

> Pl := plots[implicitplot] (x*2 + y*2 =1, x = -1..1, y =
-1..1, scaling = constrained, color = red, thickness =
3):
P2 := plots[pointplot] ([0.5, 0.5], color = black, symbol
= cross, symbolsize = 30, thickness = 1):
P3 := plot([[0, 0], [0.5, 0.5]]1):
plots|[display] (P1, P2, P3);




Az eloszlasfliggvény megadasahoz meg kell hatarozni az F(z) = P(Z < z)
valdszinségeket, minden z € R esetén (nyilvan csak az €]0; 1] tartomany az érdekes).
P¢ldaul az alabbi grafikonon lathatd a kedvez esetek halmazanak geometriai
reprezentacioja z = 0.5 esetén, mely egy 0.5 sugaru kor:
> P4 := plot({sqrt(l/4 - x*2), -sqrt(l/4 - x*2)}, x =
-0.5..0.5, color = red, filled = [color = green,
transparency = 0.5], thickness = 3):
P5 := plots[pointplot] ([0.2, 0.2], color = black, symbol
= cross, symbolsize = 30, thickness = 1):
plots[display] (P1, P4, P5, plot({}, x = -1..1));




Hasonldéan meggondolhat6, hogy a valdszinség geometriai kiszdmitasi modja alapjan

2
P(Z<z)= =7*. Innen az eloszlasfliggvény:
m(Q)
0 z<0
Fiz)={7 0<z<1

1 1 <z

[> F := z -> piecewise(z <= 0, 0, z <= 1, z*2, 1): 'F(z)' =
F(z);
0 z<0
F(z)={7 z<I1 (2.2.13.1.1)

1 otherwise

ZA srségfiiggvény az eloszlasfiiggvény derivaltja:
> f =z -> diff(F(z), z): '"£f(z)' = £(=z);

(2.2.13.1.2)



0 z<0
2z z <1

f(z)= undefined o (2.2.13.1.2)
0 1 <z

Léthatjuk, hogy a derivalt véges sok pont kivételével létezik, ezért a X folytonos eloszlasu.
Abrazoljuk az eloszlas és srségfliggvényt!

> plot(F(z), z = -0.5..1.5, thickness = 3);
-
0.8
0.6 1
0.4
0.2
-05 0 05 I 15

=> plot(f(z), z = -0.5..1.5, thickness = 3, discont = true)

’




0.5

-0.5 0 0.5 1 1.5

A varhaté értéket ill. a varianciat definicié szerint a srségfliggvény z-szeresének ill.

(z—E(Z) )2-szeresének integralja adja.

> EZ := int(z*f(z), z = 0..1); # Elég a [-infinity,
infinity] intervallum helyett csak a [0, 1]
intervallumon integralni, mert azon kivil f(z) = O.

Ez=2 (2.2.13.1.3)

3
Tehat az egységkor véletlen pontjanak origdtol valo varhato tavolsaga 3 (és nem > N,

ami jobban érthet, ha arra gondolunk, hogy a kérvonalhoz 1ényegesen tobb pont van
kozel, mint a kor kozéppontjadhoz. Nézziik most a varianciat:
> VarZ := int((z - EZ)*2*f(z), z = 0..1);

Varz = % (2.2.13.1.4)

Tehat a tavolsag varianciaja 11_8

¥ Gyakorlé feladatok



V¥ Gy/1. Feladat (Két dobékocka minimuma / 2.)

Dobjunk fel két szabalyos dobdkockat és jelolje X a dobott szamok koziil a kisebbiket
(egyenl dobas esetén barmelyiket)! )

e) Szamitsuk ki X varhato értékét, a varianciajat és a szorasat! Abrazoljuk az eloszlast az
Xy sikban palcikadiagramon, a varhato érték és a szoras fetiintetésével!

f) Szamitsuk ki, hogy mekkora valdszinséggel lesz Y kisebb a varhato értékénél!

Megoldas
|:> restart;

VY Gy/2. Feladat (Osszeg standardizaltja)

Legyenek X, X, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasi valoszinségi valtozok p =10 varhato

100
Sl

értékkel és 6 =2 szorassal. Adjuk meg az §,,, = ZX, ésaz X = W(:;) valoszinségi
i=1

valtozok varhato értékét, szorasat és standardizaltjat!

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/3. Feladat (Geometriai eloszlas)

Az X diszkrét valészinségi valtozo p > 0 paraméter geometriai eloszlasu, ha
P(X=k)=p-(1 —p)k B 1, ahol k=1, 2, 3, ... . Hatarozzuk meg X varhato értékét,
szorasat és masodik momentumat!

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/4. Feladat (Normalis eloszlas momentuma)

Hatarozzuk meg az (m, 6)-paraméter normalis eloszlas varhato értékét, szorasat és 2.
momentumat!

Megoldas
|:> restart;

VY Gy/5. Feladat (Osszeg szorasa, kovarianciaja)
Legyenek X és Y fiiggetlen valoszinségi valtozok, melyekrl tudjuk, hogy

2 2
E(X)=3,E(Y)=-1,06 (X)=1és0 (Y) =2 (aszorasnégyzet megegyezik a varianciaval,

2
azazo (X)=Var(X) )! Hatarozzuk meg a W=-5 X + 2 Y + 10 valoszinségi valtozo
varhato értékét és szorasat! Mennyi Cov(X, W) és Corr(W, Y)?




Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/6. Feladat (Korrelacios egyiitthato linearis fiiggvényre)

Mutassuk meg, hogy ha X egy valoszinségi valtozo és Y=a-X + b, akkor X és Y
korrelacios egyiitthatéjal, haa > 0és (-1),haa <0.

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/7. Feladat (Négyzetes kifejezés varhato értéke)

Egy X valdszinségi valtozo varhato értéke 12, szorasa 5. Hatarozzuk meg X masodik
momentumat és az ¥=2X> —4 X +7 valoszinségi valtozo varhato értékét!

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/8. Feladat (Varhato érték és szoras eloszlastablazatbol)

Szamitsuk ki a varhato értéket, a varianciat és a szorast az alabbi tablazatokkal adott
eloszlasokhoz!

a)
x, |2 [3 |11

l

D; 1 1 1

b)
x, |-5[-4]|1 |2

1

p |1 1|1 |1

Megoldas
|:> restart;

¥ Gy/9. Feladat (Korrelacio osszeggel)

Legyenek X és Y fiiggetlen valészinségi valtozok, melyekre Var(X) = % ésVar(Y) = %

Szamitsuk ki X és X + Y korrelacios egyiitthatojat!
Megoldas

|:> restart;




¥ Gy/10. Feladat (Barati tarsasag)

Egy szocioldgiai felmérésben harom, egymassal kapcsolatban nem 1év barati tarsasagot
vizsgalnak. Az A tarsasagnak 5, a B tarsasagnak 7, a C tarsasagnak pedig 10 tagja van.
Mekkora a barati tarsasagok atlagos mérete? Varhatéan hany baratja van egy
véletlenszeren kivalasztott személynek (egy tarsasagon beliill mindenki mindenkinek
baratja)?

Megoldas
|:> restart;




