10. Gyakorlat

Y Maple ismerkedés

A Statistics csomag: kiilonboz eloszldsok, valoszinségi valtozd, mintavétel (Sample), Probability,
ProbabilityFunction, PDF, CDF (!), eloszlas készitése eloszlas/srségfiiggvénybl, ExpectedValue,
Variance, StandardDeviation, Moment, CentralMoment, ProbabilityTable, EmpiricalDistribution
LineChart, Histogram+range, ColumnGraph, DensityPlot+range

> with (Statistics):

> X1 := RandomVariable (DiscreteUniform(1l, 6));
Xl= R (1.1)
> Y := RandomVariable (DiscreteUniform(1l, 6));
Y= R0 (1.2)
[> X1 + Y; # 2 kockaval valdé dobas
i R+ RO (1.3)
[> X2 := RandomVariable (Bernoulli(0.1)); # p
X2:= RI 1.4)
[> X2 := RandomVariable (Poisson(l)); # lambda
X2:= R2 (1.5)
[> X3 := RandomVariable (Binomial (10, 0.2)); # n, p
i X3:= R3 (1.6)
[> X4 := RandomVariable (Geometric(0.2)); # p !'!!'Maple mashogy
definialja!!!
i X4 .= R4 1.7
[> ProbabilityFunction (X4, 0);
i 0.20 (1.8)
[> X5 := RandomVariable (Hypergeometric (100, 20, 10)); # N, S, n
i X5:= RS (1.9
[> X6 := RandomVariable (Uniform(0, 5)); # a, b (geometriai
valdészinségq)
i X6 := R6 (1.10)
> X7 := RandomVariable (Exponential (0.1)); # lambda=10 !!!'Maple
mashogy definialja!!!
X7 = R7 (1.11)
[> X8 := RandomVariable (Normal (173, 8)); # mu, sigma
X8:= RS (1.12)

> ?EmpiricalDistribution
# (<>, 'probabilities' = [])
> Probability (X8 >= 170); evalf (%)
% + % erf(f—6 \/7)
0.6461697666 (1.13)
> Probability ({X8 >= 170, X8 < 180}); evalf(%);

ierf(i\/7)-f—ierf(i\/i)
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0.4553828137
=> Probability (X8 < 170) + Probability (X8 >= 180); evalf (%)
1—%erf(li6\/7) —%erf(%ﬁ)
0.5446171863
> [seq(ProbabilityFunction (X3, k), k = 0..10)];
[0.1073741824, 0.2684354560, 0.3019898880, 0.2013265920, 0.0880803840,
0.0264241152, 0.0055050240, 0.0007864320, 0.0000737280, 0.0000040960,

1.0240 107]

> binomialis := k -> ProbabilityFunction (X3, k);
binomialis := k— Statistics:-ProbabilityFunction( X3, k)
> PDF (X7, 0.2); # srségfiiggvény értékei
1.353352832

> f := x -> PDF (X7, x); # srségfiiggvény (a PDF csak egy

algebrai kifejezés)

f=x—Statistics:-PDF (X7, x)

> CDF (X1, 5); evalf(%); # eloszlasfiiggvény értékei, !!!Maple
mashogy definialja!!! - P(X <= x)
el
6

0.8333333333
> CDF (X8, 0.5); CDF (X8, 10);
2.02086949288466 1071%
% — % erf( % \/7)
> F := x -> CDF (X8, x);
F :=x— Statistics:-CDF (X8, x)
> plot(F(x), x = 150..200);
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> op (Sample (X2, 20));

20,{3=1.,4=3,5=1.,7=3,8=2.,11=1,20=1.}, datatype = float,, storage (1.23)
i = rectangular, order = Fortran_order, shape= | |
[> £2 := x > piecewise(x <=1, 0, 1/(x*2)); # -1/x a primiv
fiiggvénye
12 :=x—>piecewise(x <10, Lz) (1.24)
X
[> int(f2(x), x = 1..infinity);
i 1 (1.25)
[> int(f2(x), x = -infinity..t);
0 t<1
_ 1.26
t—1 { < (1.26)
t
=> X20 := RandomVariable (Distribution (PDF = £2));
X20:= R9 (1.27)

> Probability(X20 < 3);

(1.28)



2

“ 1.28
i 5 (1.28)
> x21 := RandomVariable (Distribution (CDF = (x -> piecewise(x <=0,
0, (x-1)/x))));
i X21:= RI0 (1.29)
> Moment (X6, 2);
25
—-— 1.30
i - (1.30)
[> DensityPlot (X8, range = 0..3); # srségfilggvény gyors
abrazoléasa
4.x10-]00,
3.x10-]00,
2,)(10']00*
1,)(10']00*
0 1 2 3

=> ColumnGraph([[0.1, 0.2, 0.3, 0.2, 0.1], [0.3, 0.2, 0.1, 0.2,
0.3]], color = [blue, red], legend = ['els', 'masodik'],
offset = 0.6);
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> LineChart([0.1, 0.2, 0.3, 0.2, 0.1], xcoords
), # a range opcid itt nem mkodik!




0.30 7

0.25

=> minta := Sample (X20, 1000) ;
1.. 1000 Vector

row

Data Type: float
minta := ype: floaty (1.31)

Storage: rectangular

Order: Fortran_order

> H := Histogram(minta, range = 1..10, bincount = 50): H;




0.9

0.8

> plots[display] (H, DensityPlot(X20, range = 1..10, thickness =
3, color = red)); # srségfiiggvény illeszkedik a hisztogramra




0.9

0.8

integrélés, derivalas, hatarérték: diff/Diff, int/Int, limit/Limit
> fl :=x -> 1/(1 + x*2);
f2 := x -> piecewise(x <=0, 0, x <=1, 1/6, x <= 2, 3/6, 1):

“£2 (%) = £2(x);
fl:=x— 21
x +1
0 x<0
-% x <1
()= | (1.32)
E x <2
1 otherwise

=> plot([f1l(x), f2(x)], x = -5..5, color
= 3, symbol = solidcircle, symbolsize
legend = [ "f1(x) , "f2(x) 1),

[blue, red], thickness
20, discont = true,




1)

> Jdiff (£1(x), x);
2x

(2+1)°

> diff (£1(x), x$2);
2
8 x 2

| (xz+1)3 (xz-l—l)2
> diff(f2(x), x);
undefined x=0
undefined x=1
undefined x=2
0 otherwise

(> diff £1 := Diff (£1(x), x);

o= (54)

[> eval (value (diff £1), x = 1);

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)



1
_ L 1.
5 1.37)
int(fl(x), x = =-5..5);
2 arctan(5) (1.38)
evalf (int(fl(x), x = -5..5));
2.746801534 (1.39)
int(fl(x), x = -5..y)~
arctan(5) + arctan(y) (1.40)
int(f1(x), x = -infinity..infinity); # nem srségfiiggvény!
T (1.41)
int(f1(x), x); # hatdrozatlan integral
arctan(x) (1.42)
Int(f2(x), x = -1..2.5);
S ) x<0
%— x <1
dx (1.43)
-% x <2
)4 1 otherwise

value(%); # evalf (%) is mkodik
1.166666667 (1.44)
Pl := plot(fl(x), x =-5..5, color = red, filled = [color =
blue, transparency = 0.5], thickness = 3);
Pl =PLOT(...) (1.45)
plots[display] (P1, plot(fl(x), x = -7..7, color = red,
thickness = 3));



limit(£f2(x), x = 2.5);
£2(2.5); # folytonos

limit (£2(x), x

limit (£2(x), x

limit(f2(x), x

=1);
undefined

= 1, right);

1

2
=1, left);

€

6

# P(a <= X< b) =F(b) - F(a);

# P(a < X <=Db)

F(b+) - F(a+); # jobb oldali hatarérték

Limit(f1(x), x = 1);

value (%) ;

lim 5
A |

# evalf (%) is mkoédik

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)
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=> plot(g(x), x = -1..15);

15

2
[> 1limit(£f1(x), x = infinity);
i 0
[> g := sin(x) + x; # nem figgvény, hanem algebrai kifejezés!
'eval'-lal lehet értéket behelyettesiteni
| g :=sin(x) +x
[> g := unapply(sin(x) + x, x); # ez mar fiiggvény
| g =x—sin(x) +x
> g := x -> sin(x) + x; # ez is

g =x—sin(x) +x

Elméleti o6sszefoglalo

Olykor részleteikben merben kiilonboz feladatok is épiilhetnek alapveten hasonlo

V Nevezetes diszkrét eloszlasok

(1.51)

(1.52)

(1.53)
(1.54)

(1.55)

valoszinségi modellre. Ha ezt felismerjiik, €s a kozos rész kezelésére eszkoztarat fejlesztiink ki,



sok hasonlo feladatra nyerhetiink megoldasi sablont, mellyel a feladattipus azonositasa —esetleg
nehany parameter illesztése— utan kénnyen eljuthatunk a megoldasig.

Hasonl6 valoszinségi modellek hasonlo eloszlasu valdszinségi valtozokkal irhatok le. Néhany
gyakran elforduld nevezetes problémakorhoz nevezetes eloszldsok tartoznak, melyek —a tipus
azonositasa utan— megfelelo parameterezessel jol hasznalhatok hasonlo tipusu feladatok
megoldasara. Ebben a feladatsorban a nevezetes diszkrét eloszldasokkal foglalkozunk, azok koziil is
a kovetkezkkel: diszkrét egyenletes, Bernoulli, binomialis, hipergeometrikus, Poisson €s
geometriai.

Y Binomidlis eloszlis

Legyen adott egy p valdszinséggel sikeres (pozitiv) kimenetel (és persze g =1 —p
valoszinséggel sikertelen (negativ) kimenetel) elemi kisérlet, melyet n-szer elvégziink. Azt
vizsgaljuk, hogy a kisérletsorozatban hany pozitiv kisérletet talalunk, és ezt egy ¥
valoszinségi valtozdban rogzitjik.

Az Yvaloszinségi valtozo értékkészlete nyilvan 0-tdl n-ig terjed (egy sem sikertil, vagy mind
sikertil, vagy ezek k6zott barmilyen darabszam): y = [0, 1, ..., n]

Az egyes értékekhez tartozo6 valdszinségek kiszdmitasa a kdvetkezképp torténik:
Ap,=P(Y=k) érték azt a valoszinséget jelenti, mellyel az n elem kisérletsorozatban

pontosan k darab sikeres (€s igy pontosan n — k darab sikertelen) kisérlet kovetkezik be. Az
egymastol fliggetleniil elvégzett n elemi kisérletbl adott £ db pozicidra (pl. konkrétan az els
k-ra) elirva a sikert (a tobbire pedig a sikertelenséget), egy ilyen kimenetel kisérletsorozat

Lo r k n—k . Lo . " ;
valoszinsége p™- (1 —p)~ ", mivel ap valoszinséggel bekdvetkez pozitiv eredménynek
pontosan k-szor, az 1 — p valoszinséggel bekdvetkez negativ eredménynek pedig a maradék
pozicidkban pontosan (n — k)-szor kell bekdvetkeznie. Ez azonban csak egyetlen, elirt
eredmény kisérletsorozatra vonatkozik (ahol pontosan elirt, hogy az n kisérlet koziil épp
melyik az a k darab, amelyik pozitiv), mikdzben az adott k darabszdmu sikeres kisérlet

Z) modon helyezkedhet el,

pozicidja nem kotott: az dsszes n kisérlet koziil a k darab pozitiv (
tehat ennyiszer kell venni az elbbi valoszinséget:

p=Pr=n= (7o (1= p)"
Vegyiik észre, hogy az eloszlasnak minddssze két (kiilonboz feladatokra méasképp
beallitando, de aztan az adott feladat soran mar konstans) paramétere van: az elemi kisérlet
pozitiv kimenetelének valoszinsége (p), tovabba a kisérletsorozat elemszama (7). Miutan
ezeket az adott feladatra megfelelen beallitottuk, Y barmely értékének valdszinségét
kiszamithatjuk a formulaval, ha a kivant értéket k-ba helyettesitjiik. Ebbl a szempontbol # és
p paraméterei, k pedig valtozoja a fenti formulanak.
Sok feladat visszavezethet binomialis sémara. Pl. a visszatevéses mintavétel, mint
tipusfeladat, maga is egy Bernoulli-kisérlet, hiszen a huzott elem visszahelyezésével a kisérlet
minden ismétlésekor megegyezik a helyzet: ugyanannyi a pozitiv
("selejtes"/megkiilonboztetett) elem valasztasanak valdszinsége. Visszatevéses mintavétellel
kivalasztott mintaban a pozitiv ("selejtes"/megkiilonboztetett) elemek darabszama binomialis
eloszlast kovet.
Adott tipusu és paraméter eloszlas varhat6 értéke €s szorasa is jol definidlt, és csak az
eloszlas paramétereitl fiigg.
A binomiadlis eloszlas varhato értéke nagyon egyszer, szemléletes alakot 6lt:

E(Y)=np
Ez a formula szemléletesen azt fejezi ki, hogy a kisérletek koziil atlagosan épp a
valoszinségnek megfelel aranyban lesznek a pozitiv kimenetelek.
A binomidlis eloszlas variancigja és szorasa:
Var(Y)=n-p-(1 —p)

—k




L

\ 4

o(Y)=vnp-(l—p)

Poisson-eloszlas

Tekintsiink egy olyan konstrukciot, ahol egy (végtelen hossziisagu) egyenes mentén pontok
szorodnak valamilyen dtlagos egyenletes srséggel. A gyakorlatban sok, ezzel modellezhet
helyzet van; akar térben, akar idben (idtengelyen) szorodhatnak a megfigyelt, pontszernek
tekinthet események (ill. azok valoszinségi valtozdval szdmszersitett értéket).

Ilyen modell szerint rendezdnek el pl. egy adott pillanatban egy Utszakaszon az autok: ha
1égifelvételt készitlink az utszakaszrol, akkor térben, de ha az amugy mozg6 jarmveket egy
megfigyelési ponton szamlaljuk, akkor idben is. Ezen analdgia szerint értheten ugyanilyen
modell szerint jonnek veliink szembe a jarokelk az utcan, megfigyelt meteorok a 1égkorbe,
vagy mszerrel érzékelt részecskék egy radioaktiv forrasbol.

A modell tipikusan arra az esetre hasznalhatd, ha egy (térbeli vagy idbeli) szakaszon hosszabb
tavon az dtlagos pontsrség ismert (elméleti iton meghatarozhato, vagy kisérletileg
megmérhet). A pontok szama persze (adott hosszisagl szakaszokon Ujra és Gjra
megszamolva) ezen atlag koriil ingadozasokat mutat (a lehetséges darabszamokhoz tartozo
megfelel valoszinségekkel). Ezen eloszlds viszont nemhogy maga is pontosan
meghatarozott a konstrukcid altal, de raadésul (érdekes és egyaltalan nem trividlis médon)
olyan szoros ¢€s egyértelm Osszefliggésben van a sajat atlagaval, hogy a teljes szerkezete
maradéktalanul jellemezhet a varhato értékkel, mint egyetlen paraméterrel (A) — a megfigyelt
szakaszon mért atlagos darabszamon kiviil semmilyen mas informéciora nincs sziikség az
elfordulasi darabszdmok valoszinségének leirdsadhoz.

A konstrukcioban tipikusan feltehet kérdések:

1. Egy adott szakaszon hany pontra milyen valoszinséggel lehet szamitani? (Adott hosszusagu
szakaszon mérhet darabszam valoszinségi eloszldsa.)

2. Az egyes pontok kozott mekkora tavolsagra milyen valoszinséggel lehet szamitani?
(Szomszédos pontok kozti tavolsag valoszinségi eloszldsa.)

Az els kérdésre a Poisson-eloszlas, a masodikra a késbb sorra keriil exponencialis eloszlas
ad valaszt. A kett jelentsen eltér mar abban is, hogy elbbi diszkrét, utébbi folytonos, mégis
Osszefliggnek a kdzos modell révén.

A Maple képes maga is létrehozni és kezelni Poisson-eloszlasu valoszinségi valtozot:

| > restart;

| > with(Statistics):

[> Y := RandomVariable (Poisson(4)) ;

i Y= R (2.1.2.1)

A A paraméter Poisson-eloszlas varhato értéke és variancidja (szorasnégyzete) is maga a

, 2
paraméter: U=6 = A:

> Mean(Y) ;
_ 4 (2.1.2.2)
B Variance (Y) ;
_ 4 (2.1.2.3)
> StandardDeviation (Y) ;

2 (2.1.2.4)

V¥ Kidolgozott feladatok

1. Feladat (Poisson-eloszlas a binomialis eloszlas hatarértékeként)

Szorjunk le n pontot véletlenszeren egy / =n hosszisagu szakaszra! Valasszunk Ki egy
d =1 hosszlsagu részszakaszt és jelolje Y az erre es pontok szamat! Viszgaljuk Y



eloszlasat n kiilonboz értékei esetén!

a) Adjuk meg Y eloszlasanak tipusat, paramétereit és varhato értékét!

b) Hatarozzuk meg és abrazoljuk palcikadiagramon Y eloszlasat n =10 esetén! Szamitsuk
ki a varhato értéket és a szorast!

¢) Hatarozzuk meg és abrazoljuk palcikadiagramon Y eloszlasat n =100 esetén!
Szamitsuk ki a varhaté értéket és a szorast!

d) Kozelitsiik Y eloszlasat Poisson-eloszlassal, adjuk meg a A paraméter értékét!
Abrazoljuk a valészinségeket a tartomany alkalmas megvalasztisa mellett
palcikadiagramon és hasonlitsuk ezt 6ssze a c) feladatrészben kapott diagrammal!

YV Megoldis
|:> restart;

a) Adjuk meg Y eloszlasanak tipusat, paramétereit és varhato értékét!

Elvileg a teljesen beliil barhol kiszemelhetjiik a vizsgalt 1 hosszl szakaszt, pl. képzeljiik
valahova kozépre.

Koénnyen lathato, hogy a kisérletet elvégezve a kiszemelt szakaszon beliili pontok szama
binomialis eloszlasu: egy pont ledobasa egy Bernoulli-kiserlet, mely —geometriai

valoszinuseggel szamolva— p = % ~ 1 valoszinséggel lesz sikeres (a pont a kiszemelt
n
szakaszra esik), €s Y éppen n db ilyen, fliggetleniil elvégzett kisérlet koziil a sikeresek

, , et 2 1 . . . 1
szdma. Az eloszlas paraméterei n és p = —, vagyis Y~Binomial (n, — ) .
n n

Y vérhato értéke a binomialis eloszlasra tanult képlet alapjan E(Y) =n-p = 2 - 1, ami
n

jelen esetben nem fligg n-t1.
> EY :=1;
EY:=1 (2.2.1.1.1)

l_)) Hatarozzuk meg és abrazoljuk palcikadiagramon Y eloszlasat n =10 esetén!
Szamitsuk ki a varhato értéket és a szorast!
>n :=10; 1 :=n; d := 1;

n:=10
/=10
i d=1 (2.2.1.1.2)
(> p := d/1;
1
= 2.2.1.1.3
=7 ( )

}lehetséges értékei a 0-10 szamok (szélsséges esetben elfordulhat, hogy egy pont sem
esik a kivalasztott szakaszra, €s az is, hogy mind a 10 pont raesik).

> yl0 := [seq(i, i = 0..n)];
i v10:=100,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] 2.2.1.14)
Az egyes értékekhez tartozo valoszinségek binomialis eloszlas szerint alakulnak:
> pyl0 := [seq(binomial(n, k)*p*k*(l-p)”*(n-k), k = 0..n)]:
evalf (%) ;
[0.3486784401, 0.3874204890, 0.1937102445, 0.05739562800, (2.2.1.1.5)

0.01116026100, 0.001488034800, 0.0001377810000,
0.000008748000000, 3.645000000 10'7, 9.000000000 10'9,




| 1.000000000 10™"°]
ébrézoljuk az eloszlast palcikadiagramon!
| > with (DynamicSystems) :

> Pl := DiscretePlot(yl0, pyl0, style = stem, color =
blue, thickness = 3): P1l;

0.3 1

0.2

0.1

A varhato értéket €s a szorast szamolhatjuk definici6 szerint vagy a Statistics csomag

be¢pitett eljarasaival. A varhato értékre 1-et kell kapnunk az a) feladatrész alapjan.

> EY10 := sum(ylO[i + 1]*pylO[i + 1], i = 0..n); evalf(%);
# az indexek el vannak tolva l-gyel, mert a lista 1-tl
indexeldik

EYI0 =1
i 1. (2.2.1.1.6)
A sz0ras:
> sigma¥1l0 := sgrt(sum((yl0[i + 1] - EY10)“*2*pylO[i + 1],
i =20..n)); evalf (%),

sigma¥l10 := 13—0 Vv 10

0.9486832980 (2.2.1.1.7)

A Statistics csomag eszkdzeivel:
|:> with (Statistics):



> Y := RandomVariable (Binomial (n, p));

i Y= R (2.2.1.1.8)
B ExpectedValue (Y); # Mean(Y) is mkodik
i 1 (2.2.1.1.9)
[> StandardDeviation (Y);

13—0 J10 (2.2.1.1.10)

I:AXZ eloszlast szadmolhatjuk igy is:
> evalf ([seq(ProbabilityFunction(Y, k), k = 0..n)]); # =

pyl0
[0.3486784401, 0.3874204890, 0.1937102445, 0.05739562800, (2.2.1.1.11)
0.01116026100, 0.001488034800, 0.0001377810000,
0.000008748000000, 3.645000000 10'7, 9.000000000 10'9,

| 1.000000000 107"
¢) Hatarozzuk meg és abrazoljuk palcikadiagramon Y eloszlasat n =100 esetén!

Szamitsuk ki a varhato értéket és a szorast!
>n :=100; 1 :=n; d := 1;

n =100
[:=100
i d:=1 (2.2.1.1.12)
> p := d/1;
1
=700 (2.2.1.1.13)

Y értékei most a 0-100 szdmok koziil keriilnek ki (sz€lsséges esetben elfordulhat, hogy
egy pont sem esik a kivalasztott szakaszra, és az is, hogy az dsszes pont raesik).

> y1l00 := [seq(i, i = 0..n)];

v100:=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19,20,  (2.2.1.1.14)

21,22, 23, 24, 25, 26,27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39,
40,41, 42,43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58,

59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76, 77,
78,79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96,

| 97,98,99,100]

Az egyes értékekhez tartozo valoszinségek binomialis eloszlas szerint alakulnak:

> pyl00 := [seq(binomial(n, k)*p*k*(1l-p)*(n-k), k = 0..n)]
: evalf (%)
[0.3660323413, 0.3697296376, 0.1848648188, 0.06099916581, (2.2.1.1.15)

0.01494171486, 0.002897787124, 0.0004634508026,
0.00006286345663, 0.000007381693771, 7.621950920 107,
7.006035694 107, 5.790112144 10”°, 4.337710276 10°7'°,
2.965955744 10" 1.861747112 1072, 1.078183513 107,
5.785706982 107>, 2.887696889 107¢, 1.344999112 1077,
5.863366678 107", 2.398650004 102, 9.230014447 107,
3.347893211 1072, 1.146840889 107 3.716613992 10°%,




1141263287 10?7, 3.325359227 10%°, 9.206007586 107>,
2.424381507 1072, 6.079953623 107* 1.453456927 10>,
3.315151022 1077, 7.220499385 107, 1.502889373 10™,
2.991491028 10°*, 5.698078148 10™** 1.039211783 10™,
1.815712644 107, 3.040667107 107, 4.882708123 10",
7.521343321 1073, 1.111802413 10> 1.577593611 107,
2.149411074 1072, 2.812590249 10 3.535466979 10,
4269887656 10°%* 4.955382193 107°® 5.526836200 107,
5.924458511 1077°, 6.103987557 1072, 6.044749017 1074,
5.753548986 107%, 5.263395299 107'%, 4.627377087 10°%,
3.909262553 1072, 3.173102721 107 2.474154169 107,
1.852814860 1078 1.332275708 10™°°, 9.195842430 10™°,
6.090970313 10™°,3.870117990 10™7, 2.357936245 10™°,
1376951406 101°!, 7.703224648 1071 4.126306438 1071%,
2.115097526 1071%, 1.036812513 1071, 4.856975612 10713,
2.172673073 107'"°,9.273039152 1071'%, 3772701114 107%°,
1.461680243 107122, 5.387027924 1071%, 1.886366681 1077,
6.267831873 1071°°, 1.973343368 1071%, 5.877609100 107'%°,
1.653335893 1077, 4.383845171 1071*°, 1.093364552 10742,
2.558995625 1071%°, 5.605685926 10714%, 1.145943491 107"°°,
2.178858688 107>, 3.838722143 107, 6.239650529 107",
9.310773286 107192, 1.268065820 107%* 1.565513359 107'%’,
1.737721566 107°, 1717116172 107173, 1.492009273 10776,
1.122293672 10717°, 7.159768240 107'*2, 3.766713089 10736,
1.568973483 107%°, 4.851495000 107", 9.900000000 10"’

1.000000000 1072%]

Noha latszik, hogy gyakorlatilag 5-nél tobb pont szinte soha nem srsédik 1 méteren

beliil, elvi fontossagt felismerés, hogy ez nem a kisérleti konstrukcio korlataibol

kovetkezik (hiszen a gyakorlati korlat joval efolott, 100-nal van), hanem a kisérlet alapvet

természetébl fakad.

Abrazoljuk az eloszlas érdemi részét palcikadiagramon, pl. szoritkozzunk csak a 0-10

értékekre!

> P2 := DiscretePlot(yl00[1..11], pyl00[1l..11], style =
stem, color = blue, thickness = 3): P2; # indexek 1l-gyel
eltolva!




0.31

0.21

0.1

Ha ezt 6sszehasonlitjuk a b) feladatrészben, 10 hossziusagu szakaszon kapott diagrammal,
latszik, hogy alapveten hasonloak, bar de vannak aprobb kiilonbségek (csak az els két
palcika magassagaban van lathato eltérés). Ez nem véletlen, mint azt késbb latni fogjuk.
> ColumnGraph([pyl0, pyl00[1..11]], color = [blue, red],
offset = -0.4, legend = ["binomialis-10",
"binomialis-100"]); # ha tobb adatsort abrazolunk,
mindig készitsiink "legend"-et!
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== hinomialis-10

binomialis-100

A véarhat6 értéket és a szorast szamolhatjuk definici6 alapjan vagy a Statistics csomag
be¢pitett eljarasaival. A varhato értékre 1-et kell kapnunk az a) feladatrész szerint.
> EY100 := sum(ylOO[i + 1]*pyl00[i + 1], i = 0..n); evalf

(%); # indexek 1l-gyel eltolva

EYI00 =1

i 1. (2.2.1.1.16)
A szoras:
> sigma¥1l00 := sgrt(sum((yl00[i + 1] - EY100)“*2*pyl00[i +

1], i = 0..n)); evalf(%);

sigma¥100 = 3 V11

10
i 0.9949874370 (2.2.1.1.17)
A Statistics csomag eszkozeivel:
> Y := RandomVariable (Binomial (n, p))
i Y:= RO (2.2.1.1.18)
[> ExpectedValue(Y); # Mean(Y) is mkédik
1 (2.2.1.1.19)

=> StandardDeviation (Y) ;

(2.2.1.1.20)



L 13—0 JIT (2.2.1.1.20)

d) Kozelitsiik Y eloszlasat Poisson-eloszlassal, adjuk meg a A paraméter értékét!
Abriazoljuk a valészinségeket a tartomany alkalmas megvalasztisa mellett
palcikadiagramon és hasonlitsuk ezt 6ssze a c¢) feladatrészben kapott diagrammal!
A véges intervallumon vett gyakorlati modellt a végtelen szamegyenesen vett elméleti
modellel szokas kozeliteni.
Novelve a leszort pontok szdmat €s ezzel egyiitt a szakasz hosszat (pl. 1000 méteren 1000
pont, 1000000 méteren 1000000 pont, stb.), az 1 egység hosszl szakszra es pontok ¥
szdmanak eloszlésa stabilizalodni latszik egy hatareloszlas koriil, ahol az egész végtelen
szamegyenesre szorunk le végtelen sok pontot valamilyen atlagos surtséggel — jelen
esetben ugy, hogy barmely 1 hosszusdgu szakaszra varhatéan 1 pont essen.
Azt is gondolhatnank, hogy a véges 10 egység hosszon egyenletes eloszlassal elszort 10
pont mintdzata tokéletesen megegyezik azzal a mintdzattal, mely egy végtelen hosszu
egyenes mentén barmely 10 hosszu szakaszon keletkezne méterenként 1 darabos atlagos
pontsrség mellett. Bar val6 igaz, hogy kozeliti, vildgos, hogy teljesen pontosan nem
irhatja le, hiszen az n = 10 esetben kizart, hogy a megfigyelt 1 méteres szakaszra 10-nél
tobb pont essen, mikdzben a végtelen hosszu egyenesre szort végtelen sok pont esetén
semmi nem tiltja, hogy egy kiszemelt 1 méteres szakaszon véletlenszer lokalis srsodés
folytan 10-nél tobb (st, elvileg barmennyi) pont jelenjen meg.
Az elméletileg is teljesen pontos leirdshoz nyilvan olyan eloszlas kell, mely elvileg
egyaltalan nem korldtozza a megfigyelt szakaszon a pontok szdmat, de persze az atlagtol
val6 nagyobb eltérések mellé megfelelen kis valdszinséget tarsit. Ez az elméletileg
tokéletes leirast ado eloszlas a Poisson-eloszlas.
Ennek formuldja a kovetkez:

> poisson_eloszlas := (lambda, k) -> lambda“k/k!*exp (-

lambda) ;

W

k!

A formula konstans paramétere az a A érték, mely a megfigyelt szakaszon megjelen
pontok atlagos szdma. Ha k helyére beirunk egy tetszleges nemnegativ szamot (merthogy
zérus lehet az elfordulasi darabszam, de negativ nem), akkor a Poisson-féle formula
megadja, hogy mekkora valoszinséggel taldlunk éppen k darab pontot a kiszemelt
intervallumon. Vegyiik észre, hogy a formula tetszlegesen nagy k szamra pozitiv
valdszinséget ad, tehat jol illeszkedik ahhoz a helyzethez, hogy a modellben leszort
végtelen sok pont mellett elvileg nem zarhat6 ki barmennyinek a felhalmozddasa egy adott
intervallumon (persze megfelelen kicsiny valoszinséggel: a legnagyobb valdszinségeket

a A kozelében 1év k értékekre kapjuk, ennél nagyobb értékek elfordulasi valoszinsége
rohamosan csokken.)

(2.2.1.1.21)

poisson_eloszlas == (A, k) —

[> lambda := EY; # pontok atlagsrsége (1 hosszu szakaszra
atlag hany pont esik)
korlat := 10; # relevans értékek k=10-ig
A=1
i korlat := 10 (2.2.1.1.22)
[> vy := [seq(i, i = 0..korlat)];
i y:=1[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] (2.2.1.1.23)
B py := [seg(poisson_eloszlas(lambda, i), i = 0..korlat)];
evalf (%) ;




I S D e S e L A SIS I S
Py e e Y 4 120 % 720 © 0 5040
1 -1 1 -1 1 -1

40320 © 362880 ° ° 3628800 ©
[0.3678794412, 0.3678794412, 0.1839397206, 0.06131324021, (2.2.1.1.24)
001532831005, 0.003065662010, 0.0005109436684,
0.00007299195261, 0.000009123994077, 0.000001013777120,
1.013777120 107 ]

=> DiscretePlot(y, evalf(py), style = stem, color = blue,
thickness = 3);

ColumnGraph ([pyl00[1..11], py], color = [red, green],
offset = -0.4, legend = ["binomialis-100", "Poisson"]) ;
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binomialis-100

Poisson

A Poisson-eloszlas (piros) és a 100-as binomidlis eloszlas megfelel értékei (z61d)
meggyz egyezést mutatnak.

Figyelmet érdemel, hogy a varhato értékre a modellbl visszaszamolva kijon az az 1 érték,
amire az egész konstrukciot eredetileg is épitettiik:

> EPoisson := sum(k*poisson_eloszlas(lambda, k), k = 0..
infinity); # végtelenig torténik a szummazas!
EPoisson .= 1 (2.2.1.1.25)

A repiiltarsasagoknal bevett gyakorlat, hogy statisztikai adatok és valoszinségi meggondolasok
alapjan a jaratokra olykor a gép befogadoképességénél tobb jegyet adnak el. Statisztikakkal
mérhet tapasztalat ugyanis, hogy a jegyeket megvasarld utasok egy része végiil nem szall fel,
mert valami kdzbejon, €s lemondja/elhalasztja az utat, esetleg egyszeren lekési a jaratot, a
kihasznalatlan helyek pedig a cégnek bevétel-kiesést jelentenek. (Lehet, hogy részben vagy
egészben vissza is téritenek a kimaradé utasnak, de még ha nem, akkor is tovabbi bevételt jelent,
ha a megiiresed helyekre jabb fizet utasokat tiltetnek.)

Persze ha tobb jegyet adnak el, azzal azt kockéztatjak, hogy esetleg nem minden fizet utas fér
fel, és ha ez a jelenség tul gyakoriva valik, akkor az utasok bizalma megrendiil, elfordulnak a
cégtl, kartéritést kovetelnek stb. A jarat befogadoképességén feliil eladhato jegyek mennyiségét
ugy kell meghatarozni, hogy amellett, hogy a gép minél jobb kihasznaltsaggal repiiljon, azért
nagy valoszinséggel felférjen mindenki. Garancia erre persze csak akkor van, ha nem adunk el



tobb jegyet, de ekkor nagy valoszinséggel maradnak biztos bevétel-kiesést jelent {ires helyek,
ami biztos veszteség, igy amig nem valik til naggyé a 1étszdm-tallépés esélye, addig érdemes
lehet kockaztatni, taltervezni. (Persze néha-néha lesz, aki nem fér fel, de lehet, hogy ez annyira
ritka, hogy az ilyen esetben kifizetend kartérités ill. az ebbl adodo presztizs-veszteség mértékét
a plusz jegyek eladasabol szarmaz6 bevétel még igy is bven kompenzalja.)

A kovetkezkben valoszinségi modellvizsgalatot végziink arra, hogy mennyi plusz jegy eladasa
milyen kockazattal jar. Tekintsiik a kovetkez helyzetet:

V¥ 2. Feladat (Repiiljegyek eladasa / 1.)

Tegyiik fel, hogy egy jarat befogadoképessége 120 f. Tapasztalatok szerint a jeggyel
rendelkez utasok atlagosan 10%-a nem szall fel a gépre.

a) Tegyiik fel, hogy 125 jegyet adnak el a gépre. Adjuk meg a beszallé utasok szamanak
valoszinségi eloszlasat!

b) Adjuk meg az eloszlas varhato értékét és szorasat!

¢) Abrazoljuk az eloszlast palcikadiagramon (a tartomany megfelel megvalasztasa
mellett)!

d) Atlagosan hany utas nem jelenik meg az indulasnal?

e) Mekkora a valdszinsége, hogy 125 eladott jegy esetén az 6sszes (indulasig megjelen)
utas felfér?

f) Mennyi a valdszinsége, hogy marad iires iilés a jaraton?

Y Megoldas
|:> restart;
Vegyiik észre, hogy egy-egy, jeggyel rendelkez utas viselkedése egy-egy kétesélyes
Bernoulli-kisérlet, jol meghatarozhat6 valdszinségekkel: a megjelenés valoszinsége
p =90 %, a tdvolmaradasé 1 — p =10 %. Ezt ugy is elképzelhetjiik, hogy amikor varjuk az
utasokat a beszallasnal, minden jeggyel rendelkez utasra elvégezziik a kisérletet. A gépnél
végiil megjelen utasok szdma igy a 125 elem Bernoulli-kisérletsorozatban a pozitiv
kimenetel kisérletek szdma. Ez a szam mint valdszinségi valtozé (Y) —a konstrukciobol
kovetkezoen— olyan binomialis eloszlasu, melynek parameterei: n =125 ésp =0.9.
a) Tegyiik fel, hogy 125 jegyet adnak el a gépre. Adjuk meg a beszallé utasok
szamanak valészinségi eloszlasat!
>n :=125; p := 0.9;

n:=125

p:=09 (2.2.2.1.1)

A binomialis eloszlast leird formula:
> binomialis := k -> binomial (n, k)*p*k*(1l-p)*(n-k);
i binomialis := k— binomial(n, k) p* (1 —p)" ¥ (2.2.2.1.2)
A valoszinségi valtozo értékkészlete:
>y := [seq(i, i = 0..125)];
y:=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, (2.2.2.1.3)
23,24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42,
43, 44,45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61, 62,
63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74,75, 76, 77, 78, 79, 80, 81, 82,
83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99, 100, 101,
102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112, 113, 114, 115, 116,
| 117,118, 119, 120, 121, 122, 123, 124, 125]
Az eloszlas (a fentebbi formulat alkalmazva az értékkészlet 0sszes elemére):




> py := [seq(binomialis(k), k = 0..n)];
py=11.010"% 1.125 10°

122 627750 102, 2.31639750 1077,

6.358511138 10711, 1.384883726 10712, 2.492790706 107'1°,
3.813969781 1071% 5.063044883 107!, 5.923762513 107'%,
6.184408065 1071%2, 5.818965770 1071% 4.975215733 10™%
3.892149538 107%,2.802347670 10 1.866363547 10™2,
1.154812445 107°°, 6.663947107 10, 3.598531438 10™,
1.823887250 107 8.699942183 10734 3.914973980 107>,
1.665643475 10 6.713267401 107", 2.567824781 107",
9.336610900 107, 3.231903774 10" 1.066528246 107,
3.359563973 107", 1.011344603 10, 2.912672457 10,
8.033338551 107, 2.123813879 10, 5.386764292 10,
1.311835539 10°%2 3.069695164 10°", 6.906814115 107,
1.495231921 1078 3.116378108 1077, 6.256728357 107,
1.210676937 1074 2.258945992 1073, 4.066102785 1072,
7.063671581 10!, 1.184770370 10™*, 1.919328000 10™,
3.004165565 107, 4.544599397 107, 6.646476616 10™,
9.400016933 107 1.285922316 107, 1.701956007 107,
2.179812886 107 2.702145407 107, 3.242574489 107,
3.767281997 1077, 4.238192247 107°%, 4.617398921 10>,
4.872151964 10°% 4.979504465 107>, 4.929709422 107,
4727672150 10>, 4392159933 107°, 3.952943941 10",
3.446472998 1072%,2.910944117 107, 2.381681549 1072,
1.887571497 1072, 1.448988708 107%% 1.077291605 107,
7.756499554 1072, 5.407700392 10722, 3.650197765 1072,
2.385129224 102 1.508433077 107", 9.231610431 107,
5.466085124 107 3.130576025 1077, 1.733857491 107!,
9.283819223 1071, 4.804376448 107>, 2.402188224 107*,
1.160081142 107", 5.409053038 1072, 2.434073867 1072,
1.056674420 107'%, 4.423288268 107, 1.784568025 107,
6.935480283 1071° 2.594960600 10, 9.341858163 107,
3.233720132 10, 1.075563435 107, 3.434863874 107,
0.000001052383825, 0.000003090685129, 0.000008692551926,
0.00002338923765, 0.00006014375398, 0.0001476255779,
0.0003454438523, 0.0007695531364, 0.001629641936, 0.003275105637,
0.006235297272, 0.01122353509, 0.01905883318, 0.03045850910,

(2.2.2.1.4)



0.04568776362, 0.06413053063, 0.08395269461, 0.1021046286,
0.1148677071, 0.1189338207, 0.1126741459, 0.09699774300,
0.07525686955, 0.05210090970, 0.03179038558, 0.01683020413,
0.007573591859, 0.002816625071, 0.0008311352671, 0.0001824443269,

0.00002648385390, 0.000001906837481 |

Ellenrizhetjiik is a valoszinségek 0sszegét, hogy valoban eloszlasrdl van-e szo:

> sum(py[i], 1 = 1. .nops(py)) ; #kerekitési hibak miatt

picivel eltérhet 1-tl

i 0.9999999999 (2.2.2.1.5)
b) Adjuk meg az eloszlas varhato értékét és szorasat!
A varhat6 érték:

> EY := sum(y[i]*py[i], i = 1..nops(y)):

EY :=112.5000001 (2.2.2.1.6)

Vegyiik észre, hogy az altalanos szamitas eredménye megegyezik a binomialis eloszlas
formula szerinti varhato értckével.
> EY := n*p;

EY:=1125 (2.2.2.1.7)

Fejben szamolva is kdnnyen adodik, hogy a 125 utasbol atlagosan 12.5 (10 %) hianyzik,
ezért 112.5 a gépnél megjelenk atlagos szdma.
Szamitsuk ki a szorést is!
> sigmaY := sqrt(sum((y[i]-EY)“*2*py[i], 1 = 1..nops(y)))
sigmaY :=3.354101965 (2.2.2.1.8)

Vegyiik észre, hogy az altalanos szamitas eredménye megegyezik a binomialis eloszlas
formula szerinti szorasaval:
> sigmaY¥ := sqrt(n*p*(l-p));

sigmaY :=3.354101966 (2.2.2.1.9)
Ugyanezt kiszamithatjuk a Maple magasabb szint eljarasaival.
Hozzunk létre egy megfelelen paraméterezett binomialis eloszlasu valdszinségi valtozot:
| > with(Statistics):
[> Y := RandomVariable (Binomial (n, p))
i Y= R (2.2.2.1.10)
Beépitett Maple fiiggvénnyel a valtoz6 barmely értékére lekérdezhet a valdszinség. Pl.
k=0 értéknél:
> ProbabilityFunction(Y, O0);

i 1.0 1071% (2.2.2.1.11)
Az értékkészlet a fentivel megegyez, de a valdszinségeket ezzel a fliggvénnyel is
generalhatjuk:

> py := [seq(ProbabilityFunction(Y¥, k), k = 0..125)];
py=11.010"%, 1.125 10"%% 6.27750 107, 2.31639750 107", (2.2.2.1.12)

6.358511138 10711, 1.384883726 10712, 2.492790706 1071,
3.813969781 1071% 5.063044883 107'%, 5.923762513 1071%,
6.184408065 1071%2, 5.818965770 1071% 4975215733 108
3.892149538 10™%,2.802347670 10™°* 1.866363547 1072,
1.154812445 107° 6.663947107 10 3.598531438 10°,




1.823887250 1075 8.699942183 10734 3.914973980 107>,
1.665643475 10 6.713267401 107", 2.567824781 107",
9.336610900 107, 3.231903774 10" 1.066528246 107,
3.359563973 107", 1.011344603 10", 2.912672457 10,
8.033338551 107, 2.123813879 10, 5.386764292 10,
1.311835539 10°%2 3.069695164 10°", 6.906814115 107,
1.495231921 108 3.116378108 1077, 6.256728357 107,
1.210676937 1074 2.258945992 1073, 4.066102785 1072,
7.063671581 10!, 1.184770370 10™*, 1.919328000 10™,
3.004165565 107, 4.544599397 107, 6.646476616 10™,
9.400016933 107 1.285922316 107, 1.701956007 107,
2.179812886 107 2.702145407 107, 3.242574489 107,
3.767281997 1077, 4.238192247 107%, 4.617398921 10>,
4.872151964 10°% 4.979504465 107>, 4.929709422 107,
4727672150 10>, 4392159933 107°, 3.952943941 10",
3.446472998 1072%,2.910944117 107, 2.381681549 1072,
1.887571497 1072, 1.448988708 107%% 1.077291605 107,
7.756499554 102, 5.407700392 1022, 3.650197765 1072,
2.385129224 102 1.508433077 107", 9.231610431 107,
5.466085124 107 3.130576025 1077, 1.733857491 107!,
9.283819223 1071, 4.804376448 107>, 2.402188224 107*,
1.160081142 1072, 5.409053038 1072, 2.434073867 1072,
1.056674420 107'%, 4.423288268 107, 1.784568025 107,
6.935480283 1071° 2.594960600 10~ 9.341858163 107,
3.233720132 10, 1.075563435 107, 3.434863874 107,
0.000001052383825, 0.000003090685129, 0.000008692551926,
0.00002338923765, 0.00006014375398, 0.0001476255779,
0.0003454438523, 0.0007695531364, 0.001629641936,
0.003275105637, 0.006235297272, 0.01122353509, 0.01905883318,
0.03045850910, 0.04568776362, 0.06413053063, 0.08395269461,
0.1021046286, 0.1148677071, 0.1189338207, 0.1126741459,
0.09699774300, 0.07525686955, 0.05210090970, 0.03179038558,
0.01683020413, 0.007573591859, 0.002816625071, 0.0008311352671,

| 0.0001824443269, 0.00002648385390, 0.000001906837481 |
A vérhato értek és a szoras is szamithato kozvetleniil, Maple fiiggvénnyel:
> varhato := ExpectedValue (Y) ;

(2.2.2.1.13)



| varhato == 112.5 (2.2.2.1.13)
> szoras := StandardDeviation (Y);
szoras = 3.354101966 (2.2.2.1.14)

¢) Abrazoljuk az eloszlast palcikadiagramon (a tartomany megfelel megvalasztisa
mellett)!
A varhato érték kozelében csoportosulnak a legnagyobb valdszinségek, valasszunk ennek
megfelel szkitést az abrazolashoz, pl. a 100-125 tartoméanyt!
> with (DynamicSystems) :
Warning, the global variable(s) {v} used by
DynamicSystems are assigned values. They must be
unassigned to load DynamicSystems. DynamicSystems:—
SystemOptions may be used to reassign the options that
use these variable(s):

outputvariable = vy
> DiscretePlot(y[101..126], py[101..126], style = stem,
color = blue, thickness = 3); # indexek 1l-gyel eltolva

0.101
0.08
0.06
0.041
0.02 |
(0 i 1 I I | ] i .
105 110 115 120 125

Jo1 latszik, hogy a maximalis valoszinség a 113 értéknél van, torténetesen a varhatd érték
kozelében. Az is jol kivehet, hogy az 6t legmagasabb érték majdnem mindegyike 10 %
felett van, tehat az esetek b felében az utaslétszam 111 és 115 kozé esik. Ez pontosan ki is
szamithato:

[5 sum(py[i], i = 112..116); # az indexek azért vannak 1-



Y

gyel eltolva, mert az l-es index pozicié tartalmazza a
0-hoz tartozdé valdszinséget

A tobbi értékhez tartoz6 valdszinség joval kisebb (121 tovabbi érték osztozik a
maradékon), egyre tdvolodva a maximumhelytl azok rohamosan csékkennek.
d) Atlagosan hany utas nem jelenik meg az indulasnal?
A meg nem jelen utasok varhat6 szamat ugy kapjuk, ha az 6sszesbl kivonjuk a
megjelenket:

> meg nem jeleno := n - EY;

e) Mekkora a valoszinsége, hogy 125 eladott jegy esetén az osszes (indulasig
megjelen) utas felfér?

Akkor fér fel mindenki, ha a megjelen utasok szdma legfeljebb 120, igy a 0-120 kozotti
értékekhez tartozo valoszinségeket kell dsszeadni:

> sum(py[i], i = 1..121);

A gép ezt most gyorsan szdmolja, de ki¢lezettebb helyzetben lehet a komplementer
esemény valoszinségével is szamolni, mivel a kimaradok kevesebben vannak:
>1 - (sum(pyl[i], i = 122..126));
1/(1 - %);
0.9961414046

99.6 % esély van arra, hogy minden utas felfér. Ez azt jelenti, hogy 10 %-os lemondasi rata
mellett a 120 személyes gépre batran eladhatunk rendszeresen 5-tel tobb jegyet, mert
atlagosan kb. 260 jaratbdl csak egyszer fordul el, hogy nem fér fel mindenki!

f) Mennyi a valoszinsége, hogy marad iires iilés a jaraton?

Akkor marad iires iilés, ha a beszallok szama 120-nal kevesebb. Ez a valoszinség:
> sum(py[i], i = 1..120);

S/agy az ellentét-eseménnyel szadmolva:
>1 - (sum(pyl[i], i = 121..126));

Nagyon valdszin tehat, hogy marad iires sz¢ék. De kicsivel ennél is nagyobb az a
valoszinség, hogy mindenki felfér, hiszen utébbi esemény az elbbit részhalmazként
tartalmazza (ha maradt iires szék, akkor biztos felfért mindenki). A két esemény kozti
kiilonbség az, amikor épp 120-an szallnak fel, tehat mindenki felfért, de nem maradt iires
sz¢€k. Ha tehat az iires szék valdszinségéhez hozzaadjuk a pontosan 120 utas
valoszinségét, akkor megkapjuk a "mindenki felfér" valoszinséget:

> % + py[l1l21];

3. Feladat (Ut forgalma)

Egy ttszakasz egy pontjan megfigyelések szerint 6ranként atlagosan 360 jarm halad at.
a) Mennyi jarm halad at atlagosan 1 perc alatt?

b) Mennyi a valoszinsége, hogy 1 perces megfigyelési idtartam alatt éppen 10 jarm
halad at?

¢) Abrazoljuk palcikadiagramon az 1 perc alatt athalad6 jarmvek darabszamanak
valdészinségi eloszlasat egy észszer tartomanyon!

d) Mennyi jarm halad at atlagosan negyed ora alatt?

0.5455780453 (2.2.2.1.15)

meg _nem_jeleno :=12.5 (2.2.2.1.16)

0.9961414046 (2.2.2.1.17)

259.1616628 (2.2.2.1.18)

0.9885678127 (2.2.2.1.19)

0.9885678128 (2.2.2.1.20)

0.9961414047 (2.2.2.1.21)



e) Mennyi a valdszinsége, hogy negyed ora alatt éppen 100 jarm halad at?

f) Abrazoljuk palcikadiagramon a negyed éra alatt Athaladé jarmvek darabszamanak
valdszinségi eloszlasat egy észszer tartomanyon!

g) Mennyi a valoszinsége, hogy a jarmvek negyed ora alatt mérhet szama az atlagos
90-tl tobb mint 20-szal tér el?

Y Megoldas
|:> restart;
a) Mennyi jarm halad at atlagosan 1 perc alatt?
Az atlagos megfigyelt darabszam aradnyos az idvel, tehat egy perc alatt aranyosan
kevesebb:
> lambda ora := 360; lambda perc := lambda ora/60;
lambda_ora :=360

lambda_perc .= 6 (2.2.3.1.1)

Tehat 1 perc alatt dtlagosan 6 jarm halad 4t, vagyis atlagosan 10 méasodpercenként 1 jarm.

b) Mennyi a valoszinsége, hogy 1 perces megfigyelési idtartam alatt éppen 10 jarm

halad at?

Az 1 perc alatt megszamolhat6 jarmvek szdma (az eredeti megfigyeléssel megegyez

kortilmények mellett) Poisson-eloszlast kovet:

> poisson_eloszlas := (lambda, k) -> lambda“k/k!*exp (-
lambda) ;

W
k!
A Poisson-eloszlastol kell megkérdezni, hogy milyen valdszinséggel figyelhetiink meg 1

perc alatt pontosan 10 jarmvet:
> poisson_eloszlas (lambda perc, 10); evalf (%)

poisson_eloszlas := (A, k) — (2.2.3.1.2)

2916 -6
175
0.04130309341 (2.2.3.1.3)

Tehat kb. 4 % az es¢lye, hogy egy perc alatt ¢pp 10 jarm halad at.

¢) Abrazoljuk palcikadiagramon az 1 perc alatt athalad6 jarmvek darabszamanak
valoszinségi eloszlasat egy észszer tartomanyon!

A fiiggvény felhasznalasaval konnyen legyarthatok az eloszlas elemei egy adott
darabszamig:

> maxdb := 15; # ugy kell megvalasztani, hogy az Osszes
jelentsebb valészinség raférjen a diagramra

i maxdb =15 (2.2.3.14)

>y := [seq(i, 1 = 0..maxdb)];

i y:=10,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15] (2.2.3.1.5)

B py := [seq(poisson_eloszlas(lambda perc, i), i = 0..

maxdb) ]; evalf (%)

py = e_6, 6 e_6, 18 e_6, 36e°

o6 324 6 324 o6 1944 o6
5 5 © 35 ’
1458 o6 972 o6 2916 6 17496 o6 8748 o6 52488 6
35 35 © 175 71925 " 1925 > 25025 ’
157464 o6 314928 o6

175175 " 875875

[0.002478752177,0.01487251306, 0.04461753919, 0.08923507837, (2.2.3.1.6)

, 54




0.1338526176, 0.1606231411, 0.1606231411, 0.1376769781,

0.1032577336, 0.06883848903, 0.04130309341, 0.02252896005,

i 0.01126448002, 0.005198990779, 0.002228138906, 0.0008912555622 ]

[> with (DynamicSystems) :

DiscretePlot(y, evalf(py), style = stem, color = blue,

thickness = 3); # az evalf() hivas azért kell, mert py
nem numerikus tipust, hanem algebrai kifejezések listaja

Warning, the global wvariable(s) {y}! used by

DynamicSystems are assigned values. They must be
unassigned to load DynamicSystems. DynamicSystems:—
m ions m r ign th ion h
use these variable(s):
outputvariable = vy
0.161
0.14-
0.121
0.10
0.081
0.061
0.041
0.021
1 I
0 5 10 15

Vegyiik észre, hogy a percenkénti 6-os atlagérték maga is csak az esetek mintegy 16 %
aban kovetkezik be, és mégcesak nem is abszolut leggyakoribbként: torténetesen
ugyanannyiszor, ahanyszor az 5-0s.
d) Mennyi jarm halad at atlagosan negyed ora alatt?
Ha a vizsgélatainkat egy perc helyett negyed orara bvitjiik, ez idaranyosan mas varhato
értéket jelent:

> lambda negyedora := lambda ora/4;

lambda_negyedora := 90 (2.2.3.1.7)



e) Mennyi a valoszinsége, hogy negyed Ora alatt éppen 100 jarm halad at?
A negyed 6ras idtartamra vonatkozé darabszamok eloszlasat a negyed orara vetitett
lambda paraméterrel felirt Poisson-eloszlas adja. Ezzel a paraméterrel kell rakérdezni az
adott darabszam valoszinségére:
> poisson_eloszlas (lambda negyedora, 100): evalf(%);
0.02332082543 (2.2.3.1.8)

Tehat 2.3 % esélye van, hogy 100 auto érkezzen negyed ora alatt.
f) Abrazoljuk palcikadiagramon a negyed dra alatt athalad6 jarmvek
darabszamanak valoszinségi eloszlasat egy észszer tartomanyon!
A varhato érték (90) egy kornyezetére szamoljuk ki az eloszlast:
> mindb := 60; maxdb := 120;
mindb = 60
i maxdb =120 (2.2.3.1.9)
[> y = [seq(i, i = mindb..maxdb)];
y:=160, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72,73, 74,75, 76,77, 78, (2.2.3.1.10)
79, 80, 81, 82, 83, 84, 85, 86, 87, 88, 89, 90, 91, 92, 93, 94, 95, 96, 97,
98,99, 100, 101, 102, 103, 104, 105, 106, 107, 108, 109, 110, 111, 112,
| 113,114,115, 116, 117, 118, 119, 120]

[> py := evalf([seq(poisson_eloszlas(lambda negyedora, i),
i = mindb. .maxdb)]) ;

py :=1[0.0001769588738, 0.0002610868630, 0.0003789970591, (2.2.3.1.11)
0.0005414243702, 0.0007613780206, 0.001054215721,
0.001437566892, 0.001931060004, 0.002555814712, 0.003333671363,
0.004286148896, 0.005433146487, 0.006791433109, 0.008372999719,
0.01018337804, 0.01222005365, 0.01447111616, 0.01691429162,
0.01951649033, 0.02223397632, 0.02501322337, 0.02779247041,
0.03050393093, 0.03307655162, 0.03543916245, 0.03752381906,
0.03926911297, 0.04062322032, 0.04154647532, 0.04201328965,
0.04201328965, 0.04155160515, 0.04064830938, 0.03933707360,
0.03766315558, 0.03568088423, 0.03345082896, 0.03103685162,
0.02850323107, 0.02591202825, 0.02332082543, 0.02078093355,
0.01833611783,0.01602185054, 0.01386506297, 0.01188433968,
0.01009047709, 0.008487317175, 0.007072764315, 0.005839897141,
0.004778097661, 0.003874133239, 0.003113142781, 0.002479494250,
0.001957495461, 0.001531952969, 0.001188584201, 0.0009142955384,
0.0006973440549, 0.0005274030668, 0.0003955523001 ]

=> DiscretePlot(y, py, style = stem, color = blue,
thickness = 3);
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Latjuk a diagramon, hogy maga az atlagos érték is csak az esetek kb. 4 %-aban szerepel,
mivel a valdszinségen osztoznia kell sok, hozzé kozeli, ndla nem sokkal kevésbé
valoszin értékkel is (nem beszélve a tavolabbiakrol). Az atlagtdl jobban eltér értékek
viszont egyre kevésbé részesednek az esélyekbl: a 90-es atlagtol 20-nal nagyobb eltérés
mar elég ritkan, 30-nél nagyobb eltérés szinte soha nem fordul el.

g) Mennyi a valdszinsége, hogy a jarmvek negyed ora alatt mérhet szama az
atlagos 90-tl tobb mint 20-szal tér el?

A fenti diagramon szépen latszik, hogy az eloszlas nagy része a 90-es atlag 20 sugaru (70-
tl 110-ig terjed) kdrnyezetében van. Erre a tartomanyra dsszegezve a Poisson-eloszlas
értekeit:

> "P(70 <= X <= 110) " := evalf(sum(poisson_eloszlas
(lambda negyedora, i), i = 70..110));
P70 <=X <=110) :=0.9694992315 (2.2.3.1.12)

Ezek szerint nagyjabol 97 % eséllyel az észlelt autok szama a [ 70, 110 ] intervallumba esik.
Kérdésiink ennek komplementerére vonatkozik:
> 'P(X < 70 or 110 < X)  := evalf(l - 'P(70 <= X <= 110) ")

4

P(X < 70 0r 110 < X) = 0.0305007685 (2.2.3.1.13)

Tehat nagyjabol 3 % eséllyel tér el a negyed ora alatt észlelt jaormvek szdma az atlagos 90-
t1 20-nal tobbel.



V 4. Feladat (Selejtes alkatrészek)

Egy iizem altal gyartott alkatrészek 2 %-a selejtes. A megrendel 10000 db-os csomagban
kapja az alkatrészeket. Jelolje X a csomagban talalhato selejtek szamat! Valaszoljunk az
alabbi kérdésekre!

a) Mi a csomagban talilhaté selejtek szamanak eloszlasa? )

b) Mi a selejtes darabok szamanak varhato értéke és szorasa? Abrazoljuk az eloszlast
egy észszer tartomanyon!

¢) Legalabb hany alkatrészt kell véletlenszeren kivenni és megvizsgalni ahhoz, hogy
legalabb 0.96 valoszinséggel legyen koztiik selejtes is? (A kivalasztott darabokat
vizsgalat utan azonnal visszatessziik.)

Y Megoldas
|:> restart;
a) Mi a csomagban taldlhato selejtek szamanak eloszlasa?
Rogzitslik az adatokat!
>p :=0.02; # selejtarany
n := 10000; # alkatrészek szama

p:=0.02
n = 10000 (2.2.4.1.1)

n =10000 alkatrész van a csomagban, melyek egymastol fiiggetleniil, p valoészinséggel
selejtesek (ennyi annak a valoszinsége, hogy egy véletlenszeren kivalasztott alkatrész
selejtes). A selejtek szamat ekkor az (n, p)-paraméter binomidlis eloszlas irja le:
X~Binomial(n, p). )
b) Mi a selejtes darabok szamanak varhato értéke és szorasa? Abrazoljuk az eloszlast
egy észszer tartomanyon!
A varhato érték (a binomidlis eloszlasra tanult képlet alapjan):
> EX := n*p;

EX:=200.00 (2.2.4.1.2)
Tehat varhatdan 200 selejtes alkatrész lesz a csomagban.
A szoras (a binomialis eloszlasra tanult képlet alapjan):

> sigmaX := sqrt(n*p*(1-p)):;

i sigmaX = 14.00000000 (2.2.4.1.3)

Tehat a selejtek szdmanak szérdsac(X) = 14.
Az eloszlas, mint fliggvény:

> binomialis := k -> binomial (n, k)*p*k*(1l-p)*(n-k);

i binomialis == k— binomial(n, k) pk (1—p)'~ k 2.24.14)
Ugyanez a Maple eszkozeivel:

| > with(Statistics):

[> X := RandomVariable (Binomial (n, p));

i X= R (2.2.4.1.5)
> EX := ExpectedValue (X) ;

i EX:=200.00 (2.2.4.1.6)
> sigmaX := StandardDeviation (X) ;

i sigmaX := 14.00000000 (2.24.1.7)
Az eloszlast a Statistics csomag ProbabilityFunction eljarasaval is megkaphatjuk:

> binomialis alternativ := k -> ProbabilityFunction (X, k);

i binomialis_alternativ .= k— Statistics:-ProbabilityFunction(X, k) (2.2.4.1.8)
[> binomialis (200) = binomialis alternativ(200);




binomialis (180) = binomialis alternativ(180) ;
0.02848400152 =0.02848400152
0.01043802840=0.01043802840 (2.2.4.1.9)

:Az abrazolast elég a varhato érték egy megfelel kdrnyezetében elvégezni. Kisérletezzlink!

> binomialis (250) /binomialis (200) ;

binomialis (150) /binomialis (200) ;
0.002423391525

i 0.001076687453 (2.2.4.1.10)
A [150, 250] intervallum megfelelnek tnik, azon kiviil a valoszinségek a maximalis
érték 2.5 %-a alatt maradnak. (Altaldnossagban szokas a 30-szabalyt alkalmazni (fleg
normal eloszlasra, de binomidlisra is), mely szerint a valdszinségek zome a varhat6 érték

30-sugart korzetében csoportosul.)

> x := [seq(k, k = 150..250)];

x:=[150, 151, 152, 153, 154, 155, 156, 157, 158, 159, 160, 161, 162, 163,  (2.2.4.1.11)
164, 165, 166, 167, 168, 169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 176, 177,
178, 179, 180, 181, 182, 183, 184, 185, 186, 187, 188, 189, 190, 191,
192, 193, 194, 195, 196, 197, 198, 199, 200, 201, 202, 203, 204, 205,
206, 207, 208, 209, 210, 211, 212, 213, 214, 215, 216, 217, 218, 219,
220,221, 222, 223, 224, 225, 226, 227, 228, 229, 230, 231, 232, 233,
234, 235, 236, 237, 238, 239, 240, 241, 242, 243, 244, 245, 246, 247,

| 248, 249,250]

B px := [seq(binomialis(k), k = 150..250)];

px :=[0.00003066836705, 0.00004082760041, 0.00005398912947, 2.2.4.1.12)
0.00007091969416, 0.00009254521977, 0.0001199736977,
0.0001545187146, 0.0001977228944, 0.0002513803214,
0.0003175568122, 0.0003986067076, 0.0004971846882,
0.0006162509633, 0.0007590681078, 0.0009291877772,
0.001130425600, 0.001366822692, 0.001642592491, 0.001962051987,
0.002329536908, 0.002749301002, 0.003225400269, 0.003761563745,
0.004361053258, 0.005026515409, 0.005759829786, 0.006561958215,
0.007432800359, 0.008371061444, 0.009374138124, 0.01043802840,
0.01155727128, 0.01272492113, 0.01393256114, 0.01517035854,
0.01642716375, 0.01769065309, 0.01894751385, 0.02018366842,
0.02138453240, 0.02253530047, 0.02362125201, 0.02462806770,
0.02554214742, 0.02635091937, 0.02704313087, 0.02760911060,
0.02804099453, 0.02833290760, 0.02848109530, 0.02848400152,
0.02834229008, 0.02805880992, 0.02763850603, 0.02708827967,
0.02641680315, 0.02563429630, 0.02475227231, 0.02378326164,
0.02274052318, 0.02163775147, 0.02048878875, 0.01930735011,
0.01810676852, 0.01689976574, 0.01569825414, 0.01451317241,
0.01335435708, 0.01223045080, 0.01114884630, 0.01011566472,
0.009135765162, 0.008212782454, 0.007349188870, 0.006546375693,
0.005804750002, 0.005123842451, 0.004502421658, 0.003938611428,
0.003430007207, 0.002973788857, 0.002566827205, 0.002205782456,




0.001887193048, 0.001607554029, 0.001363384511, 0.001151284136,
0.0009679788435, 0.0008103564954, 0.0006754931355,
0.0005606707903, 0.0004633878326, 0.0003813629497,
0.0003125337755, 0.0002550511915, 0.0002072702561,
0.0001677386218, 0.0001351832206, 0.0001084958813,
0.00008671845218, 0.00006902788787 ]

> DynamicSystems[DiscretePlot] (x, px, style = stem, color
= blue, thickness = 3);

Warning, the global variable(s) {x}! used by

DynamicSystems are assigned values. They must be

unassigned to load DynamicSystems. DynamicSystems:-—

SystemOptions may be used to reassign the options that

use these variable(s):

statevariable = x
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¢) Legalabb hany alkatrészt kell véletlenszeren kivenni és megvizsgalni ahhoz, hogy
legalabb 0.96 valoszinséggel legyen koztiik selejtes is? (A kivalasztott darabokat
vizsgalat utan azonnal visszatessziik.)

Vegyiink ki a csomagbol m alkatrészt €s jeldlje Y a koztiik 1év selejtek szamat. Az a)
feladatrészhez hasonléan Y~Binomial(m, p). Ugy kell m-et megvalasztani, hogy
P(Y>1) > 0.96 teljesiiljon! Vegyiik észre, hogy
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m

P(Y>1)=1—-P(Y<1)=1 —P(Y=0)=1—(O)-p0'(1 —p)" "

=1—(1—=p)"
Tehat meg kell oldani az 1 — (1 —p)™ > 0.96 exponenciilis egyenltlenséget m-re!
> solve(l-(1-p)”m >= 0.96) ;

RealRange(159.3289342, «) (2.2.4.1.13)

Tehat m > 159.329, és mivel m-nek egésznek kell lennie, ezért a legkisebb megfelel
mintaméret az m = 160. (m < n teljesiil, ezért valdban ki is tudunk venni ennyi alkatrészt a
csomagbol.)

5. Feladat (Céllovolde)

Egy vasari céllovoldében 3-szor kell eltalalnunk a céltablat ahhoz, hogy megnyerjiik a
fdijat, egy 2500 Ft érték ajandékutalvanyt. Egy probalkozas 250 Ft-ba keriil és minden
alkalommal 25 %-os eséllyel talalunk célba.

a) Jelolje X az els harom probalkozasbol elért talalatok szamat! Adjuk meg és
abrazoljuk palcikadiagramon X eloszlasat!

b) Hatarozzuk meg X varhato értékét, varianciajat és szorasat!

¢) Jelolje Y azt, hogy hanyadik probalkozasra sikeriil elszor betalalni! Adjuk meg Y
eloszlasat és abrazoljuk azt egy észszer tartomanyon!

d) Hatarozzuk meg Y varhaté értékét, varianciajat és szorasat!

e) Mekkora a valészinsége, hogy pont a harmadik prébalkozasra sikeriil elszor
eltalalnunk a célt?

f) Dontsiik el, hogy kedvez vagy kedveztlen-e a jaték, ha addig probalkozunk, amig
meg nem nyerjiik a fdijat?

g) Milyen jo céllovnek kellene lenniink, hogy megérje jatszani?

Y Megoldis
|:> restart;

a) Jelolje X az els harom proébalkozasbdl elért talalatok szamat! Adjuk meg és
abrazoljuk palcikadiagramon X eloszlasat!

>m := 3;

s := 2500;

t := 250;

p := 0.25;
m:=3
s :=2500
t:=250
p =0.25 (2.2.5.1.1)

X binomialis eloszlastn =3 és p =0.25 paraméterrel, mert 3 16vesiink van €s mindegyik —a
tobbitol fuggetleniil-25 %-os valdszinséggel sikeres.

ébrézoljuk az eloszlast palcikadiagramon!

| > with(Statistics):

[> X := RandomVariable (Binomial (3, p));
i X= R (2.2.5.1.2)
Az eloszlas:
> binomialis := k -> ProbabilityFunction(X, k); # k ->
binomial(n, k)*p*k*(1 - p)*(n - k)
binomialis .= k— Statistics:-ProbabilityFunction(X, k) (2.2.5.1.3)

> x := [seq(k, k = 0..3)];
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x:=1[0,1,2,3] (2.25.14)

=> px := [seq(binomialis(k), k = 0..3)];
px = 1[0.4218750, 0.421875, 0.140625, 0.0156250 ] (2.2.5.1.5)

Abrézoljuk az eloszlast palcikadiagramon.

> DynamicSystems[DiscretePlot] (x, px, style = stem, color
= blue, thickness = 3);

Warning, the global variable(s) {s, t, x} used by

DynamicSystems are assigned values. They must be
unassigned to load DynamicSystems. DynamicSystems:-—
SystemOptions may be used to reassign the options that
use these variable(s):

complexfregvar = s
continuoustimevar = t
statevariable = x
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0.2

0.11

0 J
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l:)) Hatarozzuk meg X varhato értékét, varianciajat és szorasat!
> EX := ExpectedValue(X); # = 3*p

i EX:=0.75 (2.2.5.1.6)
[> VarX := Variance(X); # = 3*p* (1-p)
VarX :=0.5625 (2.2.5.1.7)

=> sigmaX := StandardDeviation(X); # = sqrt(VarX)
sigmaX :=0.7500000000 (2.2.5.1.8)




Tehat X varhat6 értéke 0.75, varianciaja 0.5625, szorasa pedig 0.75.

¢) Jelolje Y azt, hogy hanyadik probalkozasra sikeriil elszor betalalni! Adjuk meg Y
eloszlasat és abrazoljuk azt egy észszer tartomanyon!

Yeloszlasa geometriai p paraméterrel, mert a fent vazolt kisérletsorozatban az els sikeres
kisérlet sorszamat adja meg.

Vigyazzunk! A Maple picit mashogy definialja a geometriai eloszlast, mint ahogyan mi
tanuljuk, az értékek el vannak tolva 1-gyel. Ezért biztosabb, ha a tanult képletek alapjan
szdmolunk!

> geometriai :=y -> p*(1 - p)*(y-1);

i geometriai =y—p (1 —p)y_1 (2.2.5.1.9)
[> y := [seq(k, k = 1..20)];

| y:=101,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20] (2.2.5.1.10)
[> PY := [seqg(geometriai(k), k = 1..20)];

py = [0.250, 0.1875, 0.140625, 0.10546875, 0.0791015625, 0.05932617188, (2.2.5.1.11)
0.04449462890, 0.03337097168, 0.02502822875, 0.01877117157,

0.01407837868, 0.01055878401, 0.007919088005, 0.005939316005,
0.004454487002, 0.003340865252, 0.002505648940, 0.001879236704,
0.001409427528, 0.001057070646 ]

:Abrézoljuk Y eloszlasat palcikadiagramon!
> DynamicSystems[DiscretePlot] (y, py, style = stem, color
= blue, thickness = 3);
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d) Hatarozzuk meg Y varhaté értékét, varianciajat és szorasat!

> EY := 1/p;
i EY :=4.000000000 (2.2.5.1.12)
[> VarY := (1-p)/p*2;
i VarY :=12.00000000 (2.2.5.1.13)
> sigma¥Y := sqrt(VarY)
i sigmaY :=3.464101615 (2.2.5.1.149)
Tehat varhatéan negyedszerre sikeriil elszor eltalalni a céltablat, Y varianciaja 12, szérdsa
pedig 3.464.

e) Mekkora a valoszinsége, hogy pont a harmadik probalkozasra sikeriil elszor
eltalalnunk a célt?
A P(Y=3) valoszinséget kell meghatarozni. Ez a c) részben felirt eloszlassal konnyen
megtehet:

> "P(Y = 3)° := geometriai(3);

PY =3):=0.140625 (2.2.5.1.15)

Azaz nagyjabol 14 %-nyi esélyiink van arra, hogy a harmadik 16vésre talaljuk el elszor a
célt.
f) Dontsiik el, hogy kedvez vagy kedveztlen-e a jaték, ha addig probalkozunk, amig
meg nem nyerjiik a fdijat?
A varhato nyereményre/veszteségre vonatkozik a kérdés. Legyen Y| = Y az els talalat



sorszama, Y, az els taldlat utdn a masodik talalatig leadott I6vések szama, ¥; pedig a
masodik talalat utin a harmadik talalatig leadott 16vések szama. Ekkor Z=Y, + Y, + Y; a

nyerésig dsszesen leadott 16vések szadma. A jaték értéke: W=2500 — 250-Z, mert 2500 Ft
érték utalvanyt nyeriink és Z-szer (minden probalkozésért) fizetiink be 250 Ft-ot. A jaték
varhato értéke az additivitast hasznélva:

E(W)=E(2500 —250-Z) =2500 — 250-E(Z)
Vegyiik észre, hogy Y-k azonos eloszlastak, mert egy talalat utan a jat€k "Gjraindul",
ugyanugy 25 % valoszinséggel taldlunk be minden probalkozasra, és az els (kdvetkez)
sikeres talalat sorszamat nézziik (nem javul a c€lzokepességiink). Emiatt ¥'= Y|-hez

hasonloan Y, €s Y; is p paraméter geometriai eloszlasu €s
E(Z)=E(Y, + Y, + Y;) =E(Y)) tE(Y,) +E(X;) =3-E(Y).
(ismét kihasznaltuk a varhato értek additivitasat).

> EYl := EY;
EY2 := EY;
EY3 := EY;
EYI :=4.000000000
EY2 :=4.000000000
i EY3 :=4.000000000 (2.2.5.1.16)
[> EZ := EY1l + EY2 + EY3;
i EZ :=12.00000000 (2.2.5.1.17)
[> EW := 2500 - 250*EZ;
EW :=-500.000000 (2.2.5.1.18)

Tehat vérhatéan 500 Ft-ot veszitiink, a jaték kedveztlen!

g) Milyen jo céllovnek kellene lenniink, hogy megérje jatszani?

Tegyiik fel, hogy p helyett p' az esélye annak, hogy egy probalkozasunk sikeres. Ekkor ¥
1

p' paraméter geometriai eloszlasu, varhato értéke £(Y) = —-. Az f) feladatrész alapjan
P
E(W)=2500 —250-3-E(Y) =2500 — @, ¢s a jaték kedvezségéhez E(W) > 0-nak
p

kell teljesiilnie.
> solve (0 < 2500 - 750/°p'");

RealRange( - o, Open(0) ), RealRange(Open( liO ), 00) (2.2.5.1.19)

Vagyisp'> 13—0 Eszerint tobb, mint 30 %s-os eséllyel kell célba taldlnunk ahhoz, hogy

megérje jatszani.

V¥ 6. Feladat (Telefonos iigyfélszolgalat)

Egy cégnek 1000 iigyfele van és minden iigyfél azonos eséllyel hivja fel a telefonos
ligyfélszolgalatot a nap egy adott idszakaban (pl. 15:00 és 16:00 kozott). Tudjuk
tovabba, hogy az esetek huszadrészében egyaltalan nem fut be hivas.

a) Adjuk meg a vizsgalt idszakban befuté telefonhivasok eloszlasat! Mekkora az esélye,
hogy legalabb 5 hivas torténik?

b) Hatarozzuk meg a hivasok szamanak varhato értékét és szorasat!

¢) Kozelitsiik a hivasok szamat Poisson-eloszlassal! Mennyi ennek varhato értéke és
szorasa?

d) Abrazoljuk kozos oszlopdiagramon az eredeti és a kozelit eloszlast egy észszer




tartomanyon!
e) Legfeljebb mekkora hibat vétiink a kozelitéssel, ha pontosan k db hivas beérkezésének
valoszinségét szamoljuk?

Y Megoldis
|:> restart;
a) Adjuk meg a vizsgalt idszakban befuté telefonhivasok eloszlasat! Mekkora az
esélye, hogy legalabb S hivas torténik?
Jelolje X az ligyfélszolgalatra befutd hivasok szamat a vizsgalt idszakban! Felfoghatjuk
ugy, hogy 1000 fliggetlen, azonos kisérletet végziink, ahol egy kisérlet sikeres, ha az adott
tigyfél felhivja az tigyfélszolgalatot a vizsgélt idszakban. Minden ilyen kisérlet azonos p
valdszinséggel sikeres. Ezt a konstrukcidt a binomialis eloszlas irja le, melynek
paraméterei n = 1000 és p. A p értékét abbol a feltételbl tudjuk meghatarozni, hogy az
esetek huszadrészében egyaltalan nincs bejov hivas: P(X=0) = %, masrészt pedig
PX=0)=({ ) p" (1 =p)" "= (1 =p)"
> n:= 1000;
n :=1000 (2.2.6.1.1)
> p := fsolve((l-p)~1000 = 1/20, p, 0..1); # a 3.
paraméter a 0 <= p <= 1 tartomanyra szkiti a keresést
p :=0.002991249545 (2.2.6.1.2)
Tehat nagyjabol 0.3 % eséllyel fog egy adott ligyfél betelefonalni. Az eloszlés:
X~Binomial(n, p) = Binomial(1000, 0.003).
Megadjuk az eloszlast fiiggvényként.

[> with(Statistics):

[> X := RandomVariable (Binomial(n, p));
i X= R (2.2.6.1.3)
[> binomialis := k -> ProbabilityFunction(X, k); # k ->
binomial (n, k) *p*k*(1-p)“*(n-k)
binomialis := k— Statistics:-ProbabilityFunction(X, k) (2.2.6.1.4)

Hatarozzuk meg a P(X > 5) valdszinséget az ellentét-eseménnyel szdmolva!
_ P(X>5)=1—-P(X<)5)
> 'P(X > 5)" :=1 - sum(binomialis(k), k = 0..4);
i PX >=35):=0.1830150574 (2.2.6.1.5)
Nagyjabol 18.3 % az esélye, hogy van legalabb 5 bejov hivas a vizsgalt idszakban.
b) Hatarozzuk meg a hivasok szamanak varhato értékeét és szorasat!
Szamolhatunk a binomidlis eloszlasra tanult képletekkel is, de hasznéaljuk most a Statistics
csomag fliggvényeit.
> EX := ExpectedValue(X); # = n*p
EX:=2.991249545 (2.2.6.1.6)

Azaz kozel 3 telefonhivasra lehet szamitani.

> sigmaX := StandardDeviation(X); # = sgrt(n*p*(1 - p))

i sigmaX = 1.726934269 (2.2.6.1.7)
¢) Kozelitsiik a hivasok szamat Poisson-eloszlassal! Mennyi ennek varhatoé értéke és
szorasa?

Ha n nagy és p kicsi, akkor a binomialis eloszlast kozelithetjilk A =n-p paraméter Poisson-
eloszlassal.




> lambda := n*p; # = EX
A :=2.991249545 (2.2.6.1.8)

A Poisson-kozelitésnél azt feltételezziik, hogy végtelen sok ligyfél végteleniil kicsi
valdszinséggel hivja az ligyfélszolgalatot, de a hivasok atlagos srsége A > 0. Hozzuk
1étre az ehhez tartoz6 valdszinségi valtozot!
[> Y := RandomVariable (Poisson (lambda)) ;
i Y:= R0 (2.2.6.1.9)
A varhat6 érték az eloszlas paramétere:
[> EY := ExpectedValue(Y); # = lambda
i EY :=2.991249545 (2.2.6.1.10)
A szOréas a paraméter négyzetgyoke:
> sigmaY := StandardDeviation(Y); # = sqrt(lambda)

sigmaY = 1.729522924 (2.2.6.1.11)

Vegyiik észre, hogy 6(X) és (YY) majdnem megegyezik, bar van egy kis eltérés koztiik.
d) Abrizoljuk kozés oszlopdiagramon az eredeti és a kozelit eloszlast egy észszer
tartomanyon!

Y eloszléasa (fliggvényként megadva):

> poisson_eloszlas := k -> ProbabilityFunction(Y, k); # k
-> lambda“k/k!*exp (-lambda)
poisson_eloszlas .= k— Statistics:-ProbabilityFunction(Y, k) (2.2.6.1.12)

Az eloszlasokat 6sszehasonlitd oszlopdiagram elkészitéséhez elbb rogzitsiik listaban az X
lehetséges értékeihez tartozo valdszinségeket, majd tegylink ugyanigy Y-nal, de itt
szoritkozzunk csak a 0-1000 tartoményra!

|:> pPx := [seq(binomialis(i), i = 0..1000)]:

|:> Py := [seqg(poisson_eloszlas(i), i = 0..1000)]:

Az abrazolashoz hasznaljuk a Statistics csomag ColumnGraph eljarasat! A tartomany
legyen a 0-10 szdmok halmaza (ezen kiviil mar elhanyagolhatdk a valdszinségek, mint azt
az alabbi szamitas mutatja)!

> binomialis(11l) /binomialis(2); # maximumhoz viszonyitott

valdészinség
poisson_eloszlas(ll) /poisson_eloszlas(2) ;
0.0009348062996
| 0.0009606121775 (2.2.6.1.13)
> ColumnGraph ([px[1..11], py[1l..11]], title = "Binomialis
és Poisson Osszehasonlitas", legend = ["Binomial (1000,

0.003)", "Poisson(2.99)"], color = [red, blue], offset =
-0.4); # ha tobb adatsort abrazolunk, mindig készitsiink
"legend"-et!




Binomialis és Poisson dsszehasonlitds

O

Poisson?2.99)

Binomial(1000,0.003)

Lathatjuk, hogy szinte észrevehetetlen a kiilonbség az elméletileg preciz eloszlas
(binomidlis) és a kozelités (Poisson) kozott! Ilyen esetben érdemes a Poisson-kozelitést
hasznalni, mert annak valdszinségeit 1ényegesen gazdasagosabb kiszdmitani azonos
numerikus pontossag megkovetelése mellett.
e) Legfeljebb mekkora hibat vétiink a kozelitéssel, ha pontosan & db hivas
beérkezésének valoszinségét szamoljuk?
A feladat a |P(X=k) — P(Y=k)| eltérések maximumanak meghatarozasa, ahol
k=0,1,2, ..
A legnagyobb hiba 0 < &£ < 1000 esetén:

> hiba A := max(seq(abs(px[k + 1] - py[k + 1]), k = 0.

.1000)) ;
hiba_A = 0.0003367616 (2.2.6.1.14)

1000-nél nagyobb értéket X mar nem vehet fel, igy £ > 1000 esetén
|P(X=k) —P(Y=k)|=P(Y=k). Ezk=1001-ben veszi fel a maximumat, mert P(Y=k)
ezen a tartomanyon szigortian monoton csokken (igazabol mar a maximumatol, &, = A}t

kezdve csokken).
> hiba B := poisson_eloszlas(n + 1);

hiba_B = 2.656664639 1072"° (2.2.6.1.15)

Ez a hiba extrém kicsi.
|'> maxhiba := max(hiba A, hiba B);
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| maxhiba := 0.0003367616 (2.2.6.1.16)

Tehat legfeljebb kb. 0.03 %-os hibat vétiink ha binomidlis helyett Poisson eloszlassal
szdmolunk. Ez a legtobb gyakorlati alkalmazasban megengedhet.

Gyakorlo feladatok

V¥ Gy/1. Feladat (Feleletvalasztés teszt)

Vizsgan egy 15 kérdésbl allo feleletvalasztos teszt minden kérdésére négy valasz koziil
lehet valasztani, de csak egy helyes koziiliik. A hallgatéo nem tanult semmit, igy csak
talalgatni tud. ]

a) Tekintsiik a helyes valaszok szamat valdszinségi valtozonak. Irjuk fel az
értékkészletét, az eloszlasat, és szemléltessiik palcikadiagramon!

b) Mennyi a helyes valaszok varhato értéke és szorasa?

¢) Legalabb 40 %-os eredmény kell az elégségeshez. Mekkora az esélye, hogy a hallgato
atmegy a vizsgan?

d) A hallgatonak a baratai sort fizetnek fajdalomdijként, ha kideriil, hogy minden
valasza rossz. Mi az esély az ingyen sorre?

e) Tegyiik fel, hogy a hallgaté akarhanyszor jra vizsgazhat a targybdl. Varhatéan hany
sikertelen vizsgan lesz til, mire sikeriil megszereznie az alairast?

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/2. Feladat (Repiiljegyek eladasa / 2.)

Mekkora eséllyel fér fel mindenki egy 2. Feladatban megfogalmazott konstrukcioban, ha
a visszamondas esélye 10% helyett csak 5%? Kisérletezzéssel allapitsuk meg, hogy
legfeljebb mennyi plusz jegy eladasa vallalhaté ebben az esetben jelentékeny kockazat (
1 %) vallalasa nélKkiil?

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/3. Feladat (Piros lapok szama)

Egy 32 lapos, alaposan megkevert magyarkartya-csomagot négy jatékos kozott egyenlen
osztunk el. Az X valtozo értéke legyen az egyik kijelolt jatékoshoz Keriil piros lapok
szama! Készitsiik el az X valdszinségi valtozé eloszlasanak tablazatat, abrazoljuk azt
palcikadiagramon, tovabba szamitsuk ki varhaté értékét és szorasat!

Megoldas
|:> restart;

V¥ Gy/4. Feladat (Szokevény rab)

Egy szokésben 1év rab ellopja a bortonr kulcscsoméjat. A kulcscsomon 19 kulcs van, és
a rabnak 3 ajtot kell egymas utan kinyitnia a szabadulashoz. Minden ajtot pontosan 1




kulcs nyit, és kiilonboz ajtokhoz kiilonbo6z kulcsok tartoznak. A rab minden egyes
ajtonal véletlenszer sorrendben probalja ki a kulcsokat addig, amig meg nem talalja a
jo Kkulcsot, utana megy a kovetkez ajtohoz. Az elz ajtokat nyito kulcsokat megjegyzi,
és nem probalja ujra. Egy kulcs kiprobalasa S masodpercet vesz igénybe.

a) Hatarozzuk meg és abrazoljuk diagramon az els ajté Kinyitasahoz sziikséges 7 id
eloszlasat!

b) Mekkora az esélye, hogy (legfeljebb) 1 perc alatt atjut az els ajton?

¢) Varhatoan hany percre lesz sziiksége 6sszesen a szabadulashoz?

Megoldas

|:> restart;



