11. Gyakorlat

Y Nevezetes folytonos eloszlasok

¥ Elméleti osszefoglalo

VY Exponenciadlis eloszlds

[> with(Statistics):

Tekintsiink egy olyan konstrukciot, ahol egy (végtelen hosszliisagl) egyenes mentén pontok
szorodnak valamilyen atlagos egyenletes stiriiséggel. A gyakorlatban sok, ezzel modellezhetd
helyzet van; akér térben, akar idoben (idotengelyen) szorddhatnak a megfigyelt, pontszertinek
tekinthetd események (ill. azok valoszinliségi valtozoval szadmszerisitett értékei).

Ilyen modell szerint rendezddnek el pl. egy adott pillanatban egy utszakaszon az autdk - ha
légifelvételt készitiink az Gtszakaszrol, akkor térben, de ha az amugy mozgdé jarmiveket egy
megfigyelési ponton szdmlaljuk, akkor idoben is. Ezen analdgia szerint érthetoen ugyanilyen
modell szerint jonnek veliink szemben a jarokelok az utcan, megfigyelt meteorok a légkorbe,
vagy muszerrel érzékelt részecskék egy radioaktiv forrasbol.

A modell tipikusan arra az esetre hasznéalhato, ha egy (térbeli vagy idobeli) szakaszon hosszabb
tavon az atlagos pontsiuriség ismert (elméleti uton meghatarozhato, vagy kisérletileg
megmérhetd). A pontok szama persze (adott hosszisagl szakaszokon Ujra és ujra
megszamolva) ezen atlag koriil ingadozasokat mutat (a lehetséges darabszamokhoz tartozo
megfelelo valosziniségekkel). Ezen eloszlas viszont nemhogy maga is pontosan
meghatarozott a konstrukci6 altal, de rdadasul (érdekes és egyaltalan nem trivialis médon)
olyan szoros ¢€s egyértelmi Osszefliggésben van a sajat atlagéval, hogy a teljes szerkezete
maradéktalanul jellemezheto vele, mint egyetlen paraméterrel (A) — a megfigyelt szakaszon
mért atlagos darabszamon kiviil semmilyen mas informaciora nincs sziikség az eldéfordulési
darabszamok valoszinGiségeinek leirasahoz.

A konstrukcioban a tipikusan feltehetd kérdések:

1. Egy adott szakaszon hany pontra milyen valosziniiséggel lehet szamitani? (Adott hosszusagu
szakaszon mérheto darabszam valosziniiségi eloszldsa.)

2. Az egyes pontok kozétt mekkora tavolsagra milyen valosziniiséggel lehet szamitani? (Pontok
kozti tavolsag valosziniiségi eloszldsa.)

Az els6 kérdésre a Poisson-eloszlas, a masodikra a most sorra keriild exponencialis eloszlas ad
valaszt. A ketto jelentosen eltér mar abban is, hogy eldbbi diszkrét, utobbi folytonos, mégis
Osszefliggnek a kdzos modell révén.

Vizsgaljuk meg ezuttal a 2. kérdést! (A el6z0 heti forgalomszamlalos feladatot tekintve ez az a
kerdes lenne, hogy mennyi ido telik el a —kozvetleniil egymas utan halado— jarmuvek érkezese
kozott.)

A szakaszra es® darabszamot leird valdszinliségi valtozo értekkészlete egész szamokbdl all
(diszkrét), viszont az id6 folytonos, ezért a szomszédos pontok kozti tavolsagot leird
valoszinliségi valtozo is folytonos.

A Poisson-eloszlas felhasznalasaval konnyen fel lehet irni a szomszédos pontok tavolsaganak
eloszlasfiiggvényét. Ennek definici6 szerinti felirasdhoz azt kell kiszamolnunk, hogy egy adott
ponttol mérve milyen valdszinliséggel van a kdvetkezo (ténylegesen 7 tavolsagra levo) pont
egy adott, a fliggvény valtozdjaként szerepld x tavolsagon beliil. Egyszertibb viszont az
ellentét-eseményt vizsgalni, vagyis hogy milyen valoszintiséggel nincs Gjabb pont x-en beliil.
Erre pedig a valaszt a Poisson-eloszlas szolgaltatja, az x hosszisagl szakaszra szdmolt
darabszam varhato értéke, mint paraméter, és k =0 elofordulasi darabszam helyettesitésével.




Ha feltételezziik, hogy az elofordulasi darabszam varhato értéke egységnyi hosszon éppen A,

akkor x hosszon éppen A-x. Ezek szerint a A paraméter(i exponencialis eloszlasu 7’
valoszintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye:
- _ _ -Ax
Fr(x)=P(T<x)=1 - FPOiSSOH(%x)(O) =1—e
> F := (lambda, x) -> 1 - exp(-lambda*x) ;
Fi=(hx)>1—e™ (1.1.1.1)

Az exponencialis eloszlas éppen errdl az eloszlasfiiggvényében (és siiriiségfiiggvényében)
megjelend exponencialis fliggvényrdl kapta a nevét. A forgalomszamlalos példankban
szereplo adattal:
> lambdaperc := 6;
plot(F(lambdaperc, x), x = 0..1, thickness = 3);
lambdaperc := 6
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A grafikon vizszintes tengelye percek szerint van skalazva. Latszik, hogy 1 percnél tobbet
szinte soha nem kell varni a kdvetkezo autora.
Egész pontosan az 1 percnél hosszabb varakozas valoszinlisége az 1 percnél rovidebb
varakozas komplementereként szamolva:

P(T>1)=1—-P(T<1)=1-=F;1)

> "P(T > 1) :=1 - F(lambdaperc,l); evalf (%)
P(T>1)=¢e°



|_ 0.002478752177 (1.1.1.2)

Vagyis csak kb. 2.5 ezrelék valoszinliséggel lesz 1 percnél hosszabb hézag két athalado auto
kozott.

Az exponencialis eloszlas striségfiiggvénye:
d Y
folx) = —— Fy(x) =h-e ™™

dx
(> £ := (lambda, x) -> diff(F(lambda, x), x);
0
f= (k,x) - g F(?»,x) (1.1.1.3)

=> plot(f (lambdaperc, x), x = 0..1, thickness = 3);
6
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gorbe alatt. Err6l integralassal (improprius!) gy6zodhetiink meg:
> assume (lambda > 0) ;

int(f(lambda, x), x = 0..infinity);,
i 1 (1.1.1.4)
Vegyiik észre, hogy a slrségfliggvény 0-ban jobbrol vett hatarértéke éppen A, vagyis az
idoegység alatt varhatd események darabszama. Jelen esetben ez 6, megfelelden annak, hogy
az idoegységkeént valasztott perc alatt atlagosan 6 jarmi érkezik. Mas 1doegység valasztasa
esetén nyilvan mas A-val kell szamolnunk.

Az exponencialis eloszlas varhato értéke és szorasa egyarant a A paraméter reciproka:




A pontok kozti tavolsag varhato értékére kapott K érték Osszhangban van az egységszakaszon

mért darabszam A varhat6 értékével: ha pl. ha az egységnyi hosszisagu szakaszra atlagosan 3

pont esik, akkor nem meglepd, hogy a koztiik 1évo tavolsag atlagos értéke %

YV Normal eloszlis
A sok tényez0 0sszegzett hatdsa altal kialakitott valdszinliségi valtozok eloszldsa nagyon sok
esetben harangszer( alakot vesz fel, mely mogott a valoszinliségszamitas és statisztika méltan
legnevezetesebb eloszlasa, az in. normal eloszlas éll. A természetben a statisztikai
vizsgalatokkal mérhetd paraméterek legtobbje ilyen eloszlast kozelit: legyen sz6 pl. a jalius
honap sokévi kozéphomérsekletérol, az esocseppek méretérdl, a boltban vasarolhato kilds
kenyerek pontos tomegérdl vagy pl. a felndtt férfiak testmagassagarol.
A normal eloszlas striségfiiggvényének alakja (harang-gorbe) jol meghatarozott. Kiilonb6zo
esetekben figyelve ugyan a csucsa (varhato értéke) keriilhet méashova, és a lapultsaga (szorasa)
is valtozhat, de linedris transzformaciokkal (nyujtasokkal, zsugoritasokkal, eltolasokkal)
barmelyik barmely masikba atvihetd. A normal eloszlasok barmelyike jellemezhetd mindossze
két paraméterrel: a varhato értékkel €s a szorassal.
Szokas kijeldlni a sok koziil egy szabvanyosat: az Un. standard normal eloszlast, mely 0
varhato értékkel és 1 szorassal rendelkezik:
> N := RandomVariable (Normal (0, 1))
i N:= R (1.1.2.1)
Ennek strliségfliggvénye:
> f :=x -> PDF(N, x): "f'(x) = £(x);

plot(f(x), x = -4..4);
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A gorbe alatti teljes teriilet bizonyithatoan 1.

Az eloszlasfiiggvény:

>F :=x -> CDF(N, x): 'F'(x) = F(x);
plot(F(x), x = -4 .. 4);

F(x)Z% +%erf(%x\/7)
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Az eloszlasfiiggvény a strtségfiiggvény integralja. Kiilonds viszont, hogy neki, mint a
matematika egyik legnevezetesebb fiiggvényének nincs zart alakja. Marpedig a normal
eloszlasokkal kapcsolatos szdmitasokhoz folyamatosan ezt a fliggvényt kell hasznélni, de az
értekek csak kozelitéssel szamithatok (amugy tetszoleges pontossaggal, tehat a gyakorlatban
nem jelent kiilonosebb problémat, de elméleti szempontbol fontos, megjegyzendo tény, hogy
egzaktul szamolhato zart formula nincs).

Bérmilyen més normal eloszlas 1étrehozhat6 a két paraméter, | és 6 megadasaval:

> N1 := RandomVariable (Normal (2, 3));
fl := x -> PDF (N1, x);
NI = RO
i f1 :=x— Statistics:-PDF (N1, x) (1.1.2.2)
[> N2 := RandomVariable (Normal (-1, .5));
f2 := x -> PDF (N2, x);
N2:= RI
f2 :=x— Statistics:-PDF (N2, x) (1.1.2.3)

A kiilsnbz6 varhato értéki és szorasa normal eloszlasokat abrazolhatjuk k6zos koordinata-
rendszerben:
> plot([f(x), fl1(x), f2(x)], x = -6..8, thickness = 3);




Y

I_V[indegyik gorbe eloszlasfiiggvény, tehat mindegyik alatt a teljes 1 valoszinliség oszlik el. Jol

érthetd6 modon kisebb szorashoz keskenyebb gorbe és magasabb csucsérték tartozik.

C(x—p)?

1 26°

A siraségfliggvény pontos formulgja: f(x) = ———e , ahol p varhato erteket, o a
J2no
szorast jelenti.

Ha egy normal eloszlassal kozelitheto eloszlasnak tudjuk a varhato értékét és szorasat (vagy
akar csak tapasztalati iton egy statisztikai mintanak), akkor e két paraméter behelyettesitésével
azonnal illeszthetiink is r4 egy megfeleld normal eloszlast.

V¥ Kidolgozott feladatok

1. Feladat (Ut forgalma / 2.)*

Egy ttszakasz egy pontjan megfigyelések szerint 6ranként atlagosan 360 jarmi halad at.
a) Adjuk meg a két jarmi érkezése kozott eltelt 7ido eloszlasat, varhaté értékét,
varianciajat és szérasat! Abrazoljuk T eloszlas és siriiségfiiggvényét!

b) Mennyi a valosziniisége, hogy két jarmi érkezése kozott 10 masodpercnél kevesebb
ido telik el?

¢) Mennyi a valdsziniisége, hogy két jarmii érkezése kozott S masodpercnél kevesebb ido
telik el?



d) Mennyi a valésziniisége, hogy két jarmii érkezése kozott 15 masodpercnél tobb ido
telik el?

e) Mennyi a valésziniisége, hogy egy jarmii utan a kovetkezo az 5. és 10. masodperc
kozott érkezik?

Y Megoldas

|:> restart;

a) Adjuk meg a két jarmii érkezése kozott eltelt 7 ido eloszlasat, varhaté értékét,
varianciajat és szorasat! Abrazoljuk 7T eloszlas és stirtiségfiiggvényét!

Miutan példank szerint percenként atlagosan % =6 jarma érkezik, az atlagos varakozasi
1d6 10 masodperc. Ha az id6 mértékegységét masodpercnek valasztjuk, akkor eszerint a

, L . 1 , NPT s , ,
varakozasi idoket leird, E(T) = E =10 varhato értékli exponencialis eloszlas paramétere

A= 10 (masodpercenként atlagosan % jarmu érkezik):

[> with(Statistics):
> lambdamasodperc := 1/10;

lambdamasodperc = 1o (1.2.1.1.1)
=> T := RandomVariable (Exponential (1/lambdamasodperc)) ;
T:= R (1.2.1.1.2)

Vigydzzunk: a Maple-ben az exponencialis eloszlas paramétere —az altalunk tanulttol

elteroen— A helyett % !

Az eloszlasbol visszakapjuk a varhato értéket:
> ET := ExpectedvValue(T); # = 1/lambda

i ET =10 (1.2.1.1.3)
A variancia €s a szOras:
> VarT := Variance(T); # = 1/lambda*2
i VarT =100 (1.2.1.1.4)
> sigmaT := StandardDeviation(T); # = 1/lambda
i sigmaT := 10 (1.2.1.1.5)
Rajzoljuk most meg T eloszlasfiiggvényét!
>F :=x -> CDF(T, x): 'F'(x) = F(x); # x -> piecewise(x
<=0, 0, 1 - e*(-lambdamasodperc*x))
0 x <0
F(x)= LI (1.2.1.1.6)
1—e 10 otherwise

> plot(F(x), x = 0..60, thickness = 3);
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A striségfiiggvény ennek derivaltja, mely kozvetleniil a Statistics csomag PDF eljarasaval
is szamolhato:
> f :=x -> PDF(T, x): '"f'(x) = £(x); # x -> diff(F(x), x)
= piecewise(x <= 0, 0, lambdamasodperc*e” (-
lambdamasodperc*x) )

0 x <0
flx) = L (1.2.1.1.7)

otherwise

=> surusegplot := plot(f(x), x = 0..60, thickness = 3):
surusegplot;
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ZA strtiségfiiggvény kozvetlen abrazolasara is van kiilon eljaras a Statistics csomagban:
> DensityPlot (T, range = 0..60, thickness = 3);
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Lathatjuk, hogy a straségfiiggvény 0-ban jobbrol vett hatarértéke éppen A, vagyis az
idoegység alatt varhatd események darabszama. Jelen esetben ez 0.1, megfeleloen annak,
hogy az idéegységként valasztott masodperc alatt atlagosan 0.1 jarmi érkezik (merthogy
10 masodpercenként érkezik atlagosan 1).

Megjegyzés: a grafikon adott idotartamra vonatkoztatott alakja fiiggetlen az id6
mértékegyseégétol. (Eltekintve természetesen attdl, hogy az x tengely skalazasanak
valtozasa maga utan vonja az y tengely skalazasanak megvaltozésat, de egyszerli nyujtasi
transzformaciokkal elérhetd, hogy a grafikonok egybevagoak legyenek.)

Mivel példankban az autok érkezése kozotti jellemzd idotartam néhany masodperc
nagysagrendd, az id6 mértékéiil valasszunk masodpercet (ahogy a fenti grafikonok
megrajzolasanal is), és a kérdésekre eszerint adjunk vélaszt.

b) Mennyi a valészinlisége, hogy két jarmi érkezése kozott 10 masodpercnél kevesebb
ido telik el?

Annak valoszinliségét, hogy két egymas utan érkezo jarma kozott adott idonél kevesebb
telik el, az eloszlasfliiggvény adja:

> "P(T < 10)° := F(10); evalf(%);

P(T<10)=1—¢
0.6321205588 (1.2.1.1.8)

I:Ezt meghatarozhatjuk a Probability eljarassal is:
> Probability (T < 10); evalf (%),

1




1—e!
0.6321205588 (1.2.1.1.9)

Tehat kb. 63 % valoszin(iséggel telik el két jarmi érkezése kozott (az amigy atlagos) 10
masodpercnél kevesebb ido. Erdekes észrevenni, hogy bar az atlagos varakozasi ido A =10
masodperc két jarma kozott, az esetek joval tobb, mint felében a valddi varakozasi ido
kevesebb ennél. Az atlag tigy johet ki mégis 10 masodpercre, hogy bar 6sszességében
ritkdbban fordulnak el6 10 masodperc feletti idohézagok, mint alattiak, mivel az értékre
elvileg nincs felso korlat, olykor ezek elég naggyé valhatnak ahhoz, hogy kisebb
elofordulasi valoszinliség mellett is felhtizzak az atlagot.
Grafikusan szemléltetve a valdszinliség a strGiségfiiggvény alatti (egységnyi) teriiletnek az
a része, ami a 10-es abszcisszatol negativ iranyba (balra) esik (elvileg minusz végtelentdl
integralva, de mivel a negativ tartomanyon a fliggvény zérus, valgjdban x = 0-tdl elég
figyelni):
> szinezesplot := plot(f(x), x = 0..10, filled = [color =

yellow, transparency = 0.5]):

plots[display] (surusegplot, szinezesplot)
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Vegyiik észre, hogy a szinezett teriilet befoglalé téglalapja 10 x 0.1 =1 teriiletl - ehhez
mérten redlisnak tinik a rd szamitassal kapott ~63 % érték.

¢) Mennyi a val6sziniisége, hogy két jarmii érkezése kozott S masodpercnél kevesebb
ido telik el?



> 'P(T < 5)° := F(5); evalf(%); # = Probability(T < 5)

N | —

P(T <5)=1-—¢e
0.3934693403 (1.2.1.1.10)

Természetesen az 5 masodpercneél kisebb hézag valdszinisége kisebb, minta 10
masodpercnél kisebb hézag valoszinlisége, hiszen elobbi esemény része utdbbinak. Abraval
szemléltetve:
> szinezesplot := plot(f(x), x = 0..5, filled = [color =
yellow, transparency = 0.5]):
plots[display] (surusegplot, szinezesplot)
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(_i) Mennyi a valésziniisége, hogy két jarmi érkezése kozott 15 masodpercnél tobb ido
telik el?
Az eloszlasfliggvény kozvetleniil egy adott 1donél kevesebb varakozasi ido valdszintiségét
képes megmondani. Ha egy adott idonél robb varakozasi idd valdszinliségére vagyunk
kivancsiak, azt komplementer eseményként kell szamolni:
> "P(T < 15)° := F(15); evalf (%)

3

PT<15:=1—¢ >

i 0.7768698399 (1.2.1.1.11)
[> "P(T > 15)° :=1 - "P(T < 15) " ; evalf(%);




P(T >15):=e
0.2231301601 (1.2.1.1.12)

=> szinezesplot := plot(f(x), x = 15..60, filled = [color =
yellow, transparency = 0.5]):
plots[display] (surusegplot, szinezesplot)
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e) Mennyi a valosziniisége, hogy egy jarmii utan a kovetkezo az5. és 10. masodperc
kozott érkezik?

Egy adott intervallumba esés azt jelenti, hogy kisebb az érték a felsdé végpontnal, de nem
kisebb az alsondl. Vagyis az ide esés valoszinliségét a felso végpont ald és az als6 végpont
ala esés valoszinlQiségeinek kiilonbsége adja:

> 'P(5<=T < 10)° := F(10) - F(5); evalf(%):
1
P(5<=T<10)=-¢ ' +e ?
i 0.2386512185 (1.2.1.1.13)
Vagy masként:
> Probability ({5 <= T, T < 10}); evalf (%),
1
el 4e ?

0.2386512185 (1.2.1.1.14)



> szinezesplot := plot(f(x), x = 5..10, filled = [color =
yellow, transparency = 0.5]):
plots[display] (surusegplot, szinezesplot)
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Erdekes észrevenni, hogy az idohézag fentebb kiszamolt, elsé tmasodperces tartoméanyba
esésének valoszinlisége nagyobb, mint az iménti, masodik dtmasodperces tartomanyba
esésé - annak ellenére, hogy az atlagos varakozasi idohoz (10 masodperc) az utdbbi
tartomany van kozelebb! Itt is ugyanaz a magyardzat, mint amit az a) pontnal emlitettiink.

V¥ 2. Feladat (Dobasok 6sszege)*

Dobjunk egyszerre k dobokockaval és jelolje X a dobott értékek osszegét!

a) Készitsiink szimulaciot k=1, 2, 3 és 5 kocka esetén n =10000 dobassal és abrazoljuk
hisztogramon a tapasztalati eloszlast!

b) Illessziink a k£ =5 esetben kapott szimulalt eloszlasra normal eloszlast és hasonlitsuk
ossze annak stiriségfiiggvényét a hisztogrammal!

Megoldas

|:> restart;

a) Készitsiink szimulaciot k =1, 2, 3 és 5 kocka esetén n =10000 dobassal és abrazoljuk
hisztogramon a tapasztalati eloszlast!




> restart;
with (Statistics):
| randomize():
Felvessziik az adatokat: hany kockaval dobunk, és hanyszor tessziik ezt. A konny(
¢rthetoség kedvéért eloszor mindossze két kockaval és 10 dobassal épitsiik fel a modszert:
> kockadb := 2; dobasdb := 10;
kockadb := 2
dobasdb := 10 (1.2.2.1.1)

Megfelelo valoszinliségi valtozoval szimulaljuk a kockadobast. Mivel tobb kockaval

jatszunk, mindegyiknek kiilon létrehozunk egy valoszinusegi valtozot — egy valoszinusegi

valtozokbol alld tombot készitiink:

> Y := [seq(RandomVariable (DiscreteUniform(l, 6)), i = 1..
kockadb) ];

Y:=[ R RO] (1.2.2.1.2)
A listdban 0sszegyljtott valoszinliségi valtozok mindegyikével generdlunk egy mintét, és a
megfeleld értékparokat 6ssze is adjuk.
> osszegek := add(Sample(Y[i], dobasdb), i = 1. .kockadb)

# vektorokat elemenként Ossze lehet adni az add

paranccsal

osszegek:=[ 11. 8. 8. 2. 3. 9. 6. 4. 2. 5.] (1.2.2.1.3)

Adjuk meg az 0sszegek lehetséges értékeit €s a hozzajuk tartozé valdszinliiségeket is! (Ezek
mar nem kellenek a hisztogram elkészitéséhez.)

> osszeg _ertekek := [seq(i, i = kockadb..6*kockadb)];
i osszeg ertekek:=[2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12] (1.2.2.14)
B osszeg elofordulasok := [seq(0, i = kockadb..6*kockadb)]

for i to numelems (osszegek) do # numelems() kell, a nops
() vektorokra nem az elemek szamat adja

ertekindex := round(osszegek[i] - kockadb + 1): #
o0sszeghez tartozdé index

osszeg elofordulasok[ertekindex] :=
osszeg elofordulasok[ertekindex] + 1:

end do:

osszeg_elofordulasok;

osszeg valoszinusegek := osszeg elofordulasok/dobasdb;
(2,1,1,1,1,0,2,1,0,1,0]

osszeg valoszinusegek = 111 L, L,O,i L 0, L 0 (1.2.2.1.5)

i 57107 107 10 51077 10°
_Abrézoljuk az eloszlast hisztogramon!

> Histogram(osszegek, discrete = true, thickness = 30);




Erdemes 6sszevetni a dobott dsszegeket tartalmazé vektor adatait a diagrammal.

A mechanizmus megértése kedvéért a fenti példaban kevés dobast végeztiink, de az egész
folyamat konnyen megismételheto tobb dobassal is. Legjobb, ha egy paraméterezhetd
proceduraban foglaljuk 6ssze a fentebb Iépésenként kifejtett miveletsort, mikézben a
koztes miveletek végén kettospontra cseréljiik a pontosvesszoket, csak a hisztogram
rajzolo utasitds mogott hagyjuk meg.

> kockadobalas := proc(kocka_db, dobas_db)

local Y, szamok, osszegek:

Y := [seg(RandomVariable (DiscreteUniform(l, 6)), i =
1..kocka db)]:

osszegek := add(Sample(Y[i], dobas db), i = 1..
kocka db):

return Histogram(osszegek, discrete = true, thickness
= round(330/(5*kocka db + 1) - 3));
|  end proc:
Ezzel mar konnyedén kisérletezhetiink kiilonb6z6 kocka- és dobas-szamokkal.
> n := 10000;

n = 10000 (1.2.2.1.6)

k=1 eset (egy kockaval dobunk).
>k :=1;

kockadobalas(k, n);




Latjuk, hogy nagyobb dobas-szam mellett a hisztogram kisimul, €s kozel egyenletes
eloszlast mutat.
k=2:
>k = 2;
kockadobalas(k, n);




A kelloen sok dobdas miatt a hisztogram véletlenszer( ingadozasai csekélyek: szabalyos
alakot, de semmiképp sem egyenletes eloszlast mutat.

Latjuk, hogy a két kockaval valo dobéskor a kozépsd 6sszegek gyakrabban jelennek meg,
mint a sz¢&lsok. Ez értheto, hiszen a 2-es értékhez csakis két 1-es, a 12-eshez csakis két 6-o0s
dobassal lehet eljutni, mig pl. a 7-es érték tobbféleképp is 6sszejohet a két kockabol: 1 + 6,
2+5,3+4,4+3,5+2,6+ 1. A hisztogramon is épp ez latszik: a kozépsd 7-es érték
kb. 6-szor olyan gyakran fordul eld, mint a sz¢lsok.

Konnyen kiprobalhaté a3 vagy még tobb kockas eset is.

k=3:

[> k := 3;

kockadobalas(k, n);
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5;
kockadobalas (k, n):




0.104

0.08

0.06

0.04

0.021

A fentebb kifejtett alapelv tovabbra is igaz: a kdozépso értékek nagyobb valdszinliségliek,
mert tobbféle kombinacidval johetnek létre, mint a sz€Ilsok. A két kockas eset haromszog
alaku grafikonjadhoz képest viszont szépen kivehetd, hogy az abra alakja haranghoz valik
hasonlatossa: a hisztogram kdzepe konvex, de a szélek egy bizonyos ponttdl kezdve mar
konkévok.

b) Illessziink a k =5 esetben kapott szimulalt eloszlasra normal eloszlast és
hasonlitsuk 6ssze annak stiriiségfiiggvényét a hisztogrammal!

A fenti kisérletben a k ndvelésével kirajzolodd haranggdrbe 1étrejotte mogott a centralis
hatareloszlas tétel 4ll, melynek kdvetkezménye, hogy véges szoras esetén sok fiiggetlen,
azonos eloszlasu valdszintiségi valtozd 0sszege jol kozelithetd az 6sszeggel azonos varhatod
értekll €és szordsu normdl eloszldsu valtozdval.

Jelolje ¥, (i=1,2, ..., 5) azi-edik kockaval dobott szamot €s legyen Y ezek 6sszege! Ekkor

Yeloszlasa jol kozelithetd egy N ( L, (5) normal eloszlassal, aholpu=E(Y) ésoc=c(Y).
, gy E( Yl) = 62L1 =3.5 és a varhat6 érték additivitdsa miatt £(Y) =5 E( Yl) =17.5.

Tovabba a kockak fiiggetlenek, igy a szordsnégyzet szintén additiv:

5
G (Y) =02[ZYZ.] 5.0 ().

i=1



> EY1l := 3.5; EY := k*EY1;

EYl =35
i EY =175 1.2.2.1.7)
[> VarYl := add((i - EY1)~2*1/6, i = 1..6);
VarY1 :=2.916666668 (1.2.2.1.8)

> VarY := k*VarYl;
sigma¥Y := sqrt(VarY)
VarY :=14.58333334
sigmaY :=3.818813080 (1.2.2.1.9)

Ugyanez a szamolas a Maple beépitett eszkozeivel:

> unassign('i');
Y := add(RandomVariable (DiscreteUniform(1l,6)), i = 1. .k)
; # sum() nem jé csak az add()

i Y= RI2+ RI3+ RI4+ RI5+ RI6 (1.2.2.1.10)
> ExpectedValue (Y) ; evalf (%)
35
2
i 17.50000000 (1.2.2.1.11)
[> StandardDeviation (Y); evalf (%)
S
i 3.818813079 (1.2.2.1.12)
Lassuk az illesztett normal eloszlas sirségfiiggvenyét:
> X := RandomVariable (Normal (EY, sigmaY)) ;
X:= _RI7 (1.2.2.1.13)

> '"f'(x) = PDF (X, x);
_ _ 2
o = 0.1309307341 2 e 0.03428571427 (x — 17.5)

Jx

=> Pl := DensityPlot(X, range = k..6*k, color = red,
thickness = 3): P1;

(1.2.2.1.14)
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Ezt rarajzolva a fenti hisztogramra:
> plots[display] (H, P1);
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f ol latszik a szoros illeszkedés.

V¥ 3. Feladat (Egyenletes eloszlasok 0sszege)

Sorsoljunk egyenletes eloszlassal szamokat a [0, 1] intervallumbdl (egyszerre tobbet), és
figyeljiik ezek Y osszegének eloszlasat. )

a) Készitsiink szimulaciot k =1, 2, 3 ill. 5 szam osszegére n =10000 kisérlettel! Abrazoljuk
hisztogramon a szimulalt eloszlast és rajzoljuk ra az elméleti stirtiségfiiggvényt!

b) Illessziink a k£ =5 esetben kapott szimulalt eloszlasra normal eloszlast és hasonlitsuk
Ossze annak slirtiségfiiggvényét a hisztogrammal!

Y Megoldis
|:> restart;
a) Készitsiink szimulaciot k =1, 2, 3 ill. 5 szam osszegére n =10000 kisérlettel!
Abrazoljuk hisztogramon a szimulalt eloszlast és ralzoljuk ra az elméleti
straségfiiggvényt!

> with(Statistics):

randomize () :

A fenti, tobb kockaval val6 dobasrol szolo6 (diszkrét) példa konnyen atvihetd folytonos
esetre is.




Lényegében az ott latottakat ismételjiik, talan még egyszeriibben is.

> egyenletesosszegzes := proc(valtozodb, sorsolasdb)
local Y, osszegek:
Y := [seq(RandomVariable (Uniform(0, 1)), i = 1..

valtozodb) ] :
osszegek := add(Sample(Y[i], sorsolasdb), i = 1..
valtozodb) :
return Histogram(osszegek, bincount = 20);
|  end proc:
Tegylink egy probat kevés kisérlettel, egy valtozora:
> egyenletesosszegzes(1l, 10);
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iOOOO kisérlettel egy valtozora megkapjuk a vart egyenletes eloszlést:
>n := 10000;

| n = 10000 (1.2.3.1.1)
[> Y1 := RandomVariable (Uniform (0, 1)):
Pl := DensityPlot(Yl, range = -0.25..1.25, color = red,

thickness = 3): P1;




1
0.8 1
0.61
041
021
02 0 02 04 0.6 08 1.0 1.2
=> k :=1;

Hl := egyenletesosszegzes(k, n):
plots[display] (P1, H1);
k=1




-0.2

Nézziik hogy mutat ugyanez két valtozoval! A Maple képes kdzvetleniil megrajzolni a
siriségfiiggvényt, akar valtozok osszegeként adodo ujabb valtozokra is:

> Y2 := Y1 + RandomVariable (Uniform(0, 1)): # az eldézd
valtozdéhoz hozzaadunk még egyet
P2 := DensityPlot(Y2, range = -0.25..2.25, color = red,

thickness = 3): P2;
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> k = 25
H2 := egyenletesosszegzes(k, n):
plots[display] (P2, H2);

k:=2




(_Az értékkészlet igy természetesen 0-tol 2-ig terjed.)

Harom valtozoval:

> ¥3 := Y2 + RandomVariable (Uniform(0, 1)): # az eldzd
valtozéhoz hozzaadunk még egyet
P3 := DensityPlot(¥3, range = -0.25..3.25, color = red,

thickness = 3): P3;
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> k = 3;
H3 := egyenletesosszegzes(k, n):
plots[display] (P3, H3);

k:=3




A [0, 3] értekkészlet mellett az eloszlas mar elkezdi felvenni a jellegzetes harang-format.

Végiil k=5 esetén a hisztogram:

> Y4 := ¥3 + RandomVariable (Uniform (0, 1)):
Y5 := Y4 + RandomVariable (Uniform(0, 1)): # Vigyazzunk:
ha egy sorban adjuk hozza a két Gj egyenletes eloszlasu
valészinliségi valtozét, akkor azokat a Maple azonosnak
fogja tekinteni, nem pedig fiiggetlennek!
P5 := DensityPlot (Y5, range = -0.25..5.25, color = red,
thickness = 3): P5;
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=> k :=5;
H5 := egyenletesosszegzes(k, n):
plots[display] (P5, HS5);

k:=5




Latjuk, hogy ezek a gorbék jol illeszkednek a nekik megfeleld hisztogramokra.

b) Illessziink a k =5 esetben kapott szimulalt eloszlasra normal eloszlast és
hasonlitsuk 6ssze annak stiriiségfiiggvényét a hisztogrammal!

A 2. Feladat b) részéhez hasonldan a k novelésével kirajzolodd haranggdrbe mogott a
centralis hatareloszlas tetel hizodik meg, mely szerint Y nagy k esetén jol kozelithetd egy
azonos varhato értékii és szorasu normal eloszlasu valtozoval. Tehat csupan 2 paramétert
kell meghataroznunk.

Jelolje Y, (i=1, 2, ..., 5) azi-edik véletlen szamot. Ekkor Y=Y, + ¥, +...+ ¥,

_0+1

E(Y) )

f =0.5, és a varhat¢ érték additivitasa miatt
E(Y) =5-E(Yl) =2.5.
Tovabba a szamokat fliggetleniil valasztottuk, igy a szordsnégyzet szintén additiv:
5
2
2 2 2 (1—-0) 5
Y) = Y| =5- Yy=5——7"+—=—",

G (Y) G[;l] o (1)) 1 17

(Itt felhasznaltuk az [a, b] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszinliségi valtozo

2
2 J—

szorasnégyzetére tanult 6 = (bl—za) képletet.)

|'> EYl := 0.5; EY := k*EY1;

EYI =0.5

4 A A 4 AN



EY:==25 (1.2.3.1.2)

> Varyl := 1/12;
1
Yl = — 1.2.3.1.
I Var 2 (1.2.3.1.3)
[> vary := k*VarYl;
sigma¥Y := sqrt(VarY); evalf (%),
5
VarY .= —
ar 2
s@maYF=%-415
0.6454972245 (1.2.3.14)

Ugyanez a szamolas a Maple beépitett eszkozeivel:
> unassign('i');

Y := add(RandomVariable (Uniform(0,1)), i = 1..k); # sum
() nem jé csak az add()
i Y= RI6+ RI7+ RIS+ RI9+ R20 (1.2.3.1.5)
B ExpectedValue (Y); evalf (%)
5
2
i 2.500000000 (1.2.3.1.6)
[> StandardDeviation (Y); evalf (%) ;
% vV 15
i 0.6454972245 (1.2.3.1.7)
Lassuk az illesztett normal eloszlas strQiségfiiggvényét:
> X := RandomVariable (Normal (EY, sigmaY)) ;
i X:= R2] (1.2.3.1.8)
> 'f'(x) = PDF (X, x);
-3 (x—2.5)2
(%) =% NPAER: (1.2.3.1.9)
Jr
[> PN := DensityPlot (X, range = -0.25..5.25, color = red,

thickness = 3): PN;
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Ezt rarajzolva a fenti hisztogramra:
> plots[display] (H5, PN) ;




\ 4

A normal stiriségfiiggvény gorbéje jol lathatdan illeszkedik a hisztogramra, bar tudjuk,
hogy nem teljesen egyezik az elméleti eloszlassal, csak kozeliti azt.

4. Feladat (Duzzasztogat)*

Egy duzzasztogat altal felduzzasztott atlagos vizmélység 21 méter, és szorasa S méter. A
mindenkori X vizmélység méterben mérve normal eloszlasu véletlen valtozo.

A gat tetején talalhato egy biztonsagi tulfolyd, amely megakadalyozza, hogy a viz a 30
méteres szint f6lé novekedjen. Masrészt van egy cso a tilfolyo teteje alatt 15 méterrel,
amely bevezeti a vizet a hidroelektromos generatorhoz. (Hagyjuk figyelmen kiviil a cs6
véges atmérojét!)

a) Rajzoljuk fel az Y vizmélység strtségfliggvényét!

b) A teljes ido hanyadrészében fordul eld, hogy a tialfolyon folyik el feleslegesen a
felduzzasztott viz!

c¢) Szemléltessiik a b) pontban szamolt szazalékot a siiriiség fiiggvény gorbéje alatti
megfeleld teriilet befestésével!

d) Tudjuk, hogy a talfolyon nem folyik a viz. Mekkora a feltételes valésziniisége ekkor
annak, hogy a duzzaszté taplalja a generatort vizzel?

e) Az esetek hanyadrészében nem taplalja a felduzzasztott viz a generatort?

f) Milyen & méter mélyre kellene betenni a generatort taplalo csovet a tulfolyo alatt
ahhoz, hogy az esetek legfeljebb 5 %-aban ne kapjon vizet a generator?



g) Szemléltessiik az f) pontban szamolt 2 mélységet, az ¥ vizmélység eloszlas
fliggvényének és a 0.05 valdosziniiségi szintnek a felrajzolasaval!

YV Megoldis
|:> restart;
|:> with (Statistics):

randomize () :
Tegyiik fel, hogy adott egy mérce a vizszint leolvasasdhoz. Ennek 0 szintjéhez viszonyitunk
minden adatot a példa megoldasakor.
a) Rajzoljuk fel az Y vizmélység siiriiség fiiggvényét!
A felduzzasztott vizszintet az Y valtoz6 mutatja, mely a feltételezés szerint normal
eloszlasu, adott varhato értékkel és szorassal. Hosszuk létre a megfelel6 eloszlasu valtozot:
>mu := 21; sigma := 5;

pn:=21

c:=5 (1.24.1.1)
=> Y := RandomVariable (Normal (mu, sigma)) ;
i Y= R (1.24.1.2)
Ebbol mar megrajzolhat6 a srliségfliiggvény:

> f := x -> PDF (Y, x);

i f=x—Statistics:-PDF (Y, x) (1.24.1.3)
> surusegplot := plot(f(x), x = mu - 3*sigma..mu + 3*

sigma, thickness = 3): surusegplot; # 3-szigma szabaly
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b) A teljes id6 hanyadrészében fordul elo, hogy a tulfolyon folyik el feleslegesen a
felduzzasztott viz!
Itt azt kérdezziik, mekkora valoszinliséggel van a vizszint 30 méter {olott: P(Y > 30) =?
Az ilyen (adott intervallumba esés valosziniisége) tipust kérdésekre az eloszlasfiiggvény és
a struségfiiggvény hasznalataval is lehet valaszolni. Vegyiik most a valoszintiségi
valtozonk eloszlasfiiggvényét:
>F := x -> CDF(Y, x);
F :=x— Statistics:-CDF (Y, x) (1.24.14)

Ez a fiiggvény - definicidja szerint - kdzvetleniil az adott érték ala esés valdszinliségét
képes mutatni, de kdzvetve adott érték folé, vagy adott értékek kozé esés valoszinlisége is
jol szamolhatod vele. Példaul a kérdésilinkben keresett valdszinliséghez az is jo, ha a 30 ala
esés valosziniiségét tudjuk, mert annak komplementere lesz a megoldas:
> "P(Y > 30)° := evalf(l - F(30));
P(Y > 30):=0.0359303192 (1.2.4.1.5)

Eszerint ~3.6 % valoszintiséggel (a mérési idotartam atlagosan ennyi részében) lesz
talfolyas.

¢) Szemléltessiik a b) pontban szamolt szazalékot a siirtiség fiiggvény gorbéje alatti
megfelelo teriilet befestésével!

Fenti eredmény szemléletesen azt jelenti, hogy a slrségfiiggvény gorbéje alatt "szétkent"
egységnyi valdszinliségbdl ennyi esik a 30-as abszcissza fol¢. Ehhez készitlink egy
szemléltetd abrat.



Elkészitjiik a befestést. majd d6sszemasoljuk a gorbe rajzaval:

> szinezesplot := plot(f(x), x = 30..mu + 3*sigma, filled
= [color = yellow, transparency = 0.5]):
plots[display] (szinezesplot, surusegplot);
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(_l) Tudjuk, hogy a tilfolyon nem folyik a viz. Mekkora a feltételes valésziniisége ekkor
annak, hogy a duzzaszto taplalja a generatort vizzel?
A generatort taplalo kifoly6 a talfolyo alatt 15 méterrel van, ez a mércén 15 méternek felel
meg.
alkalmazva a kovetkezoképp formalizalhato:
P(Y>15/ANY<30) _ P(15 <Y <30)
Pl Y>15|Y <30 |= =

( ) P(Y <30) P(Y <30)

A feltételes valosziniség két, kiilon kiszamitand6 valoszinliség hanyadosa:

> "P(15 < Y < 30)° := evalf(F(30)-F(15));
i P(15 <Y < 30):=0.8490000105 (1.2.4.1.6)
[> "P(Y < 30)° := evalf(F(30));
i P(Y < 30) :=0.9640696808 (1.2.4.1.7)
[> "P(15 < Y < 30) '/ P(Y < 30) ;

0.8806417497 (1.2.4.1.8)

Tehat annak valdszinlisége, hogy a duzzaszté taplalja a generatort vizzel, feltéve, hogy a



tulfolyon nem folyik a viz, kb. 88 %.
e) Az esetek hanyadrészében nem taplalja a felduzzasztott viz a generatort?
Mekkora valészinlséggel van a vizszint 15 méter alatt?
> evalf (F(15)) ;
0.1150696703 (1.24.1.9)

11.5 % az esélye annak, hogy nem taplélja a felduzzasztott viz a generatort.
f) Milyen & méter mélyre kellene betenni a generatort taplalo csovet a tialfolyo alatt
ahhoz, hogy az esetek legfeljebb S %-aban ne kapjon vizet a generator?
Az el6z06 pontban lattuk, hogy az atlagosan 21 méterestol egyre nagyobb eltéréseket egyre
ritkabban produkald vizszint 11.5 % valészintiséggel 15 méter alatt van. A generator
ilyenkor nem iizemel. Ha szeretnénk megnovelni az tizemelési idot ugy, hogy 11.5 %
helyett csak 5% legyen a kiesés, a kifolyasi szintet mélyebbre kell tenni (ahol nagyobb
valoszinliséggel van viz). Kérdés, hogy hol legyen ez, milyen / szint esetén lenne az az ala
esés valoszinlisége 5 %? A formalizalt feladat: P(Y < &) =0.05. Vagyis meg kell oldani az
F(h) =0.05 egyenletet:
> h := fsolve(F(h) = 0.05, h); # solve helyett fsolve
kell, ha csak a valdés megoldasokat keressiik
h:=12.77573187 (1.2.4.1.10)

Ha tehat 12.77 méteres szint ala tessziik a kifolyot, akkor lehet garantalni 4tlagosan 5 %6-nal
kevesebb leallasi idot.
g) Szemléltessiik az f) pontban szamolt 72 mélységet, az ¥ vizmélység eloszlas
fiiggvényének és a 0.05 valésziniiségi szint felrajzolasaval!
A fenti eredményt szeml€ltethetjiik grafikonon is:

> plot([F(x), 0.05], x = 0..30);
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V 5. Feladat (Ipari furogép)*

Egy ipari furégép furéfejének élettartama jol kozelithet6é egy 10 6ra varhato értéki és 2
ora

szorasu valoésziniiségi valtozoval. Legalabb hany furofej kell ahhoz, hogy a gépet legalabb
95 %-

os valosziniiséggel 400 oraig miikodtetni tudjuk? (Feltehetd, hogy az egyes furofejek
élettartama

egymastol fiiggetlen.)

Y Megoldis
|:> restart;
Jelolje X, X, X;, ... a furofejek €lettartamat. A feladat szovege szerint X-k fiiggetlen,

azonos eloszlasu valosziniségi valtozok, 1, = E( Xl.) =10 h varhato értékkel és
C,= G(XI.) =2 h szbrassal. Legyen §, =X, + X, +...+ X az els6 n db furofe;

¢lettartamanak Osszege. A feladat szovege szerint gy kell n-et megvalasztanunk, hogy
P(S, =2400) =095

teljesiiljon.



> muX := 10;
sigmaX := 2;

t := 400;
p := 0.95;
muX:=10
sigmaX =2
t:=400
p =095 (1.2.5.1.1)

Fontos, hogy bar az X; valtozok pontos eloszlasa nem ismert, az S, 6sszeg eloszlasat mégis

jol tudjuk kozeliteni egy megfeleld normal eloszlassal, ha n elég nagy (n > 30 altaldban j6)
. Ez a matematikai statisztikdban rendkiviil fontos allitas a Centralis Hatdreloszlas Tétel
(CHT). A tétel minden eloszlasra (diszkrétre €s folytonosra is) igaz, melynek létezik
szoOrésa; az 6sszeadandok azonos eloszlasa €s fiiggetlensége sziikséges feltétel!

A CHT-t altalaban akkor akalmazzuk, ha a kérdés az S, Osszeg eloszlasara vonatkozik, de

az Osszeadandok eloszlasa nem ismert, igy S, eloszlasat sem tudjuk precizen meghatarozni.

Ekkor az egyetlen lehetdséglink, ha elég nagy n-et feltételezve normal hatareloszlassal
kozelitjlik az Osszeg eloszlasat. Ennek paraméterei (a konkrét példaban):

qu(Sn) =nE(X))=n-p,
és
2
0=/ '(5,) =m0 (%) =mo(X) =0,
Azaz S, ~N (10 n, 21 ).
A gyakorlatban elterjedt, hogy ehelyett S, standardizaltjaval szamolunk, és azt kozelitjiik

. S —nu
standard normal eloszlassal: §* = ———~ ~N (0, 1). Ez azért jo, mert igy 1ényegében

" Jn-o,

csak egy konkrét eloszlas (standard normal) ismeretére van sziikség barmely kisérlet
leirasahoz. A szakkonyvekben is csak a standard normal eloszlasra vonatkozé négyjegyii
fiiggvénytablazattal talalkozhatunk, abbol ugyanis barmely normal eloszlasfiiggvény
értékei szamolhatok a standardizalasi triikkel. A szamitogépes statisztikai
programcsomagok elterjedésével ez manapsag mar nem jelent megkdtést, de a normal
eloszlas jobb megértéséhez mégis érdemes igy végigszamolni a feladatot.
S — n 400 — n-

“ P > Hr ] (standardizalas)

e, o,

=P[S*> 400 - 10n 10n P[ * 200— SnJ
20

095 < P(Sn > 400) —P[

n \/7
0- 10n ) /S ~N(0,1)
2n
—1 —(I)[ 200 - 10n j,
2:n
ahol d(x) a standard normal eloszlés eloszlasfiiggvényét jeloli. Ez ekvivalens azzal a

feltétellel, hogy @ [ 200-10n
2:+n

=1 —P(S

j < 0.05, melybol @ inverzét véve

200-10n

2dn

<@ '(0.05)



Ebbdl kell meghatarozni az ismeretlen n-et! Eloszlasfiiggvény inverzét a Quantile eljarassal

kaphatjuk meg:
> with(Statistics):
Phi inverse := x -> Quantile(Normal (0, 1), x);
Phi_inverse .= x— Statistics:-Quantile(Normal(0, 1), x) (1.2.5.1.2)

=> RealDomain[solve] ((t - n*muX)/(sqrt(n)*sigmaX) <=
Phi inverse(l - p), n); evalf(%); # a RealDomain[solve]
eljaras csak a valdés megoldasokat keresi

RealRange(42.13540794, o)

i RealRange(42.13540794, «) (1.2.5.1.3)
Tehat n > 42.135, vagyis n =43 furofej kell legaldbb ahhoz, hogy a gépet legalabb 95 %-os
valdszintséggel 400 oraig mikodtetni tudjuk!

Megjegyzés: mivel n > 30, ezért a megoldashoz hasznalt normal kozelitésnek
elhanyagolhato a hibaja.

Megoldas standardizalas n¢lkiil:
> unassign('n') ;

Y := RandomVariable (Normal (n*muX, sqrt(n)*sigmaX)); #
S _n normal kézelitése CHT-vel
Y= RO (1.2.5.14)

> egyenlet := Probability(Y >= 400) = p; # a feltételiink
(egyenlettel kell megadni), nincs standardizaléas

egvenlet = % - % erf % (-10n :/|-_400) V2605 (1.2.5.1.5)
n
B nl, n2 := RealDomain[solve] (egyenlet, n); # két
megoldast ad
nl,n2:=37.97281379, 42.13540794 (1.2.5.1.6)

fgy is megtalaltuk a megoldast, de sajnos bejott egy hamis gyok is, amit csak ellendrzéssel
tudunk kisz{rni:
>n :=nl;
Probability (Y >= 400); evalf (%),
n:=37.97281379

11 L (-10 n +400) V2
2 2 4 Jn
i 0.0499999996 (1.2.5.1.7)
Ez rossz megoldas, mert 0.95-6t kell kapnunk!
>n := n2;
Probability (Y >= 400); evalf (%),
n :=42.13540794

11 (1 (-10 n +400) V2
2 2 4 Jn
0.9499999996 (1.2.5.1.8)

Ez a helyes megoldas! A felfelé kerekitett egész darabszam lesz az, amivel mar biztosan
garantalni tudjuk a feltétel teljesiilését, vagyis n =43.

Abrazoljuk a p valdszinliséget a normal stiriségfiiggvény alatti megfeleld teriilet
besatirozasaval!

|_> n := 43;

MIK 10



| n:=43 (1.2.5.1.9)

Hatarozzuk meg a varhat6 értéket €s a szorast, hogy tudjuk, melyik tartomanyon kell
abrazolni!

> mu := ExpectedValue (Y); # = n*muX

[ w:=430 (1.2.5.1.10)
> sigma := StandardDeviation(Y); # = sqrt(n)*sigmaX

[ 0:=2/43 (1.2.5.1.11)

A tartomany kivalasztisandl a 3 o-szabalyt alkalmazzuk, azaza [ —3 o, L+ 3 0]
intervallumon 4brazolunk.
> Pl := DensityPlot (Y, range = mu - 3*sigma..mu + 3*sigma,
color = red, thickness = 3):
P2 := plot(PDF(Y, x), x = 400..mu + 3*sigma, color =
red, thickness = 3, filled = [color = yellow,
transparency =0.5]): # DensityPlot-nal nem hasznalhaté a
'filled' opcid
plots[display] (P1, P2);
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A satirozott teriilet  valasztisa miatt legalabb 95 %.

¥ 6. Feladat (Helymeghatarozas)



Egy digitalis helymeghatarozo rendszer a Po(xo’ Yo 7'0) pontban elhelyezkedd jarmiivet a
P(X, Y, Z) koordinatakkal jellemez, ahol, X, Yill. Z fiiggetlen normal eloszlasu
valosziniliségi valtozok x,, y, ill. z; varhaté értékkel, és azonos 6 =50 cm szorassal.

Hatarozzuk meg annak a valésziniiségét, hogy a helymeghatarozo6 rendszer 1 m-nél
tobbet téved

Y Megoldas

|:> restart;

Jeldlje & a helymeghatarozo rendszer meterben mert tevedeset. Feladatunk a P(& > 1)
valoszinliség meghatarozasa.

& nem mas, mint a P és P, pontok tdvolsdga, amit a koordinatageometriabol tanult képlettel

adhatunk meg:

E=|P =P = (X=x)"+ (Y=10) + (2==)’

Ekkor

P&>1=P( [ (X—x) + (Y—3) + (Z2—2)" >1)

=p(&>1%) =P(% > %J =P(Q> sz
(0 (0
ahol

Qzﬁzz( xo) +[ y‘)j +[ Oj X+ () + (2 )2~x2(3),
c Y G 6

. , 2 . Lt g s .
azaz Q egy n =3 szabadsagi foka y -eloszlasu valoszinliségi valtozo, mert 3 standard
normal eloszlasu valdszinliségi valtozo négyzetdsszege (X *, Y *, z éppenaz X, Y, Z
standardizaltja).
Vegyiik fel az ennek megfelel6 valoszinliségi valtozot!
> sigma := 0.5; # méterben megadva

6:=0.5 (1.2.6.1.1)

> with(Statistics):
Q := RandomVariable (ChiSquare(3)) ;

_ 0=_R (1.2.6.1.2)
[> Probability(Q > 1/sigma“*2) ;
0.261464447426406 (1.2.6.1.3)

Tehat az esetek kb. " részében téved a helymeghatarozo rendszer tobb, mint 1 métert.

Abrazoljuk is a kapott valésziniiséghez tartozo siiriiségfiiggvény alatti teriiletet! Ehhez
elobb az & valtozo eloszlas- €s surusegfuggvenyet kell meghataroznunk.

>F Q := x -> CDF(Q, x);
F Q:=x—Statistics:-CDF (Q, x) (1.2.6.1.4)
2 2
Fg(x)=P(6 <x) =P(o-JO <x) =P[Q < =F, x—z],hax > 0, és Fg(x) =0
o o
kiilonben.
>F E := x -> piecewise(x <= 0, 0, F_Q(x"2/sigma"2));

(1.2.6.1.5)




filled = [color = yellow, transparency = 0.5]):
plots[display] (P1, P2);
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V¥ Gyakorlé feladatok

Gy/1. Feladat

gramm szorassal és feltételezhetd hogy normal eloszlast kovet.

F E :=x—>piecewise[x <0,0,F Q x_22 ] J (1.2.6.1.5)
c
1:& strtiségfiiggvény ennek derivaltja:
>f E :=x -> diff(F_E(x), x);
fE=x— % F E(x) (1.2.6.1.6)
[> P1 := plot(f E(x), x = -1..2, color = red, thickness =
gg: := plot(f E(x), x = 1..2, color = red, thickness = 3,

Egy gyiimoélcsarusnal 5 almat vasarolunk. Egy alma tomege atlagosan 176 gramm, 50

a) Mekkora az esélye, hogy a vasarolt almak 6ssztomege kevesebb, mint 650 gramm?



b) Mekkora az esélye, hogy az almak dssztomege 800 és 900 gramm kozott van?
¢) Egy almas siiteményhez 1 kg alma kell. Hany almat kellene venniink, hogy 95 %
eséllyel el tudjuk késziteni a siiteményt (ragaszkodunk a recept szerinti 1 kg-hoz)?

Megoldas
|:> restart;

Gy/2. Feladat

Egy elektromos késziilék élettartamat 10 év varhato értéki exponencialis eloszlasd
valosziniiségi valtozo irja le.

a) Abrazoljuk az élettartam eloszlas és siirtiségfiiggvényét, és adjuk meg a szérasat!
b) Melyiknek nagyobb az esélye: annak, hogy a késziilék 5 éven beliil elromlik, vagy
annak, hogy 15 évig mikodoképes marad?

¢) Hany év garanciat vallaljon a gyarto, ha azt szeretné, hogy termékeinek legfeljebb
10 %-at Kelljen garanciaidon beliil javitani?

Megoldas

|:> restart;

Gy/3. Feladat

Egy adott népességben a felnottek varhato testmagassaga p =170 cm, 6 =8 cm szorassal.
Jelolje X 50 véletlenszeriien kivalasztott felnott atlagos magassagat! Szamitsuk ki az
alabbi valdésziniiségeket és abrazoljuk azokat a siirtiségfiiggvény alatti megfelelé
tartomany szinezésével!

a)P(X >169);

b)P(X <172);

) P(|X—p > 15).

Megoldas
|:> restart;

Gy/4. Feladat

Egy sikozpontban parhuzamosan tobb sifelvoné is iizemel. Mindig akkor inditjak a
kovetkezo kabint, ha pont 10 sield dsszegyiilt.

a) Feltételezve, hogy a sielok Poisson-modell szerint érkeznek, percenként atlagosan 4-en,
irjuk fel a két kabin induldsa kozott eltelt 7id6 eloszlasat valamint Abrazoljuk eloszlas-
és striségfiiggvényét!

b) Hatarozzuk meg 7 varhato értékét és szorasat!

¢) Mekkora a valdsziniisége, hogy 3 percnél tobbet kell varni a kovetkezo kabin
indulasara?

d) Kozelitsiik 7-t egy normal eloszlasu valésziniiségi valtozoval és hasonlitsuk dssze a két
striségfiiggvényt! Mi lenne a valasz a c) részre, ha a normal kozelitéssel szaimolnank?

Megoldas
|:> restart;






